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Кенжебаев Кенжеғали Кенжебайұлы   

 

1953 жылы 6 қаңтарда Ақтөбе облысы Байғанин ауданы Доңызтау 

елді-мекенінде дүниеге келген. 1969 жылы Жаңажол орта иектебін, 1974 

жылы Ақтөбе педагогикалық институтын, Т.Шевченко атындағы Киев 

мемлекеттік универститетінің аспирантурасын 1984 жылы, осы 

университеттің докторантурасын  1995 жылы тәмәмдады. Жоғары оқу 

орнын бітірген соң Ақтөбедегі №12 орта мектепте, Жезқазған 

педагогикалық институтында оқытушы, Ақтөбе педагогикалық 

институтында аға оқытушы, доцент, профессор қызметтерін жасады. 

1995-2017 жылдары Қ.Жұбанов атындағы Ақтөбе мемлекеттік 

университетінің ректоры болып қызмет атқарды.  

Ғалым К.Кенжебаевтың 100-тан астам ғылыми еңбектері ТМД 

елдерінің басылымдарында жарық көрді, олардың бесеуі монография мен оқу 

-әдістемелік кітаптар. Оның жетекшілігімен дифф

еренциалдық теңдеулердің сапалық теориясын зерттеу және басқарудың 

математикалық теориясының кейбір есептерін талдап жасау жөніндегі 

ғылыми мектептері қалыптасты. Ғалым 1999ж. Копенгаген (Дания), 
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Мәскеу (Ресей), Дюссельдорф (Германия) қалаларында өткен халықаралық 

симпозиум мен ғылыми конференцияларда мазмұнды баяндамалар жасады, 

дифференциалдық теңдеулер, алгебра және талдау проблемаларына 

арналған ғылыми конференция өткізу дәстүрге айналған. Ғалым ғылыми 

ізденушілер мен аспиранттарға жетекшілік етуде. Оның жетекшілігімен 

бір докторлық, сегіз кандидаттық диссертация қорғалды. Қ.Жұбанов 

атындағы Ақтөбе  мемлекеттік университетінің материалдық-техникалық 

базасын нығайтуға және ондағы ғылыми зерттеу, әдістемелік 

жұмыстарды өрістетудегі зор еңбегі үшін ол 1998 жылы Ақтөбе 

облысының "Жыл адамы"  атағын иеленді. 1999 жылы Байғанин ауданы 

халқының сеніміне ие болып, облыстық мәслихаттың депутаты болды. 

"Байғанин ауданы", "Ақтобе қаласы" "Ақтөбе облысы" және "Қазақстан 

Республикасының"  Құрметті азаматы атанды. "Қазақ тілі" халықаралық 

қоғамының облыстық бөлімшесінің төрағасы болып жұмыс істеді. 

Сонымен бірге ғылым және білім саласындағы еңбек үшін "Астана", 

"Тәуелсіздіктің 10 жылдығы" "Тәуелсіздіктің 20 жылдығы" медалдарымен 

марапатталды. Бүгінгі таңда ғалым Ұлттық Ғылым академиясының 

Құрметті Академигі, ҚР Ұлттық инженерлік академиясының толық 

мүшесі, және осы Академияның Ақтөбе филиалының төрағасы және ҚР 

Ұлттық жаратылыстану ғылымдары академиясының мүшесі. Математика 

саласына қосқан үлестері үшін Украина ҰҒА-ның М.Остраградский 

атындағы алтын медалімен (2002) жылы Н.Н.Боголюбов атындағы естелік-

медалімен (2002), Қазақстан ҰЖҒА-ның Әл-Фараби атындағы күміс 

медалдарымен (2010) марапатталған. 2012 жылы "ҚР Білім беру ісінен 

және ғылымына еңбегі сіңген қызметкері", "Қазақстанның еңбек сіңірген 

қайраткері" атақтарына ие болды. Мемлекет басшысының Жарлығымен 

еліміздің әлеуметтік-экономикалық және мәдени дамуына қосқан елеулі 

үлесі үшін "Құрмет" орденімен марапатталды. К.Кенжебаев облыстық 

мәслихаттың бес шақырылымының депутаты болды. 

К.Кенжебаев туған жердің тарихын таразылауда халқымыз тарихын 

зерделей зерттеп, терең білуі, Әбілхайыр ханның оң қолы, өңірімізде 

тәуелсіздік туын желбіреткен баhадүр Бөкенбай Қарабатырұлына 

қатысты Ресей архивтерінен құжаттарды іздестіруді ұйымдастырып, 

оның негізінде жазылған алғашқы кітабын жарыққа шығаруға және 

ескерткішін ашуға ат салысты. К.Кенжебаевтың негізгі ғылыми 

еңбектері:  

1.Конструктивные методы анализа периодических и многоточенных 

краевых задачи.  

2.Методы конструктивного анализа решений краевых задач для 

систем дифференциальных  уравнений.  

3.Периодты, көп нүктелі шекаралық есептер анализінің 

конструктивті әдістері.  

4.Дифференциальдық теңдеулер және математикалық физиканың 

көкейтесті мәселелері.  
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Секция №1 

Section №1 

 

ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР, ФУНКЦИЯЛАР ТЕОРИЯСЫ 

ЖӘНЕ ФУНКЦИОНАЛДЫҚ АНАЛИЗ 

 

DIFFERENTIAL EQUATIONS, FUNCTION THEORY AND 

FUNCTIONAL ANALYSIS 
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UDC 517.95 

 

RESEARCH OF A NONLOCAL BOUNDARY VALUE PROBLEM  

BY PARAMETERIZATION METHOD 

 

G.A. Abdikalikova 

K.Zhubanov Aktobe Regional University, Aktobe, Kazakhstan 

e-mail: agalliya@mail.ru 

 

 Abstract. The nonlocal boundary value problem with integral condition for the system of 

partial differential equations is considered. Sufficient coefficients conditions of well-posed 

solvability of the problem are obtained by the parameterization method as well as algorithm of 

finding solution are offered. 

 Keywords: method parameterization, integral condition, nonlocal, Friedrichs, algorithm. 

 

Among the boundary value problems for partial differential equations, 

problems in which the conditions connect the desired solution and its derivatives in 

various points lying on the border or inside the considered area are of considerable 

interest. Boundary value problems with nonlocal conditions for a wide class of 

partial differential equations have been studied by many authors using various 

methods. Note the works [1]-[2], where you can find a detailed overview and 

bibliography on these problems. 

Finding effective signs of the solvability of boundary value problems for 

some classes of partial differential equations, developing new effective approaches 

to the study of boundary value problems, and developing iterative methods for 

partial differential equations are relevant both for expanding the class of well-

posed solvable boundary value problems, and for applying mathematical methods 

to the problems under study. 

Boundary value problems for systems of hyperbolic equations with mixed 

derivative are investigated and solved by the method introduction of functional 

parameters [3], which is a modification of the parameterization method [4] 

developed by Doctor of Physical and Mathematical Sciences, Professor D. S. 

Dzhumabaev for solving boundary value problems of ordinary differential 

equations. 

Nonlocal problem with integral conditions arise in mathematical modeling 

of various physical phenomena. Nonlocal boundary value problems with integral 

conditions for partial differential equations began to be studied relatively recently. 

In [5] considered a nonlocal boundary value problem with integral condition for a 

time variable for the system of hyperbolic equations with a mixed derivative. 

mailto:agalliya@mail.ru
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We consider the nonlocal boundary value problem with integral condition on

  Tttxttx  0,:,  , 0T , 0  for the system of partial differential 

equations 

 

                                  ,,,, txfutxS
x

u
txAu

x
D 

















 ,nRu                              (1) 

                                     ,,,,0,
0

xddssx
x

u
sxKTTx

x

u
xCx

x

u
xB

T















               (2) 

                                        Tttttu ,0,,  .                                                       (3) 

 

Here         txutxutxucoltxu n ,,...,,,,, 21  is unknown function;
xt

D








 ; 

 nn  are matrices  txА , ,  txS , ,  txK , , n  is vector-function  txf , ,  nn  are 

matrices  xB ,  xC , n  is vector-function  xd  and is function  t  continuous on 

 ,  ,0 ,  T,0  accordingly.  

In the present work are investigated a questions of well-posed solvability to 

wide extent of the nonlocal boundary value problem (1)-(3).  

Used the work's idea [3], [5] introduce new unknown functions [6] 

   tx
x

u
txv ,,




  and investigation problem is reduced to the equivalent problem for 

the system of hyperbolic first-order equations 

 

                                txtxfutxSvtxADv ,,,,, ,                                           (4) 

                               ,,,,0,
0

xddssxvsxKTTxvxCxvxB

T

                                 (5) 

                             Ttdtvttxu

x

t

,0,,,    .                                                 (6) 

 

A pair     txutxv ,,,  of continuous functions on   is called a solution to 

problem (4)-(6) to wide extent of Friedrichs if the function    nRCtxv ,,   has a 

continuous derivative with respect to t  along characteristic and satisfies family of 

ordinary differential equations, and condition (5), in which the functions  txu ,  and  

 txv ,  by the functional relation (6). 

Using method of the characteristic receive in the   T  0,0:, , 

0T , 0 : 

 

                           ,,
~

,~,
~~,

~~



fuSvA

v





  T,0 ,                                   (7)  



 

9 
 

                                   ,0,
~

,~,
~

,~~
0,~~

0

  ddvKTvCvB

T

,                  (8) 

                                 Tdvu ,0,,~,~  







,                                          (9)  

 

where     ,,~  vv ,     ,,~  uu ,     ,,
~

 AA ,     ,,
~

 SS , 

    ,,
~

 KK ,     ,,
~

 ff ; the  nn  matrices  ,,
~

A    ,
~
S ,   ,

~
K ,n -

vector-function   ,
~
f  is continuous on  ;  nn  are matrices  B

~
,  C

~
, n -

vector-function  d
~

 is continuous on  ,0 , and n -vector-function    is 

continuously differentiable on  T,0 . 

The continuous functions   ,~v  on H  is called a solution to problem (7)-(9) 

if the function    nRHCv ,,~   has a continuous derivative with respect to   and 

satisfies family of boundary value problem for the system of ordinary differential 

equations, and condition (8), in which the functions   ,~u  and   ,~v  by the 

functional relation (9). 

The continuous functions    ttxutxu ,~,   on   is called a solution to wide 

extent of boundary value problem for the system of partial differential equations 

(1) with nonlocal integral conditions (2) and (3). 

For the finding solution of boundary value problem (7)-(9), an algorithm is 

offered.  

 Step-0: in (7) accepting     ,~u , and solved boundary value problem 

(7)-(8) we shall define initial approach    ,~ 0v . Using the      ,~,~ 0vv   from 

correlation (9) finding    ,~ 0u . 

 Step-1: we shall take in right part (7)      ,~,~ 0uu  , and solving boundary 

value problem (7)-(8) we shall define initial approximation    ,~ 1v . Substituting in 

(9) the function    ,~ 1v  found, finding    ,~ 1u .  

 And so on.  

 On step k : continuing this process we shall get        ,~,,~ kk uv . 

 On each step of the offered algorithm using the parameterization method [4].  

By fixed   ,~u ,   ,0 the problem (7)-(8) will be problem for equations 

 

                                            ,,
~~,

~~



GvA

v




  T,0                                     (10) 

 

with condition (8). 
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The continuous function nRHv :~  that has a continuous derivative with 

respect to   on   is called a solution of the family boundary value problems (10), 

(8) if it satisfies system (10) and condition (8) for all    ,  and   ,0 , 

respectively. 

To family boundary value problem for the ordinary differential equations 

using the method parameterization [4]. 

Sufficient conditions are obtained for the unique and well-posed solvability 

of the problem in the terms of invertibility of the matrix, and boundary condition.  

Since problem (7)-(9) to equivalent problem (4)-(6), as well as boundary 

value problem (4)-(6) and (1)-(3) equivalent, find the nonlocal boundary value 

problem with integral condition for the system of partial differential equations of 

the second order (1)-(3) has the unique solution    nRCtxu ,,  .  

Theorem. Let be boundary value problem (10), (8) for the differential 

equations of the well-posed solvability. Then following approximate 
       ,~,,~ kk uv  converges to the unique solution of the problem (7)-(9) and 

nonlocal boundary value problem (1)-(3) there is well-posed solvability in the wide 

extent.  

When investigating and solving a nonlocal boundary value problem for a 

system of partial differential equations, a parameterization method is used, which 

allows to establish the well-posed solvability of the problem along with unique 

solvability. The coefficient conditions for well-posed solvability of a nonlocal 

boundary value problem for a system of equations are established. Sufficient 

conditions for the well-posed solvability of a boundary value problem with a 

nonlocal condition are established in terms of a matrix formed on the right side of 

the equation system and the boundary condition. 

If solution built to the wide extent, continuously differentiable with respect 

to x  and t , that function  txu ,  has continuous partial derivatives
t

u




,

x

u




, 












u

x
D  

and satisfies equation (1) for all   tx,  and conditions (2)-(3) is and classical 

solution nonlocal boundary value problem (1)-(3).  
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Андатпа. Бұл мақалада дифференциалдық теңдеулердің саналымды жүйесінің 

шешімдерінің бар болуы мен жалғыз болуы сияқты кейбір жалпы қасиеттері 

қарастырылған. 

Дифференциалдық теңдеулердің саналымды жүйесін қарастырайық: 

,...)2,1(,...),,( 21  sxxtw
dt

dx
s  

Осы жүйенің оң жағын қанағаттандыратын 1-6 шарттары қойылған. 

Кейін ,...),,( 21 yytws функциясының берілген облыста 1-6 шарттарын 

қанағаттандыратын жалғасы ,...),,( 21 xxtf s  функциясы ізделінеді. 

Енді келесі жүйені қарастырамыз  

                                          ,...)2,1(,...),,( 21  sxxtf
dt

dx
s

s                  

мұнда ,...),,( 21 xxtf s функциясы ,...),,( 21 yytws функциясының табылған жалғасы. 

Бұл жүйені жуықтап есептеу әдісімен шешеміз.  

Сонымен, бұл жүйені шешу барысында оның шенелген шешімі бар екендігіне және 

оның бірқалыпты үзіліссіздігіне көз жеткіземіз.  

Түйін сөздер: саналымды жүйелер, шешімдерінің жалғыз болуы, шенелген шешім, 

бірқалыпты үзіліссіздік.  
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Дифференциалдық теңдеулердің саналымды жүйесін қарастырайық: 

                       ,...)2,1(,...),,( 21  sxxtw
dt

dx
s                                 (1.1) 

мұнда t-нақты тәуелсіз айнымалы, ,..., 21 xx - t айнымалысы бойынша алынған 

ізделінді нақты функциялардың саналымды жиыны; ,..., 21 ww - ,...,, 21 ххt

шамаларының олардың өзгеру облысында  RxrtxxtG  ||,0:,..),,( 210  

берілген нақты функциялар.  

(1.1) теңдеулер жүйесінің оң жағы берілген облыста келесі шарттарды 

қанағаттандырсын: 

1. sw функциясы t бойынша үзіліссіз, кез келген 0G  облысынан алған 

нүкте үшін, яғни 

                              txxtwxxttw ss )0(,0,...),,(,...),,( 2121   

2. sw  функциясы ,..., 21 xx  бойынша Липшиц шартын 

қанағаттандырады, яғни 

|,...]||,sup[|||||||,||)(|,...),,(,...),,(| 22112121 xxxxxxtxxtwxxtw ss
  , 

Мұнда )(t - t бойынша ],0[0 r  сегментінде үзіліссіз функция. 

3. Кез келген ],0[ rt  үшін 0...21  xx  болғанда келесі теңсіздік 

орынды  

)(|,...)0,0,(| ttws  , 

мұнда )(t - t бойынша үзіліссіз, ],0[ rt  . 

1-3 шарттарынан келесі салдар шығады: 

4. )(,...]|,||,sup[|)(|,...),,(| 2121 txxtххtws    

5. Кез келген 0),( Gxt   нүктесінде sw функциялары үзіліссіз. 

Шындығында болсаxt ,0|||||||   

|,...]||,sup[|||||,|}{|sup)(|,...),,(,...),,(| 21212211 xxxмундаxtxxtwxxxxttw i
i

ss  

 6. ],0[ rt  болғанда функциялары теңдәрежелі үзіліссіз және 0G  

облыстан шықпайды, яғни 

)(||)(||)(|),...)(),(,(|,|)(| 121 tRtxttхtхtwондаRtx ss   . 

1-6 шарттары  RxtxxtG s  ||,0:,..),,( 211  облысынан алынған кез 

келген нүкте үшін орындалуы да мүмкін.  

Егер бұл талап орындалмаса, онда  rt   болғанда  

,...),,(,...),,(),()(),()( 2121 xxrwxxtwrtrt ss   . 

Бұл жерден көрініп тұр, ,...),,(),(),( 21 xxtwtt s  функцияларын осылай 

жалғастырса, 1-6 шарттары 1G  облысының кез келген нүктесінде 

орындалады. 
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1-6 шарттары тек 
1G облысының нүктелері ғана емес, басқа 

 RxtG s  ||,2   облысының кез келген нүктесінде орындалуы 

мүмкін. Егер бұл шарт орындалмаса, онда 0t  болғанда 

,...),,0(,...),,(),0()(),0()( 2121 xxwxxtwtt ss    деп аламыз. 

,...),,(),(),( 21 xxtwtt s  функциясының мұндай жалғастыруы үшін 1-6 

шарттары 
2G  облысының кез келген нүктелерінде орындалады. 

1-6 шарттары тек 
2G облысының нүктелері ғана емес, 

   |}sup{|||||,|:|...),,,( 21 sxxtххtG  облысының кез келген нүктесінде 

орындалуы мүмкін. 

Егер бұл талап орындалмаса, онда sw  функциясын келесі түрде 

жалғастырамыз: Rxегераламыздеп
x

Rx
yRxегераламыздепxy s

s

s
ssss  ||,

||
;||, . 

Бұдан Rys || , ал үшбұрыштар қабырғасының қасиеттері негізінде 

|||| ssss xxуу   шығады. 

Енді ,...)2,1(,...),,(,...),,( 2121  syytwxxtf ss деп алайық. 

,...),,( 21 xxtf s  функциясы ,...),,( 21 xxtws функциясының жалғасы болады 

және G облысында барлық 1-6 шарттарын қанағаттандырады. 

Келесі теңдеулер жүйесін қарастырайық 

                                    ,...)2,1(,...),,( 21  sxxtf
dt

dx
s

s                           (1.2) 

Бұл жүйенің оң жағы 0G  облысында (1.1) жүйесінің оң жағымен 

беттеседі, ал G облысында барлық 1-6 шарттарын қанағаттандырады [1, 

с.321]. 

|,...]||,sup[|||||,,...),,( 2
0

1
0

02
0

1
0

0 xxxGxxt  болсын. Берілген нүкте арқылы 

өтетін (1.2) жүйесінің шешімін тізбектеп жуықтау әдісімен есептейміз, 

мұнда:  













t

t

mm

ss

m

s

t

t

sss

ss

msdxxfxtx

dxxfxtx

xtх

0

0

,...3,2,...,2,1,),...)(),(,()(

......................................

,...),,()(

,)(

)2(

2

)1(

1

0)(

0

2

0

1

0)1(

0)0(





      (1.3) 

1-6 шарттары негізінде, кез келген m=1,2,… үшін ),...(),( )(

2

)(

1 txtх mm

функциялары t мәнінің кез келген шекті мәнінде анықталған, бірқалыпты 

үзіліссіз,келесі шарттарды қанағаттандырады: 
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,||)(||)(|)()(|

,)](||||)([|)(|

0

0

)()()1(

0

0)1(











t

t

mm

s

m

s

t

t

ss

dxtxtx

dxxtх





                      (1.4) 

Егер анықтық үшін  0tt  болғанда,   

                                      |,...})()(sup{|||)(|| )1()()( txtxtx m

j

m

j

m  . 

],[ ba -еркін сегмент, ],[1,0 batt  , ал оның ұзындығы l  болсын. 

)(max~)],(||||)(max[ 0 ttxtM   , онда (1.4) негізінде мынау 

шығады. 

                                  

)!1(

~

)!1(

||
|)()(|

..........................................................

,
2

~

2

||
|)()(|

,|||)(|

11

0)()1(

22

0)1()2(

0

)0()1(




















m

l
M

m

tt
Mltxtx

l
M

tt
Mltxtx

MlttMxtх

m
m

m

mm

s

m

s

ss

ss





 

Бұдан келесі қатар    

                        ...))()(())()(()( )1()2()0()1()0(  txtxtxtxxtx ssssss                  (1.5) 

кез келген t  үшін абсолют жинақты және ],[ ba  үшін жинақтылық t  бойынша 

бірқалыпты, s  бойынша теңдәрежелі: 

)(,|)()(| )(  Nmегерtxtx s

m

s  
 

Сондықтан  

                                                    ),...(),( 21 txtх                                           (1.6) 

функциялары теңдәрежелі үзіліссіз, және де егер )(lim)( )( txtх m

s
m

s


 болса, онда  

),...)(),(,( 21 txtxtf s  функциялары t  бойынша бірқалыпты [2, с.315].  

Сол себепті  

                                     

),...)(),(,(
)(

),...)(),(,()(

21

21

0

0

txtxtf
dt

tdx

dxxfxtx

s
s

t

t

sss



  

                       (1.7) 

Яғни (1.6) теңдеулер жүйесі – (1.2) теңдеулер жүйесінің Gxxt ,...),,( 0

2

0

10  

нүктесі арқылы өтетін теңдәрежелі үзіліссіз шешімі. 

2.- шарт бойынша (1.2) теңдеулер жүйесінің Gxxt ,...),,( 0

2

0

10  нүктесі 

арқылы өтетін теңдәрежелі үзіліссіз шешімі тек жалғыз болады [3, с.456]. 

Айталық, ),...(),( 2211 txxtxx  – (1.2) теңдеулер жүйесінің Gxxt ,...),,( 0

2

0

10  

нүктесі арқылы өтетін шектелген шешімі болсын. Онда бұл шешім бар 
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болатын берілген   сегменті үшін )(Т  ақырлы саны табылып, барлық t  

мәндері үшін келесі теңсіздік орындалады  

                                   )(|,...])(|...,|,)(||,)(sup[| 21 Ttxtxtx n  .                        (1.8) 

Онда (1.8) негізінде және 4-қасиет бойынша  

                                    )()()(|),...)(),(,(| 21 tTttxtxtf
dt

dx
s

s   ,  

Яғни  ),...(),( 21 txtx    s бойынша теңдәрежелі шенелген. 

Сондықтан (1.2) теңдеулер жүйесінің шектелген шешімі теңдәрежелі 

үзіліссіз шешімі болып шығады. 

Теорема 1.1. G облысының әрбір берілген  ,...),,( 2
0

1
0

0 xxt  нүктесі арқылы 

(1.2) теңдеулер жүйесінің шектелген, жалғыз шешімі өтеді, ол теңдәрежелі 

үзіліссіз болады, және бұл шешім t-ның барлық шекті мәндерінде бар 

болады. 

Ал 0G  облысында (1.2) теңдеулер жүйесі (1.1) жүйесімен беттесетін 

болғандықтан, келесі теорема орынды 

Теорема 1.2. 0G  облысының әрбір берілген ішкі ,...),,( 2
0

1
0

0 xxt  нүктесі 

арқылы (1.1) теңдеулер жүйесінің шектелген, жалғыз шешімі өтеді, ол 

теңдәрежелі үзіліссіз болады, және бұл шешім t-ның барлық ],0[ r  аралығынан 

алған мәндерінде бар болады, Rtxtx |,...])(||,)(sup[| 21 . 

(1.2) теңдеулер жүйесінің ,...),,( 20100 xxt  нүктесі арқылы өтетін шешімдері 

шексіз көп болуы мүмкін, бірақ олар теңдәрежелі үзіліссіз болмауы мүмкін, 

сондықтан олар шектелмеген болады. 

Мысал келтірейік. 

Келесі жүйені қарастырайық  

                                                  ,...2,1,1   sx
dt

dx
s

s                                (1.9) 

Бұл жүйе  RxtххtG j  |}sup{|,|:|...),,,( 212   облысында анықталған, 

және жоғарыдағы шарттардың барлығын қанағаттандырады, 1)( t . 

,...),,( 20100 xxt  нүктесі арқылы өтетін шешімін табайық: 

  

t

t

sss

t

t

sss dxtxtxdxtxtx

00

)()()(,)()()( 201110 
 

)()()(

)()()()()(

00,201

)1(

1

00,100

)0(

10

)0(

10

)1(

0

ttxtxtx

ttxxttxxdxtxtx

sss

t

t

sssssss







 
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!2

)(

)()])(()([)()()()(

2

0

0,2

00,10002010

)1(

10

)2(

0

tt
x

ttxxdttxtxtxdxtxtx

s

t

t
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Бұл табылған шешім (1.9) жүйенің ,...),,( 20100 xxt нүктесі арқылы өтетін 

шешімі болып табылады. 

Сонымен, кез келген шекті ұзындығы бар   сегментінің 0t  мәнінде бұл 

шешім шектелген болады. Яғни шешімнің теңдәрежелі үзіліссіз болатыны 

шығады. 
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Annotation. A nonlocal problem with multipoint conditions for the partial differential 

equations of higher order is considered. Algorithms for finding a solution to the nonlocal 

problem with multipoint conditions are constructed and their convergence is proved. Conditions 

for the unique solvability of the nonlocal problem with multipoint conditions for the partial 

differential equations of higher order are established in terms of the initial data.  

Keywords: partial differential equations of higher order, nonlocal problems with 

multipoint conditions, parametrization method, algorithm, solvability. 
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In recent decades, many authors have intensively studied nonlocal problems 

with multipoint conditions for partial differential equations of higher order (see the 

bibliography in [1-6]). The development of computing and information 

technologies requires the apply of constructive methods for the numerical analysis 

and approximate solution of nonlocal problems with multipoint conditions for 

partial differential equations of higher order. 

Earlier in the works of the authors, a number of problems with multipoint 

conditions were investigated and solved for systems of hyperbolic equations of the 

second order [8-10], for partial differential equations of third and fourth orders [11-

13], as well as for impulsive partial differential equations of higher order [14] by 

Dzhumabaev’s parametrization method [7].   

In the present paper we propose the constructive approach for solve the 

nonlocal problem with multipoint conditions for partial differential equations of 

higher order  based on  Dzhumabaev’s parametrization method. 

     Consider the nonlocal problem with multipoint conditions for the partial 

differential equations of higher order in  ],0[],0[  T   
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where ),( xtu  is the unknown function, the functions ),( xtAi , mi ,0 , ),( xtB j , 

1,0  mj , and ),( xtf  are continuous on  , the functions )(, xK li  and )(x  are 

continuous on ],0[  ,  Tttt p  ...0 10 , mi ,0 , pl ,0 , the functions )(tj , 

1,0  mj , are continuously differentiable on ],0[ T .   

 A function ),( xtu  continuous on  , having continuous on   partial 

derivatives 
is

is

xt

xtu



  ),(
,   1,0s ,  mi ,0 , satisfying Equation (1) for all ),( xt ,  
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multipoint and initial conditions (2), (3), is called the solution to the nonlocal 

problem with multipoint conditions (1)-(3). 

 Algorithms for finding a solution to the nonlocal problem with multipoint 

conditions (1)-(3) are constructed and their convergence is proved. Conditions for 

the unique solvability of the nonlocal problem with multipoint conditions (1)-(3) 

are established in terms of the initial data. 

 Assume 
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integral relations (7), mr ,2 , which satisfies the equation (4) for all  and 

conditions (5), (6), is a solution to problem (4)-(7).  

For fixed ),( xtvr
 and 

t

xtvr



 ),(
, mr ,2 , problem (4)-(6) is a nonlocal problem 

with multipoint conditions for the second-order hyperbolic equation. Questions of 

the unique, well-posed solvability of a nonlocal problem with multipoint 

conditions were studied in [8], [9]. We use results of [15]-[16] to solve problem 

(4)-(7). 
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),( 1  and transfer problem 

(4)-(7) to the following family of multipoint problems for a differential equation 
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For fixed ),( xtw , ),(1 xtv , ),( xtvr
 and 
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, mr ,2 , problem (8), (9) is a family of  

multipoint problems for the differential equation.  The unknown functions ),( xtw , 

),(1 xtv , ),( xtvr
 and 
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, mr ,2 , are determined from integral constraints (10), 

(11).  
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constraints (10), (11), respectively, mr ,2 , which satisfies the differential 

equation (8) for all  and condition (9), integral constraints (10), (11) is a 

solution to problem (8)-(11).  

Consider the following family of multipoint problems for the differential 

equation 
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where ),( xtv  is an unknown function, the function ),( xtF    is continuous on  , the 

function  )(x   is continuous on ],0[  , ],0[ x . 

 A continuous function Rv :  that has a continuous derivative with 

respect to t  on   is called a solution to the family of multipoint problems (12), 

(13), if it satisfies equation (12)  for all ),( xt  and multipoint condition (13) for 

all ],0[ x . 

),( xt
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For fixed ],0[ x  problem (12), (13) is the linear multipoint problem for the 

ordinary differential equation. Suppose a variable x  takes values on the interval 

],0[  ; then we obtain the family of multipoint problems for differential equation. 

 Definition 1. A family of multipoint problems for the differential equation 

(12), (13) is called uniquely solvable if for any pair ))(),,(( xxtF  , where  

),(),( RСxtF  , )],,0([)( RCx  ,  it has a unique solution.  

 Definition 2. A nonlocal with multipoint conditions for the partial 

differential equations of higher order (1)-(3) is called uniquely solvable if for any 

),(),( RСxtf  , )],,0([)( RCx   , )],,0([)( RTCtj  , 1,...,2,1,0  mj , it has a unique 

classical solution. 

 We propose an algorithm for finding approximate solutions to problem (1)-

(3) is constructed based on the results in [9]. 

 The algorithm for finding solutions to the nonlocal problem with multipoint 

conditions for the partial differential equations of higher order (1)-(3) consists of 

seventh stages: 

 1st stage. Introduction of new unknown functions ),(1 xtv , ),(2 xtv , ),(3 xtv , …, 

),( xtvm  and transition to the equivalent problem (4)-(7). 

 2nd stage. Introduction of new unknown functions  ),(1 xtv , ),(2 xtv  and 

reduction to the family of multipoint problems for the differential equation with 

functional parameters and integral constraints (8)-(11). 

 3rd stage. Solving of the auxiliary family of multipoint problems for the 

differential equation (12), (13). 

 4th stage. For fixed ),( xtw , ),(1 xtv , ),( xtvr
 and 

t

xtvr



 ),(
, mr ,2 ,  solving the 

family of multipoint problems for the differential equation (8), (9) by solution to 

the auxiliary family of multipoint problems for the differential equation (12), (13). 

 5th stage. Determination of functions ),(1 xtv , ),( xtw  from integral constraints 

(10) using ),( xtv , the solution to the family of problems (8), (9), and 
t

xtv



 ),(
. 

 6th stage. Determination of functions ),( xtvr
 and 

t

xtvr



 ),(
, mr ,2 , from 

integral constraints  (11) using ),(1 xtv  and  
t

xtv



 ),(1 . 
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 7th stage. Definition of function ),( xtu ,  the solution to the original problem 

(1)-(3) from equality  ),(),( xtvxtu m  for all ),( xt .  

 Conditions for the feasibility of the constructed algorithm for finding 

solutions to the nonlocal problem with multipoint conditions for the partial 

differential equations of higher order are obtained. It is shown that the solvability 

of the nonlocal problem with multipoint conditions for the partial differential 

equations of higher order is equivalent to the solvability of the family of multipoint 

problems for the differential equation (12), (13). 

 The following theorem provides the conditions of unique solvability to 

problem (1)–(3) in terms of the solvability of family of problems (12), (13). 

 Theorem 1. Suppose 

1) the functions ),( xtAi ,  mi ,0 , ),( xtB j , 1,0  mj , and ),( xtf  are continuous on 

 ; 

2) the functions )(, xK li  and )(x  are continuous on ],0[  ,  mi ,0 ,  pl ,0 ; 

3)  the functions )(tj ,   1,0  mj , are continuously differentiable on ],0[ T .   

4) The family of multipoint problems for the differential equations (12), (13)  is 

uniquely solvable. 

Then the nonlocal problem with multipoint conditions for the partial differential 

equations of higher order (1)-(3) has a unique classical solution. 

 Theorem 2. The nonlocal problem with multipoint conditions for the partial 

differential equations of higher order (1)-(3) is uniquely solvable, if the function 
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lmm
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,0, )()()(          is not zero    for every   ],0[ x ,  

where 
t

m dxAxta
0

),(),(  .    

 Note that a problem with non-separated multipoint-integral conditions for 

differential equations of higher order are considered in [17-18] by modification of 

parametrization method and new concept of general solution [19-20]. An interval 

is divided into m parts, the values of a solution at the beginning points of the 

subintervals are considered as additional parameters, and the differential equations 

of higher order are reduced to the Cauchy problems on the subintervals for system 

of differential equations with parameters. Using the solutions to these problems, 
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new general solutions to differential equations of higher order are introduced and 

their properties are established. Based on the general solution, non-separated 

multipoint-integral conditions, and continuity conditions of a solution at the 

interior points of the partition, the linear system of algebraic equations with respect 

to parameters is composed. Algorithms of the parametrization method are 

constructed and their convergence is proved. Sufficient conditions for the unique 

solvability of considered problem are set. It is shown that the solvability of 

boundary value problems is equivalent to the solvability of systems composed. 

Methods for solving boundary value problems are proposed, which are based on 

the construction and solving these systems. 

 Conclusion. The nonlocal problem with multipoint conditions for the partial 

differential equations of higher order (1)-(3) is studied. Algorithms for finding  the 

solution this problem are constructed and their convergence is proved. Conditions 

for the unique solvability of the problem (1)-(3) are established in terms of the 

initial data. Results this paper can be extended to the system of partial differential 

equations of higher order.  
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Рассмотрим следующее дифференциальное уравнение высокого 

порядка 

       xfyxpyxqyxryyL  )1()3()5(

0 ,                    (1) 

где ),(- Rx , )()(
2

RLxf  , r - трижды непрерывно дифференцируемая 

функция, q - непрерывно дифференцируемая функция, считаем )(xp  

непрерывна. Следовательно, (1) является вырожденным дифференциальным 

уравнением. 

В статье [1], в результате моделирования процесса распространения 

нелинейных волн в диспергирующей среде получено дифференциальное 

уравнение 

0),('),('),(
2

3
),(),( )3()5(  txytxytxytxytxy txxx  .         (2)  

(2) называется уравнением Кавахары или обобщенным уравнением типа 

Кортевега де Фриза. Уравнение (2) изучался, в основном, в случае 

ограниченной области и когда его коэффициенты постоянные. Краевые 

задачи для него исследованы в [2,3] и многих других работах. Возьмем 

следующее стационарное уравнение типа Кавахары  

−𝑦(5) + 𝑟0(𝑥)𝑦
(3) + 𝑞0(𝑥)𝑦𝑦

′ = 𝑓0(𝑥). 

с переменным коэффициентом, заданный на всей числовой оси 𝑅.  
Линеаризуя его, мы приходим к одному из следующих дифференциальных 

уравнений  
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Свойства уравнений (3) и (4) отличаются друг от друга. Уравнение (3) в 

случае знакоопределенного потенциала 1q  изучался в статьях [4, 5] и в 

приведенных в них работах. (4) является вырожденным дифференциальным 
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уравнением, вопрос его исследования остается открытым. Рассматриваемая 

нами уравнение (1) является обобщением (4). 

Пусть 0L  дифференциальный оператор, действующий в  RC 

0  по 

формуле 

𝐿0𝑦 = −𝑦(5) + 𝑟(𝑥)𝑦(3) + 𝑞(𝑥)𝑦′ + 𝑝(𝑥)𝑦. 

Согласно предположениям относительно )(xr , )(xq  и )(xp , оператор 0L  
допускает замыкание по норме пространства )(2 RL , обозначим его через L . 

Решением уравнения (1) назовем функцию  LDy , такую, что fLy  . 

Мы приводим условия, достаточные для корректной разрешимости 

уравнения (4) и выполнения для решения  𝑦 оценки  
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2
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модифицируя методы [6,7] исследования сингулярного дифференциального 

уравнения третьего порядка. В (5) 
2

  - норма пространства )(2 RL . 

Пусть g  и 0h  - непрерывные функции. Введем следующие 
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Основной результат работы - следующий. 

Теорема. Пусть функция  xr  такая, что  
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а функций  xq  и  xp   удовлетворяют условиям  

1,, rq , 2,,rp . 

Тогда для каждого  RLf 2  существует единственное решение y  уравнения 

(1). Кроме того, для решения y  справедлива оценка 

‖𝑦(5)‖
2
+ ‖𝑟𝑦(3)‖

2
+ ‖𝑞𝑦′‖2 + ‖𝑝𝑦‖2 ≤ С‖𝑓‖2. 

 

Статья выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и 

высшего образования Республики Казахстан (грант AR14870261). 
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спектральные задачи для бигармонического оператора с условиями Дирихле, 

необходимость в решении которых возникает при введении функции тока в 2-D системе 

Навье-Стокса. 

Ключевые слова: линеаризованная 2-D система Навье-Стокса, функция тока, 

бигармонический оператор, обобщенная спектральная задача 

 

В начале доклада мы рассматриваем обратную задачу для 

линеаризованной 2-D системы Навье-Стокса с неизвестной силой, 

распределенной только по пространственной переменной, и с финальным 

условием переопределения. На основе теории спектрального разложения 

самосопряженных операторов [1, 2] установлены достаточные условия 

разрешимости поставленной обратной задачи, сформулированная в виде 

теоремы. Мы проводим сравнение полученного результата с ранее известным 

[3]. 

Далее, при переходе к функции тока от линеаризованной 2-D системы 

уравнений Навье-Стокса возникает необходимость решения обобщенной 

спектральной задачи для бигармонического оператора, которая соответствует 

линеаризованному 2-D оператору Стокса. Однако, не говоря даже о случае 

произвольной области для независимых переменных, и в канонических 

областях (например, круг, квадрат, прямоугольник и т.д.) этот вопрос бывает 

не всегда легко решаемым. 

Имеются работы [4, 5], которые посвящены указанным вопросам в 

случае периодических условий. В работах [4, 5] также указывается о 

важности проблемы построения системы собственных функций и 

собственных значений для изучения граничных задач для систем Навье-

Стокса, отмеченной на семинаре в [4, 5] О.А.Ладыженской. 

В нашей предыдущей работе [6] для круга этот вопрос был до конца 

решен, и построенная система ортогональных функций была успешно 

использована для численного решения одной обратной задачи для 

линеаризованной 2-D системы уравнений Навье-Стокса. В [6] нами были 

проведены численные эксперименты по решению модельной обратной 

задачи (с конкретными числовыми данными) с использованием 

оптимизационного метода.  

В настоящем докладе мы строим систему собственных функций и 

соответствующую систему собственных значений, когда область 

независимых переменных представлена также квадратом. Отметим, что 

квадрат взят только для простоты аналитических вычислений, можно было 

бы рассматривать спектральную задачу в любом конечном прямоугольнике. 
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Результаты представленной работы легко могут быть развиты и на этот 

случай. 

В конце доклада мы коснемся вопроса о решении обратной задачи для 

нелинейной 2-D системы Навье-Стокса (при этом мы воспользуемся одним 

результатом работы [7]). 
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program manifold itself with respect to some indicator. The stability of hydraulic actuator 

control systems is investigated taking into account speed and positional loads.The sufficient 

conditions for the absolute stability of the program manifold of the hydraulic actuator, taking 

into account the compressibility of the fluid contained in the hydraulic cylinder are obtained in 

the form of some equality. 

Key words: program manifold, indirect control system, external load, position and speed 

feedbacks.  

 

1. Introduction. Statement of the problem. Inverse problems of ordinary 

differential equations goes back to the five tenth years of the last century. The first 

work was the construction a system of differential equations on a given integral 

curve published by N.P.Erugin [1]. Futher, this problem was developped as a 

problem of constructing systems of differential equations on a given manifold, to 

construct systems of automatic control on a given manifold, on inverse problems 

of dynamics, on the construction of program motion systems in the works [2-8]. 

Due to the fact that the program manifold is exposed to various influences when 

solving different problems, there was a need to study the stability of the manifold 

itself [8-20]. Detailed review of these studies can be found in the following works 

[5, 10, 16, 21].  

We will consider the equation of the hydraulic actuator, taking into account 

the compressibility of the fluid contained in the hydraulic cylinder, proposed by 

V.A. Khokhlov in [23]. 
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where vk  is a speed gain coefficient, 0p  is a fluid  pressure in the line, h  is a 

coefficient of viscous friction of the load, hek  is a stiffness of external load, frP is  

a constant dry friction force, hlk  is a stiffness of the liquid, F  is an effective place 

of the piston, m   is a mass of moving parts. 

Assuming, that there are no dry friction forces, by introducing the necessary 

notation 
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the equation (1) will be written in the following form 

     
321                         (2) 

where the function    vk is continuous in  and   is determined by the 

formula 

 signcba )(1   . 

The multiplier   , when   depends on the deflection of the control 

element  , its speed and its acceleration  is determined as follows:  
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We reduce equation (2) to the Cauchy normal form 
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where 

 signcbzay )(1  . 

 We consider the problem of constructing on a given smooth program 

manifold Ω(t) of the following differential equation  

 ,, xtfx                                                                 (5) 

where xf ,  are n-dimensional vectors, nRf   is continuous in all variables 

and satisfies conditions for the existence of the solution x(t) = 0, the  program 

manifold Ω(t) is determined by the following equations  

Ω(t) ≡ ω(t,x) = 0,                                              (6) 

where ω is s-dimensional vector s ≤ n, and continuous together with its 

partial derivatives, the Jacobian rank 
x

H






 equals rank H = s at all points of the 

manifold Ω(t). This program (6) is executed exactly only if it satisfies specifies the 

conditions for the initial values 0),( 00  t  of the system state vector. However 

these conditions are not always satisfied due to the presence of other perturbing 

forces. At building program motion control systems, it is necessary to take into 

account the stability of the program manifold Ω(t) itself with respect to some 

functions.  

Due to the fact that the program manifold Ω(t) is integral for the system (5) 

takes place  
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where   00,, xtF is some Erugin vector function [9].  

Together with equation (5), we consider the following indirect automatic 

control system with speed feedback taking into account external load 
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where the coefficients sn RpRb  ,1 are constant, Nq, are constant 

coefficients of position and speed feedback,   is a total impulse-signal and the 

differentiable function   satisfies the following conditions 
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a multiplier    deforms the function    when the coordinates  ,  

change. Here,   is a complex discontinuous function of the automatic control 

system. 

Definition. The program manifold of an indirect control system, taking into 

account the compressibility of the fluid, is called absolutely stable if it is globally 

stable on solutions of system (8) for any ),( 00 xt  and   ,   satisfying 

conditions (9), (3). 

Statement of the problem. Find a condition for the absolute stability of the 

program manifold of the indirect control system, taking into account the 

compressibility of the fluid with respect to the vector function  under conditions 

(9), (3). 

2. Stability of the indirect control system, taking into account the 

compressibility of the fluid 

Due to the fact that the manifold (7) is an integral manifold also for the 

system (8) - (9), (3) and taking the Erugin function to be linear with respect to the 

vector function  : 

  ,,,  AxtF                                             (10) 

we arrive at the following system with respect to  : 
 

   

,

,
1

,

),,0[,

22

3

















Nqp

zzz

ItbA

T 





                             (11) 

where 1Hbb  , 
x

H






 and )( ssA   is a constant Hurwitz matrix, the 

nonlinearity    satisfies conditions (9), and the multiple     is determined by 

formula (3),  signcbzay )(1  . 

Using a non-singular transformation, the system (11) can be reduced to an 

equivalent form [21]: 

   

   

,

,
1

,
1

2
2

2













T

s

g









                                       (12) 
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where 
𝜔𝑠+1 = 𝜉, 𝜔𝑠+2 = 𝑧, 𝜇1 =. . . 𝜇𝑠+1 = 0, 𝜇𝑠+2 = 1, 𝑝𝑠+1 = −𝑞,  𝑝𝑠+2 = −𝑁,  

and ),...,( 1 sdiag   are roots of equation 

.0)(  EAD                                                   (13) 

   

The following theorem is valid. 

Theorem. If the Erugin function is linear with respect to  , the nonlinearity 

)( satisfies condition (9), the function )(  is determined by formula (3), the 

coefficients of rigid and speed feedback are positive , the roots of equation (13) are 

different positive numbers and 01 


 m
kk hehl

s , then in order for the 

program manifold of the automatic system of indirect control, taking into account 

the compressibility of the fluid was absolutely stable with respect to the vector 

function   , it suffices to satisfy equalities  

,0

),1,...,1(02

2

1

1
















s

s

i ki

i
kk

g

sk
l

lg
  

 

where 11,..., sll are real numbers. 

 

Funding: This results are supported by grant of the Ministry education and 

science of Republic Kazakhstan No. AP 09258966 for 2021-2023 years. 

 

REFERENCES 

1. Erugin N.P. Construction all the set of systems of differential equations, 

possessing by given integral curve//Prikladnaya Matematika i Mecanika, 1952, 6, 

659-670. (In Russ.) 

2. Galiullin A.S. Some questions of program motion stability. - Kazan. 1960. 

- 87 p. (In Russ.) 

3. Galiullin A.S. Inverse Problems of Dynamics. Nauka. Moscow1986. – 

224 p. (In Russ.) 

4. Galiullin A.S., Mukhametzyanov I.A., Mukharlyamov R.G. et al. 

Construction of Systems of Program Motion. Nauka. Moscow. 1971. (In Russ.) 

5. Galiullin A.S., Mukhametzyanov I.A., Mukharlyamov R.G. A survey of 

investigating on analytic construction of program motion’s systems// Vestnik 

RUDN. 1994, No. 1., 5-21. (In Russ.)  

6. Mukharlyamov R. G. Stabilization of motions of mechanical systems on 

given manifolds of the phase space. // App. mat. and mechanics. 2006. V. 70, No. 

2. - S. 236-249. (In Russ.) 



 

33 
 

7. Mukharlyamov R. G. Reduction to a given structure of the equations of 

dynamics of systems with constraints// Prikl. mat. and mechanics. 2007. V. 71, No. 

3. - S. 401-410. (In Russ.) 

8. Mukametzyanov I.A. On stability of a program manifold. I., II. 

//Differential Equations. 1973. Vol. 9. No 5. P. 846-856., 1973. Vol. 9. No 6. P. 

1057-1048.  (In Russ.).  

9. Maygarin B.G. Stability and quality of process of nonlinear automatic 

control system, Alma-Ata. Nauka. 1981. (In Russ.)  

10. Zhumatov S.S., Krementulo B.B., Maygarin B.G. Lyapunov’s second 

method in the problems of stability and control by motion. Almaty. Gylym. 1999. 

(In Russ.)  

11. Zhumatov S.S. Stability of a program manifold of control systems with 

locally quadratic relationsw // Ukrainian Mathematical Journal. 2009. Vol.61. No 

3. P.500-509. https://doi.- org/10.1007/s 11253-008-0224-y  

12. Zhumatov S.S. Exponential stability of a program manifold of indirect 

control systems // Ukrainian Mathematical Journal. 2010. Vol.62. No 6. P.907-915. 

https://doi.org/10.1007/s 11253-010-0399-2  

13. Tleubergenov M.T. On the inverse stochastic reconstruction problem // 

Differential Equations. 2014. Vol. 50. No 2. P. 274-278. https://doi.org/10.1134/s 

0012266 11402 0165  

14. Mukharlyamov R.G. Simulation of Control Processes, Stability and 

Stabilization of Systems with Program Contraints// Journal of Computer and 

Systems Sciences International. 2015. 54, No.1., 13–26.  

15. Vasilina G.K., Tleubergenov M.T. Solution of the problem of stochastic 

stability of an integral manifold by the second Lyapunov method // Ukrainian 

Mathematical Journal. 2016. Vol.68. No 1. P.14-28. https://doi.org/10.1007/s 

11253-016-1205-6  

16. Llibre J., Ramirez R. Inverse Problems in Ordinary Differential 

Equations and Applications. Springer International Publishing Switzerland. 2016.  

17. Zhumatov S.S. On an instability of the indirect control systems in the 

neighborhood of program manifold // Mathematical Journal.- Almaty, 2017. 

Vol.17. No 1. P.91-97.  

18. Samoilenko A.M., Stanzhytsskj O.M. The reduction principle in stability 

theory of invariant sets for stochastic Ito type systems // Differentialnye uravnenya. 

2001. 53(2). – P. 282– 285.  

19. Zhumatov S.S. Absolute stability of a program manifold of non-

autonomous basic control systems // News of the NAS RK. Physico-mathematical 

series. 2018. V.6. No 6. – P.37– 43. 

https://doi.org/10.1007/s%2011253-010-0399-2
https://doi.org/10.1134/s%200012266%2011402%200165
https://doi.org/10.1134/s%200012266%2011402%200165


 

34 
 

20. Zhumatov S.S. On the stability of a program manifold of control systems 

with variable coefficients // Ukrainian Mathematical Journal.  2020. Vol. 71, No 8. 

– P. 1202-1213. DOI: https://doi.org/10.1007/s11253-019-01707-7.  

21. Zhumatov S.S. On the absolute stability of a program manifold of non-

autonomous control systems with non-stationary nonlinearities // Mathematical 

Journal. 2019. Vol.20. No 4. P.35-45. 

22. Letov A.M. Stability of nonlinear controlled systems. M., Nauka. 1962. 

484 p. (In Russ.) 

23. Khokhlov I.A. Electrohydraulic servo drive. M., Nauka. 1966. (In Russ.) 

24. Shimanov S.N. On stability in the whole of one nonlinear system// 

Uspekhi matematicheskikh nauk. 1953. V. 8. No. 6 (58) - P. 155-158. (In Russ.) 

25. Zhumatov S.S. Stability of the program manifold of different automatic 

indirect control systems, News of the Khoja Akhmet Yassawi Kazakh-Turkish 

International University. Mathematics, physics, computer science series.-2021. 16: 

1 (2021), P. 69-82(In Kazakh) 

 

 

 

УДК 517.518 

 

ОБ ИНТЕРПОЛЯЦИИ ЛОКАЛЬНЫХ АНИЗОТРОПНЫХ 

ПРОСТРАНСТВ ТИПА МОРРИ 

 

Нурсултанов Е.Д., Джумабаева Д.Г. 

Евразийский национальный университет имени Л.Н.Гумилева, Нур-Султан, 

Казахстан 

e-mail: er-nurs@yandex.ru,  jamilya_ast@mail.ru 

 

1. Локальные анизотропные пространства типа Морри. 

В теории дифференциальных уравнений и теории вариации 

пространства Морри и их обобщения играют важную роль. Пространства 

Морри были введены Морри в 1938 г. [3] и изучались в следствие вопросов 

регулярных решений нелинейных эллиптических уравнений и систем. В 

последние десятилетия были хорошо изучены локальные и обобщенные 

пространства Морри в изотропных случаях [1, 5]. 

Интерполяционные методы функциональных пространств являются 

одним из мощных аппаратов математического анализа. Однако до сих пор 

остается много проблем в теории интерполяции анизотропных пространств. 

Исследованию данного вопроса посвящены работы Д.Л. Фернандеса [2] и 

других. В работе Е.Д. Нурсултанова [4] введен и изучен метод интерполяции 

для анизотропных пространств.  

https://doi.org/10.1007/s11253-019-01707-7.%20%0d
mailto:er-nurs@yandex.ru
mailto:jamilya_ast@mail.ru
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В данной работе рассматриваются локальные анизотропные 

пространства типа Морри, их свойства и их интерполяция. 

 

Пусть 𝑘 ∈ ℤ. Через 𝐺𝑘 обозначим множество всех кубов вида 

[0, 2𝑘)𝑑 + 2𝑘𝑚,     𝑚 ∈ ℤ𝑑 . 
 

Очевидно, что 

ℝ𝑑 = ∐ 𝑄

𝑄∈𝐺𝑘

 

здесь ∐𝑄 означает объединение взаимно не пересекающихся множеств.  

Множество 𝔾 = ⋃ 𝐺𝑘𝑘∈ℤ  назовем семейством диадических кубов в ℝ𝑑. 

Заметим, что каждый куб 𝑄 ∈ 𝐺𝑘 разбивается на 2𝑑 кубов из 𝐺𝑘−1.  
Семейство взаимно не пересекающихся кубов 𝕋 = {𝑄} ⊂ 𝔾 назовем 

локальным разбиением пространства ℝ𝑑, если: 

1. ℝ𝑑 = ∐ 𝑄𝑄∈𝐺𝑘 ; 

2. |𝕋⋂𝐺𝑘| < ∞. 

Здесь и далее |𝐴| есть количество элементов во множестве 𝐴. 

Теперь пусть 𝑛 = (𝑛1, … , 𝑛𝑑):   𝑛𝑖 ∈ ℕ,   |𝑛| = 𝑛1 +⋯+ 𝑛𝑑,   𝑘 =
(𝑘1, … , 𝑘𝑑):   𝑘𝑖 ∈ ℤ.  

Обозначим 𝐺𝑘 = {𝑄 = 𝑄1 ×⋯× 𝑄𝑑:  𝑄𝑖 ∈ 𝐺𝑘𝑖 ,   𝑖 = 1, 𝑑}. Взаимно не 

пересекающиеся кубы 𝕋𝑖 = {𝑄𝑖} ⊂ 𝐺𝑘𝑖  назовем локальным разбиением 

пространства ℝ𝑛1 , …ℝ𝑛𝑑  соответственно. Семейство взаимно не 

пересекающихся параллелепипедов 𝕋 = 𝕋1 ×⋯× 𝕋𝑑 = {𝑄 = 𝑄1 ×⋯×

𝑄𝑑:  𝑄𝑖 ∈ 𝕋𝑖 ,   𝑖 = 1, 𝑑} будет называться, соответственно, локальным 

разбиением пространства ℝ|𝑛|.  

 Пусть 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑑) ∈ ℝ
𝑑, векторы 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2 , … , 𝑝𝑑), 𝑞 =

(𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑑):  0 < 𝑝𝑖 , 𝑞𝑖 ≤ ∞, 𝑖 = 1, 𝑑. Для произвольных векторов 𝑎 =

(𝑎1, … , 𝑎𝑑) и 𝑏 = (𝑏1, … , 𝑏𝑑) через 〈𝑎, 𝑏〉 будем обозначать 〈𝑎, 𝑏〉 = 𝑎1𝑏1 +

⋯+ 𝑎𝑑𝑏𝑑, через 
𝑎

𝑏
= (

𝑎1

𝑏1
, … ,

𝑎𝑑

𝑏d
). 

Пусть 𝕋 = 𝕋1 ×⋯× 𝕋𝑑 – локальное разбиение ℝ|𝑛|,  𝕋𝑘 = 𝕋 ∩ 𝐺𝑘. 

Определим анизотропное локальное пространство Морри 𝐿𝑀𝑝,𝑞
𝜆 (𝕋) как 

множество измеримых функций 𝑓 для которых 

‖𝑓‖
𝐿𝑀𝑝,𝑞

𝜆 (𝕋)
=

(

 
 
∑ ⋯(∑ (2−〈𝑘,𝜆〉 ∑ ‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄)

𝑄∈𝕋
𝑘

)

𝑞1

𝑘1∈𝑍

)

𝑞2
𝑞1⁄

𝑘𝑑∈𝑍

⋯

)

 
 

1
𝑞𝑑⁄

< ∞. 
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 В частности, когда 𝑞𝑖 = ∞,    𝑖 = 1, 𝑑 выражение 

(∑ ⋯𝑘𝑑∈Ω𝑑 (∑ (2−〈𝑘,𝜆〉∑ |𝑎𝑘|𝑄∈𝕋
𝑘

)
𝑞1

𝑘𝑑∈Ω𝑑 )

𝑞2
𝑞1⁄

⋯)

1
𝑞𝑑⁄

понимается как sup
𝑘∈Ω

|𝑎𝑘|,  

где Ω = Ω1 × ⋯× Ω𝑑. 

 В изотропном случае данные локальные пространства типа Морри и их 

свойства были подробно рассмотрены в работе Нурсултанова Е. и Сурагана 

Д. [5]. 

2. Свойства локальных анизотропных пространств типа Морри. 
Для локальных анизотропных пространств типа Морри справедлива 

следующая 
Теорема 1.  

(i) Пусть векторы 𝑛 = (𝑛1, … , 𝑛𝑑), 𝑝0 = (𝑝1
0, … , 𝑝𝑑

0), 𝑝1 = (𝑝1
1, … , 𝑝𝑑

1), 𝑞 =
(𝑞1, … , 𝑞𝑑) такие, что 0 < 𝑝𝑖

0 < 𝑝1
1 < ∞ 0 < 𝑞𝑖 ≤ ∞, 𝕋 – локальное 

разбиение ℝ|𝑛|. Тогда  

𝐿𝑀𝑝1,𝑞
𝛼 (𝕋) ↪ 𝐿𝑀𝑝0,𝑞

𝛽 (𝕋), 

где 𝛼 ∈ ℝ𝑑 , 𝛽 ∈ ℝ𝑑 такие, что 𝛽 = 𝛼 −
𝑛

𝑝1
+

𝑛

𝑝0
; 

 

(ii) Если векторы 𝜆 = (𝜆1, … , 𝜆𝑑)  𝑝 = (𝑝1, … , 𝑝𝑑), 𝑞0 = (𝑞1
0, … , 𝑞𝑑

0), 𝑞1 =
(𝑞1
1, … , 𝑞𝑑

1) такие, что 0 < 𝑞𝑖
0 < 𝑞𝑖

1 ≤ ∞, 𝕋 – локальное разбиение ℝ|𝑛|. 
Тогда 

𝐿𝑀𝑝,𝑞0

𝜆 (𝕋) ↪ 𝐿𝑀𝑝,𝑞1

𝜆 (𝕋). 

3. Интерполяция локальных анизотропных пространств типа 
Морри. 

Пусть 𝐴0 = (𝐴1
0, … , 𝐴𝑑

0), 𝐴1 = (𝐴1
1, … , 𝐴𝑑

1) – пара анизотропных 

пространств. 𝐸 = {(𝜀1, … , 𝜀𝑑):   𝜀𝑖 = 0 или 𝜀𝑖 = 1, 𝑖 = 1, 𝑑} – вершины 𝑑-

мерного единичного куба. Для произвольного 𝜀 ∈ 𝐸 рассмотрим 

пространство 𝐴𝜀 = (𝐴1
𝜀1 , … , 𝐴𝑑

𝜀𝑑) с нормой 

‖𝑎‖𝐴𝜀 = ‖…‖𝑎‖𝐴1
𝜀1 …‖

𝐴
𝑑

𝜀𝑑
. 

Пару анизотропных пространств 𝐴0 = (𝐴1
0, … , 𝐴𝑑

0), 𝐴1 = (𝐴1
1, … , 𝐴𝑑

1)  
назовем совместимой, если найдется линейное хаусдорфово пространство, 

содержащее в качестве подмножеств пространства 𝐴𝜀 , 𝜀 ∈ 𝐸 . 

Приведем определение метода анизотропной интерполяции. 

Пусть  𝐴 = (𝐴𝜀)𝜀∈𝐸 – совместимая пара банаховых пространств. Для 

произвольного вектора 𝑘 ∈ ℤ𝑑 обозначим 2𝑘 = (2𝑘1 , … , 2𝑘𝑑). Рассмотрим 𝐾 – 

функционал 

𝐾 (2𝑘 , 𝑎; 𝐴𝜀: 𝜀 ∈ 𝐸) = inf {∑2〈𝑘,𝜀〉‖𝑎‖𝐴𝜀
𝜀∈𝐸

:    𝑎 = ∑𝑎𝜀
𝜀∈𝐸

,   𝑎𝜀 ∈ 𝐴𝜀 }. 
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Если векторы 𝑞 = (𝑞1, … , 𝑞𝑑), 𝜃 = (𝜃1, … , 𝜃𝑑) такие, что 0 < 𝑞𝑖 < ∞,
0 < 𝜃𝑖 < 1, то 

𝐴𝜃,𝑞 = (𝐴𝜀: 𝜀 ∈ 𝐸)𝜃,𝑞

=

{
 
 

 
 

𝑎 =∑𝑎𝜀
𝜀∈𝐸

,   𝑎𝜀 ∈ 𝐴𝜀:  ‖𝑎‖𝐴
𝜃,𝑞

= (∑ …(∑ (2−〈𝜃,𝑘〉𝐾 (2𝑘 , 𝑎))
𝑞1

∞

𝑘1=1

)

𝑞2
𝑞1⁄

…

∞

𝑘𝑑=1

)

1
𝑞𝑑⁄

< ∞

}
 
 

 
 

 , 

а при 𝑞 = ∞ 

𝐴𝜃,∞ = (𝐴𝜀: 𝜀 ∈ 𝐸)𝜃,∞

= {𝑎 =∑𝑎𝜀
𝜀∈𝐸

,   𝑎𝜀 ∈ 𝐴𝜀:  ‖𝑎‖𝐴
𝜃,∞

= sup
𝑘∈ℤ𝑑

2−〈𝑘,𝜆〉2−〈𝜃,𝑘〉𝐾 (2𝑘 , 𝑎)

< ∞}. 

Теорема 2. Пусть векторы  

𝜆0 = (𝜆1
0, … , 𝜆𝑑

0 ), 𝜆1 = (𝜆1
1, … , 𝜆𝑑

1 ), 𝜃 = (𝜃1, … , 𝜃𝑑)  𝑝 = (𝑝1, … , 𝑝𝑑), 𝑞 =
(𝑞1, … , 𝑞𝑑), 𝑞0 = (𝑞1

0, … , 𝑞𝑑
0), 𝑛 = (𝑛1, … , 𝑛𝑑) такие, что 0 < 𝑝𝑖 ≤ ∞ 0 <

𝑞𝑖
0, 𝑞𝑖 ≤ ∞,  −∞ < 𝜆𝑖

0 < 𝜆𝑖
1 < +∞, 𝜃𝑖 ∈ (0; 1), 𝑛𝑖 ∈ ℕ. Для произвольного  𝜀 ∈

𝐸 обозначим через 𝜆𝜀 = (𝜆1
𝜀1 , … , 𝜆𝑑

𝜀𝑑), где 𝜆𝑖
𝜀𝑖 = {

𝜆𝑖
0, 𝜀𝑖 = 0,

𝜆𝑖
1, 𝜀𝑖 = 1.

  𝕋 – локальное 

разбиение ℝ|𝑛|. Тогда  

(𝐿𝑀
𝑝,𝑞0

𝜆𝜀 (𝕋): 𝜀 ∈ 𝐸)
𝜃,𝑞

= 𝐿𝑀𝑝,𝑞
𝜆 (𝕋), 

где 𝜆 = (𝜆1, … , 𝜆𝑑): 𝜆𝑖 = (1 − 𝜃𝑖)𝜆𝑖
0 + 𝜃𝑖𝜆𝑖

1. 

4. Пространства 𝑀𝑝,𝑞
𝜆 . 

Пусть 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2, … , 𝜆𝑑) ∈ ℝ
𝑑, векторы 𝑝 = (𝑝1, 𝑝2 , … , 𝑝𝑑), 𝑞 =

(𝑞1, 𝑞2, … , 𝑞𝑑):  0 < 𝑝𝑖 , 𝑞𝑖 ≤ ∞, 𝑖 = 1, 𝑑, 𝑛 = (𝑛1, … , 𝑛𝑑):   𝑛𝑖 ∈ ℕ,   𝑘 =

(𝑘1, … , 𝑘𝑑):   𝑘𝑖 ∈ ℤ, 𝐺𝑘 = {𝑄 = 𝑄1 ×⋯× 𝑄𝑑:  𝑄𝑖 ∈ 𝐺𝑘𝑖 ,   𝑖 = 1, 𝑑} 

Обобщенные анизотропные пространства типа Морри 𝑀𝑝,𝑞
𝜆  определим 

как множество всех измеримых по Лебегу функций 𝑓 ∈ 𝐿𝑝
𝑙𝑜𝑐(ℝ𝑑)для которых 

конечна следующая норма 
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‖𝑓‖
𝑀𝑝,𝑞
𝜆 = (∑ ⋯(∑ (2−〈𝑘,𝜆〉 sup

𝑄∈𝐺
𝑘

‖𝑓‖𝐿𝑝(𝑄))

𝑞1

𝑘1∈𝑍

)

𝑞2
𝑞1⁄

𝑘𝑑∈𝑍

⋯)

1
𝑞𝑑⁄

< ∞. 

 

Множество измеримых функций 𝑓(𝑥) для которых конечна величина 

sup
‖𝑔‖

𝑀
𝑝,𝑞
𝜆
=1

∫ ⋯

ℝ𝑛1

∫ 𝑓(𝑥1, … , 𝑥𝑑) 𝑔(𝑥1, … , 𝑥𝑑) 

ℝ𝑛𝑑

𝑑𝑥1…𝑑𝑥𝑑 

назовем дуальным пространством к пространству Морри 𝑀𝑝,𝑞
𝜆  и обозначим 

через (𝑀𝑝,𝑞
𝜆 )

′

. 

Пусть 𝕋 = 𝕋1 ×⋯× 𝕋𝑑 – локальное разбиение ℝ|𝑛|,  𝕋𝑘 = 𝕋 ∩ 𝐺𝑘. 

Здесь справедлива следующая 

Теорема 3. Пусть для векторов 𝑝, 𝑞,   𝛼, 𝑛  выполняются условия  1 ≤

𝑝𝑖 , 𝑞𝑖 ≤ ∞, 0 ≤ 𝛼𝑖 ≤
𝑛𝑖

𝑝𝑖
, 𝑖 = 1, 𝑑. Тогда верно неравенство 

‖𝑓‖
(𝑀𝑝,𝑞

𝛼 )
′ ≲ inf

𝕋
 

(

  
 
∑ ⋯(∑ (2〈𝑚,𝜆〉 ∑ ‖𝑓‖𝐿

𝑝
′(𝑄)

𝑄∈𝕋𝑚

)

𝑞1
′

𝑚1∈𝑍

)

𝑞2
′

𝑞1
′⁄

𝑚𝑑∈𝑍

⋯

)

  
 

1
𝑞𝑑
′⁄

 

= inf
𝕋
  ‖𝑓‖

𝐿𝑀
𝑝
′
,𝑞
′

−𝛼 (𝕋)
 

здесь нижняя точная грань берется по всем локальным разбиениям 𝕋 

пространства ℝ|𝑛|. 
Работа выполнена в рамках гранта AP14870758. 
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 Аннотация. На полуоси определяется весовое пространство Соболева.  

Предполагается, что все весовые функции, участвующее в определении пространства 

Соболева достаточно гладкие функции. Поэтому множество финитных бесконечно 

гладких функций принадлежит пространству Соболева, и его замыкание по норме 

пространства образует подпространство этого пространства. Исследуется 

взаимоотношение этих пространств в зависимости от интегрального поведения весовых 

функций в окрестности нуля и бесконечности. 

 Ключевые слова: весовая функция, весовое пространство Соболева, замыкание 

множества финитных функций, плотность. 

 

 Введение. Пусть I=(0,∞), 1<p, q<∞, r, v и u – почти всюду 

положительные функции такие, что r – непрерывно дифференцируемая, u, v –

локально интегрируемое на интервале I. Кроме того 𝑟−1 ≡
1

𝑟
∈ 𝐿1

𝑙𝑜𝑐(𝐼), 𝑣−𝑝
′
∈

𝐿1
𝑙𝑜𝑐(𝐼), 𝑝′ =

𝑝

𝑝−1
. 

 Положим 𝐷𝑟
2𝑓(𝑡) =

𝑑

𝑑𝑡
𝑟(𝑡)

𝑑𝑓(𝑡)

𝑑𝑡
 и 𝐷𝑟

1𝑓(𝑡) = 𝑟(𝑡)
𝑑𝑓(𝑡)

𝑑𝑡
. Пусть 𝐶0

∞(𝐼) – 

множество финитных и бесконечно непрерывно дифференцируемых 

функции. 

 Рассмотрим весовое пространство Соболева 𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼), как 

совокупность функции 𝑓: 𝐼 → 𝑅, имеющих обобщенную производную вместе 

с функцией 𝐷𝑟
1𝑓(𝑡) на интервале I и с конечной нормы 

‖𝑓‖𝑊𝑝,𝑣2 (𝑟) = ‖𝑣𝐷𝑟
2𝑓‖𝑝 + |𝐷𝑟

1𝑓(1)| + |𝑓(1)|,                                 (1) 

где ‖∙‖𝑝 – обычная норма пространства 𝐿𝑝(𝐼). 

 В силу условия на функции r и v имеем 𝐶0
∞(𝐼) ⊂ 𝑊𝑝,𝑣

2 (𝑟). Обозначим 

через 𝑊𝑝,𝑣
2̇ (𝑟) ≡ 𝑊𝑝,𝑣

2̇ (𝑟, 𝐼) замыкание множества 𝐶0
∞(𝐼) по норме (1). 

 В зависимости от степени сингулярности функций 𝑣−1 ≡
1

𝑣
, 𝑟−1 ≡

1

𝑟
  в 

нуле и на бесконечности функции 𝑓 ∈ 𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼) может иметь конечные 

пределы lim
𝑡→0+

𝑓(𝑡) = 𝑓(0), lim
𝑡→0+

𝐷𝑟
1𝑓(𝑡) = 𝐷𝑟

1𝑓(0) ,   lim
𝑡→∞

𝑓(𝑡) = 𝑓(∞) и 
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lim
𝑡→∞

𝐷𝑟
1𝑓(𝑡) = 𝐷𝑟

1𝑓(∞) или не иметь их. Элементы множества 𝑊𝑝,𝑣
2̇ (𝐼) могут 

отличаться от элементов 𝑊𝑝,𝑣
2 (𝐼) только поведением в окрестности точки 

нуля и бесконечности. Опишем множество 𝑊𝑝,𝑣
2̇ (𝐼) в терминах элементов 

пространства 𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼). В зависимости от степени сингулярности весовых 

функции 𝑣−1, 𝑟−1в нуле и на бесконечности, множество 𝑊𝑝,𝑣
2̇ (𝐼) может 

совпадать с пространством  𝑊𝑝,𝑣
2 (𝐼), а если не совпадает, то необходимо 

описать прямое дополнение его до всего пространства. 

 Одной из важных задач функциональных классов являются 

характеризации в них замыкания множества гладких и финитных гладких 

функций (см. [1], [2]). Обычно, в невесовом пространстве гладких функций 

множество финитных функций, вообще говоря, неплотно. Но в весовом 

пространстве Соболева, при сильном вырождении веса множество финитных 

гладких функций может оказаться плотным. Поэтому важным вопросом 

является задача о характеризации замыкания финитных гладких функций в 

рассматриваемом пространстве (см., например, [3], [4], [5], [6]). В 

зависимости от этого обычно решается вопрос о постановке краевых задач 

для дифференциальных уравнений (см.[7], [8]). 

Основные результаты 

 Положим 𝐼0 = (0, 1],  𝐼∞ = [1,∞) и рассмотрим множества 

𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟; 𝐼0) (𝑊𝑝,𝑣

2̇ (𝑟; 𝐼0)),𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟; 𝐼∞)  (𝑊𝑝,𝑣

2 (𝑟; 𝐼∞))  как множество сужений 

функции 𝑓 ∈ 𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟; 𝐼) (𝑓 ∈ 𝑊𝑝,𝑣

2̇ (𝑟; 𝐼)) соответственно на интервале 𝐼0, 𝐼∞.  

Далее функции 𝑓 ∈ 𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟; 𝐼)и ее сужения на интервале 𝐼0, 𝐼∞  обозначим 

одной и той же буквой. 

 Пусть 𝐶̇∞ (𝐼0) и 𝐶̇∞ (𝐼∞) множества сужений функций из 𝐶0
∞(𝐼), 

соответственно, на интервале 𝐼0, 𝐼∞. Тогда 𝑊𝑝,𝑣
2̇ (𝑟; 𝐼𝑖), как множество сужений 

функций из 𝑊𝑝,𝑣
2̇ (𝑟; 𝐼𝑖)  на интервале 𝐼𝑖, является замыканием множества  

𝐶̇∞ (𝐼𝑖) по норме 

‖𝑓‖𝑊𝑝,𝑣2 (𝑟,𝐼𝑖)
= ‖𝑣𝐷𝑟

2𝑓‖𝑝,𝐼𝑖 + |𝐷𝑟
1𝑓(1)| + |𝑓(1)| 

пространства 𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟; 𝐼𝑖)  где 𝑖 = 0,∞. 

 Положим 

Ф0(𝐼∞) = {𝑐𝜒𝐼∞(𝑡): 𝑐 ∈ 𝑅}, 

Ф1(𝐼∞) = {𝑐𝜒𝐼∞(𝑡)∫ 𝑟
−1(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

1

: 𝑐 ∈ 𝑅}, 
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Ф2(𝐼∞) = {𝑐1𝜒𝐼∞(𝑡) + 𝑐2𝜒𝐼∞(𝑡)∫ 𝑟
−1(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

1

: 𝑐1 ∈ 𝑅, 𝑐2 ∈ 𝑅  }, 

где  𝜒𝐼∞– характеристическая функция интервала 𝐼∞, а также 

𝑅0𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟; 𝐼∞) = {𝑓 ∈ 𝑊𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼∞): 𝑓(∞) = 0}, 

𝑅1𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟; 𝐼∞) = {𝑓 ∈ 𝑊𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼∞): 𝐷𝑟
1𝑓(∞) = 0}, 

𝑅2𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟; 𝐼∞) = {𝑓 ∈ 𝑊𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼∞): 𝑓(∞) = 𝐷𝑟
1𝑓(∞) = 0}. 

 Теорема 1.1. Пусть 1 < 𝑝 < ∞. Тогда 

(i) если 𝑣−1 ∉ 𝐿𝑝′(𝐼∞) и  𝑟−1 ∉ 𝐿1(𝐼∞) или 𝑟−1 ∈ 𝐿1(𝐼∞) и 

∫𝑣−𝑝
′
(𝑡)

∝

1

(∫ 𝑟−1(𝑥)𝑑𝑥

∝

𝑡

)

𝑝′

𝑑𝑥 = ∞, 

то 𝑊̇𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼∞) = 𝑊𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼∞); 

(ii) если 𝑣−1 ∉ 𝐿𝑝′(𝐼∞), 𝑟
−1 ∉ 𝐿1(𝐼∞) и ∫ 𝑣−𝑝′(𝑡)

∞

1
(∫ 𝑟−1(𝑥)𝑑𝑥

∞

𝑡
)
𝑝′
𝑑𝑡 <

∞,  

то 

𝑊̇𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼∞) = 𝑅0𝑊𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼∞) и 𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼∞) = 𝑊̇𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼∞) + Φ0(𝐼∞); 

(iii) если 𝑣−1 ∈ 𝐿𝑝′(𝐼∞), 𝑟
−1 ∉ 𝐿1(𝐼∞) и ∫ 𝑣−𝑝′(𝑡)

∞

1
(∫ 𝑟−1(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

1
)
𝑝′
𝑑𝑡 = ∞, 

то  

𝑊̇𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼∞) = 𝑅1𝑊𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼∞) и 𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼∞) = 𝑊̇𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼∞) + Φ1(𝐼∞); 

(iv) если выполнено 𝑣−1 ∈ 𝐿𝑝′(𝐼∞), 𝑟
−1 ∈ 𝐿1(𝐼∞), то  

𝑊̇𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼∞) = 𝑅2𝑊𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼∞) и 𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼∞) = 𝑊̇𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼∞) + Φ2(𝐼∞). 

Теперь рассмотрим пространство  𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟; 𝐼0). 

Пусть 

ℒ0𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟; 𝐼0) = {𝑓 ∈ 𝑊̇ 𝑝,𝑣

2 (𝑟; 𝐼0): 𝑓(0) = 𝐷𝑟
1(0) = 0}, 

ℒ0𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟; 𝐼0) = {𝑓 ∈ 𝑊̇ 𝑝,𝑣

2 (𝑟; 𝐼0): 𝑓(0) = 0}. 

ℒ0𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟;  𝐼0) = {𝑓 ∈ 𝑊̇ 𝑝,𝑣

2 (𝑟; 𝐼0): 𝑓(0) = 𝐷𝑟
1(0) = 0} 

Положим 

Ф0(𝐼0) = {𝑐𝜒𝐼0(𝑡): 𝑐 ∈ 𝑅}, 

Ф1(𝐼0) = {𝑐𝜒𝐼0(𝑡)∫ 𝑟
−1(𝑥)𝑑𝑥

1

𝑡

: 𝑐 ∈ 𝑅}, 

Ф2(𝐼0) = {𝑐1𝜒𝐼0(𝑡) + 𝑐2𝜒𝐼0(𝑡) ∫𝑟
−1(𝑥)𝑑𝑥

1

𝑡

: 𝑐1 ∈ 𝑅, 𝑐2 ∈ 𝑅  }. 
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Аналогичным образом, как и теорема 1.1 доказывается. 

 Теорема 1.2. Пусть 1 < 𝑝 < ∞. Тогда 

(i) если 𝑣−1 ∉ 𝐿𝑝′(𝐼0) и 𝑟−1 ∉ 𝐿1(𝐼0) или 𝑟−1 ∈ 𝐿1(𝐼0) и  

∫𝑣−𝑝
′
(𝑡)

𝑡

0

(∫𝑟−1(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

0

)

𝑝′

𝑑𝑥 = ∞, 

то 

𝑊̇𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼0) = 𝑊𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼0); 

(ii) если и 𝑣−1 ∉ 𝐿𝑝′(𝐼0), 𝑟
−1 ∉ 𝐿1(𝐼0) и ∫ 𝑣−𝑝′(𝑡)

1

0
(∫ 𝑟−1(𝑥)𝑑𝑥

𝑡

0
)
𝑝′
𝑑𝑡 <

∞,  

то 

𝑊̇𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼0) = 𝑅0𝑊𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼0) и 𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼0) = 𝑊̇𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼0) + Φ0(𝐼0); 

(iii) если 𝑣−1 ∈ 𝐿𝑝′(𝐼0), 𝑟
−1 ∉ 𝐿1(𝐼0) и ∫ 𝑣−𝑝′(𝑡)

1

0
(∫ 𝑟−1(𝑥)𝑑𝑥

1

𝑡
)
𝑝′
𝑑𝑡 = ∞, 

то  

𝑊̇𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼0) = ℒ1𝑊𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼0) и 𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼0) = 𝑊̇𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼0) + Φ1(𝐼0); 

(iv) если выполнено 𝑣−1 ∈ 𝐿𝑝′(𝐼0), 𝑟
−1 ∈ 𝐿1(𝐼0), то  

𝑊̇𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼0) = ℒ2𝑊𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼0) и 𝑊𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼0) = 𝑊̇𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼0) + Φ2(𝐼0). 

 Теперь, комбинируя утверждения теорем 2.1 и 2.2 можно получить 

описание множества 𝑊̇𝑝,𝑣
2 (𝑟, 𝐼)в терминах элементов множества 𝑊𝑝,𝑣

2 (𝑟, 𝐼). 
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1. Введение 

  Пусть  1 < 𝑝, 𝑞 < ∞,  такие, что 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1. Классическое неравенство 

Юнга, это  

                                |𝑎𝑏| ≤
1

𝑝
|𝑎|𝑝 +

1

𝑞
|𝑏|𝑞 ,                   ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ ℂ. 

 В общем случае это неравенство для операторов не выполняется. Если 

A - унитарная коммутативная 𝐶∗ − алгебра, тогда  

                            |𝑎𝑏| ≤
1

𝑝
|𝑎|𝑝 +

1

𝑞
|𝑏|𝑞 ,                   ∀ 𝑎, 𝑏 ∈ 𝐴                         (1) 

(см. [7, лемма 2.2]). Bhatia и Kittaneh доказали, что если 𝑥, 𝑦 ∈  𝕄𝑛 

положительны, то 

𝑠𝑗(𝑥𝑦) ≤ 𝑠𝑗 (
1

2
𝑥2 +

1

2
𝑦2) ,       𝑗 = 1,2, … , 𝑛,                           (2) 

где 𝕄𝑛 - множество всех 𝑛 × 𝑛  комплексных матриц, 𝑠𝑗(𝑎) (𝑗 = 1,2, … , 𝑛) – 

сингулярное значение 𝑎 ∈ 𝕄𝑛. В [2] Ando получил обобщение (2) в виде 

следующего: если  𝑥, 𝑦 ∈ 𝕄𝑛, тогда  

𝑠𝑗(𝑥𝑦
∗) ≤ 𝑠𝑗 (

1

𝑝
|𝑥|𝑝 +

1

𝑞
|𝑦|𝑞) ,       𝑗 = 1,2, … , 𝑛.                                  (3) 

(3) эквивалентно утверждению, что существует унитарное 𝑢, такое, что 

𝑢(𝑥𝑦∗)𝑢∗ ≤  
1

𝑝
|𝑥|𝑝 +

1

𝑞
|𝑦|𝑞 .                                          (4) 
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Erlijman, Farenick и Zeng [7] доказали, что (4) справедливо для компактных 

операторов, действующих в комплексном сепарабельном гильбертовом 

пространстве (см. [7], теорема 1.1). Bhatia and Kittaneh в [4] предположили, 

что если 𝑥, 𝑦 ∈ 𝕄𝑛, то   

𝑠𝑗(𝑥𝑦)
1

2 ≤ 𝑠𝑗 (
1

2
|𝑥| +

1

2
|𝑦|) ,       𝑗 = 1,2,… , 𝑛.                    (5) 

Эта гипотеза была решена положительно Drury [6]. В [5] Choudhury и 

Sivakumar доказали, что если 𝑘 ∈ 𝑁,  и 𝑝, 𝑞 ∉ [2,2𝑘), то  

𝑠𝑗(|𝑥𝑦
∗|)

1

𝑘 ≤ 𝑠𝑗 (
1

𝑝
|𝑥|

𝑝

𝑘 +
1

𝑞
|𝑦|

𝑝

𝑘) ,       𝑗 = 1,2, … , 𝑛.             (6) 

В [9] Farenick and Manjegani расширили (3) следующим образом: если 𝑥, 𝑦 ∈

ℳ, то 

𝜇𝑡(𝑥𝑦
∗) ≤ 𝜇𝑡 (

1

𝑝
|𝑥|𝑝 +

1

𝑞
|𝑦|𝑞) ,      𝑡 > 0.                       (7) 

где ℳ - полуконечная алгебра фон Неймана с точным нормальным 

полуфинитным следом τ и 𝜇𝑡 - обобщенное сингулярное число 𝑧 ∈ ℳ. 

 Целью настоящей работы является дальнейшее доказательство 

обобщений (5) и (6) в контексте алгебр фон Неймана. Мы показываем, что 

если   𝑟 ≥ 2𝑚𝑖𝑛 { 
1

𝑝
,
1

𝑞
 } , то для τ -измеримых операторов 𝑥 и 𝑦 выполняется 

следующее неравенство. 

        𝜇𝑡(|𝑥𝑦
∗|𝑟) ≤ 𝜇𝑡 (

1

𝑝
|𝑥|𝑝𝑟 +

1

𝑞
|𝑦|𝑞𝑟) ,      𝑡 > 0.                   (8) 

 2. Предварительные результаты 

 На протяжении всей этой работы, если не указано иное, ℳ всегда 

обозначает полуограниченная алгебра фон Неймана в гильбертовом 

пространстве 𝐻 с нормальным точным полуфинитным следом τ. Множество 

всех τ -измеримых операторов обозначается через  𝐿0(ℳ). Через  𝑃𝐾 

обозначается ортогональная проекция из 𝐻 на замкнутое подпространство  

𝐾 ⊂ 𝐻. Если 𝑥 ∈ ℳ и 𝑥 = 𝑢|𝑥| является его полярным разложением, то 

𝑢∗𝑢 = 𝑃(ker𝑥)⊥ и 𝑢𝑢∗ = 𝑃im𝑥 (с im𝑥 = 𝑥(𝐻)). Напомним, что 𝑟(𝑥) = 𝑢∗𝑢 и 

ℓ(𝑥) = 𝑢𝑢∗ называются левой и правой опорами 𝑥 соответственно. Мы 

обозначаем через ℳ+ положительную часть ℳ.   

 Пусть 𝑃(ℳ) – множество всех проекций ℳ. Две проекции 𝑒 и 𝑓 

называются эквивалентными, если существует частичная изометрия 𝑢 ∈ ℳ 

такая, что 𝑢∗𝑢 = 𝑒  и 𝑢𝑢∗ = 𝑓. В этом случае мы записываем 𝑒 ∼ 𝑓. Обратите 

внимание на очень полезный факт, что 𝑟(𝑥) = ℓ(𝑥∗) ∼ 𝑟(𝑥∗) = ℓ(𝑥) для 

любого 𝑥 ∈ ℳ в силу полярного разложения 𝑥. Если 𝑒 ∈ 𝑃(ℳ) и 𝑏 ∈

ℳ+ обратимы, то          

ℓ(𝑏−1𝑒) ∼ 𝑟(𝑏−1𝑒) = 𝑒.                              (9) 
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 Учитывая проекцию 𝑒 ∈ 𝑃(ℳ), мы обозначим через ℳ𝑒 приведенную 

алгебру фон Неймана 𝑒ℳ𝑒 e от ℳ на 𝑒(𝐻) со следом 𝜏𝑒 = 𝜏|𝑒ℳ𝑒. 

 Для  𝑥 ∈ 𝐿0(ℳ) функция распределения 𝜆(𝑥) от 𝑥 определяется как 

𝜆𝑡(𝑥) = 𝜏(𝑒(𝑡,∞)(|𝑥|)) при t>0, где 𝑒(𝑡,∞)(|𝑥|) представляет собой 

спектральную проекцию |𝑥| в интервале (𝑡, ∞), а обобщенные сингулярные 

числа 𝜇(𝑥) от 𝑥 на 𝜇𝑡(𝑥) = inf{𝑠 > 0: 𝜆𝑠(𝑥)  ≤ 𝑡}  при t > 0.  

 Будут использоваться следующие элементарные свойства обобщенных 

сингулярных чисел 𝜇𝑡(𝑥) (подробнее см. [8, лемма 2.5 и 3.4]). 

 Лемма 2.1. Пусть  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿0(ℳ)  и    𝑡, 𝑠 > 0.  

(i) 𝜇(𝑥) непрерывен справа на (0,∞)  и lim𝑡↓0𝜇𝑡(𝑥) = ‖𝑥‖.    

(ii) 𝜇𝑡(𝑥) = 𝜇𝑡(|𝑥|) = 𝜇𝑡(𝑥
∗) и 𝜇𝑡(𝛼𝑥) = |𝛼|𝜇𝑡(𝑥) для 𝛼 ∈ ℂ. 

(iii) 𝜇𝑡(𝑥) ≤ 𝜇𝑡(𝑦), если 𝑥 ≤ 𝑦. 

(iv) 𝜇𝑡(𝑢𝑥𝑣) ≤ ‖𝑢‖𝜇𝑡(𝑥)‖𝑣‖, для  𝑢, 𝑣 ∈ ℳ. 

(v) 𝜇𝑡(𝜑|𝑥|) = 𝜑(𝜇𝑡(|𝑥|)) для любой непрерывно возрастающей функции  𝜑  

на [0,∞)   с    𝜑(0) ≥ 0. 

(vi) 𝜇𝑡+𝑠(𝑥 + 𝑦) ≤ 𝜇𝑡(𝑥) + 𝜇𝑠(𝑦) и 𝜇𝑡+𝑠(𝑥𝑦) ≤ 𝜇𝑡(𝑥)𝜇𝑠(𝑦). 

(vii) 𝜇𝑡(𝑓) = {
1,    0 < 𝑡 < 𝜏(𝑓)

0,          𝜏(𝑓) ≤ 𝑡  
 для всех 𝑓 ∈ 𝑃(ℳ). 

(viii) Пусть (𝑥𝑛)𝑛≥1 – последовательность τ-измеримых операторов, 

сходящихся к 𝑥 в измеряемой топологии. Тогда 𝜇𝑡(𝑥) ≤ liminf𝑛→∞𝜇𝑡(𝑥𝑛). 

(ix) 𝜇𝑡(𝑥) = inf  {‖𝑥𝑒‖ : 𝑒 ∈ 𝑃(ℳ), 𝜏(1 − 𝑒) ≤ 𝑡}. 

Заметим, что если ℳ = 𝕄𝑛 и τ - стандартная трасса, то 

𝜇𝑡(𝑥) = 𝑠𝑗(𝑥),       𝑡 ∈ [𝑗 − 1, 𝑗),    𝑗 = 1,2,… , 𝑛. 𝑗 = 1,2, … , 𝑛,  

и 𝜇𝑡(𝑥) = 0  если  t≥ 𝑛.   

 3. Основные результаты 

 Лемма 3.1. Пусть 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞, такие, что 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1, 1 < 𝑝 ≤ 2. 

Предположим, что 𝑥, 𝑦 ∈ ℳ+ и 𝑦 обратим. Если 𝑒 = 𝑒(𝑡,∞)(|𝑥𝑦|) (𝑡 > 0) и 

𝑓 = ℓ(𝑦−1𝑒), тогда  

𝑡
2
𝑞𝑓 ≤ 𝑓 (

1

𝑝
𝑥
2𝑝
𝑞 +

1

𝑞
𝑦2) 𝑓 

 Доказательство. Ясно, что im(𝑦−1𝑒) является замкнутым 

подпространством. Если 𝜉 ∈ 𝐻, то 𝑓𝜉 ∈ im(𝑦−1𝑒), следовательно, 𝑓𝜉 = 𝑦−1𝑒𝜂 

для некоторого 𝜂 ∈ 𝐻. Из 𝑦𝑓𝜉 = 𝑒𝜂 = 𝑒𝑦𝑓𝜉 следует, что 𝑦𝑓 = 𝑒𝑦𝑓. Поскольку 
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𝑓– это левая опора 𝑦−1𝑒 , 𝑓𝑦−1𝑒 = 𝑦−1𝑒.   Принимая сопряженные, мы 

получаем  

𝑓𝑦 = 𝑒𝑓𝑦, 𝑒𝑦−1𝑓 = 𝑒𝑦−1.   

 Следовательно,  

(𝑓𝑦2𝑓)( 𝑦−1𝑒𝑦−1) = 𝑓, ( 𝑦−1𝑒𝑦−1)(𝑓𝑦2𝑓) = 𝑓 .   

 Работая в ℳ𝑓, мы видим, что 𝑓𝑦2𝑓  и  𝑦−1𝑒𝑦−1 являются обратными 

друг другу. Пусть |𝑥𝑦| = ∫ 𝜆𝑑𝑒𝜆|𝑥𝑦|
∞

0
 – спектральное разложение |𝑥𝑦|. Тогда  

𝑦𝑥2𝑦 = |𝑥𝑦|2 = ∫ 𝜆2𝑑𝑒𝜆|𝑥𝑦|
∞

0

≥ ∫ 𝜆2𝑑𝑒𝜆|𝑥𝑦|
∞

𝑡

≥ ∫ 𝑡2𝑑𝑒𝜆|𝑥𝑦|
∞

𝑡

= 𝑡2𝑒. 

Итак, из этого следует, что 𝑥2 > 𝑡2 𝑦−1𝑒𝑦−1. По монотонности операторного 

отображения 𝑧 → 𝑧
𝑝

𝑞, 𝑥
2𝑝

𝑞 ≥ 𝑡
2𝑝

𝑞 ( 𝑦−1𝑒𝑦−1)
𝑝

𝑞. С другой стороны, ( 𝑦−1𝑒𝑦−1)
𝑝

𝑞 ∈

𝑓ℳ𝑓, из чего следует, что  𝑓𝑥
2𝑝

𝑞 𝑓 ≥ 𝑡
2𝑝

𝑞 ( 𝑦−1𝑒𝑦−1)
𝑝

𝑞. С помощью (𝑓𝑦2𝑓)−1 =

 𝑦−1𝑒𝑦−1, заключаем, что  

𝑓𝑥
2𝑝

𝑞 𝑓 ≥ 𝑡
2𝑝

𝑞 (𝑓𝑦2𝑓)
−
𝑝

𝑞.                                        (10) 

Применяя (1) к положительным операторам (𝑓𝑦2𝑓)
−
1

𝑞 и (𝑓𝑦2𝑓)
1

𝑞 мы получаем 

𝑡
2

𝑞𝑓 = 𝑡
2

𝑞(𝑓𝑦2𝑓)
−
1

𝑞(𝑓𝑦2𝑓)
1

𝑞 ≤
1

𝑝
𝑡
2𝑝

𝑞 (𝑓𝑦2𝑓)
−
𝑝

𝑞+
1

𝑞
𝑓𝑦2𝑓. 

Отсюда, используя (10) мы получаем, что 

𝑡
2
𝑞𝑓 ≤ 𝑓 (

1

𝑝
𝑥
2𝑝
𝑞 +

1

𝑞
𝑦2) 𝑓. 

Лемма доказана. 

 Теорема 3.2. Пусть  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿0(ℳ). Предположим 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞, такие,

что 
1

𝑝
+

1

𝑞
= 1. Если  𝑟 ≥ 2𝑚𝑖𝑛 { 

1

𝑝
,
1

𝑞
 },   тогда  

𝜇𝑡(|𝑥𝑦
∗|𝑟) ≤ 𝜇𝑡 (

1

𝑝
|𝑥|𝑝𝑟 +

1

𝑞
|𝑦|𝑞𝑟) ,         𝑡 > 0. 

 Доказательство. По симметрии мы рассмотрим только случай 1 < 𝑝 ≤

2.    

 1° Предположим, что 𝑥, 𝑦 ∈ ℳ+  и 𝑦 обратим. Пусть 𝑡 > 0. Без потери  

общности, пусть будет 𝜇𝑡(𝑥) = 𝛼 > 0. Предположим, что 𝜀 >

0 удовлетворяет 𝛼 − 𝜀 > 0.   Пусть 𝑒 = 𝑒(𝛼−𝜀,∞)(|𝑥𝑦|)  и     𝑓𝛼−𝜀 =  ℓ(𝑦−1𝑒).  

Тогда по лемме 3.1,  

(𝛼 − 𝜀)
2

𝑞𝑓𝛼−𝜀 ≤  𝑓𝛼−𝜀 (
1

𝑝
𝑥
2𝑝

𝑞 +
1

𝑞
𝑦2) 𝑓𝛼−𝜀.                    (11) 

Из определения 𝜇𝑡(𝑥𝑦) следует, что 𝜆𝛼−𝜀(|𝑥𝑦|) > 𝑡. Используя (9), получаем  
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𝜏(𝑓𝛼−𝜀) = 𝜏(𝑒) = 𝜏(𝑒(𝛼−𝜀,∞)(|𝑥𝑦|))= 𝜆𝛼−𝜀(|𝑥𝑦|) > 𝑡. По (iii), (iv) и (vii) леммы 

2.1, из (11) следует, что 

(𝛼 − 𝜀)
2
𝑞 ≤ 𝜇𝑡 (

1

𝑝
𝑥
2𝑝
𝑞 +

1

𝑞
𝑦2). 

Устремляя ε → 0, мы получаем 

𝜇𝑡 (|𝑥𝑦|
2

𝑞) ≤ 𝜇𝑡 (
1

𝑝
𝑥
2𝑝

𝑞 +
1

𝑞
𝑦2).                              (12) 

Вначале предположим, что 
2

𝑞
< 𝑟 ≤

4

𝑞
. Возьмем 𝛼 =

𝑞𝑟

2
. Тогда  1 ≤ 𝛼 ≤ 2. 

Поскольку 𝜑(𝑠) = 𝑠𝛼 является оператором, выпуклым на [0, ∞), применяя 

(iii) и (v) леммы 2.1 и (12), заключаем, что  

𝜇𝑡(|𝑥𝑦|
𝑟) = 𝜇𝑡 (|𝑥𝑦|

2
𝑞) ≤ (𝜇𝑡 (

1

𝑝
𝑥
2𝑝
𝑞 +

1

𝑞
𝑦2))

𝛼

= 𝜇𝑡 ((
1

𝑝
𝑥
2𝑝
𝑞 +

1

𝑞
𝑦2)

𝛼

) ≤

≤ 𝜇𝑡 (
1

𝑝
𝑥
2𝑝
𝑞 𝛼 +

1

𝑞
𝑦2𝛼) = 𝜇𝑡 (

1

𝑝
𝑥𝑝𝑟 +

1

𝑞
𝑦𝑞𝑟). 

Теперь предположим, что 
4

𝑞
< 𝑟 ≤

8

𝑞
. Поскольку, 

2

𝑞
<

𝑟

2
≤

4

𝑞
,  мы можем 

использовать предыдущий случай, чтобы получить следующее: 

𝜇𝑡 (|𝑥𝑦|
𝑟
2) ≤ 𝜇𝑡 (

1

𝑝
𝑥𝑝

𝑟
2 +

1

𝑞
𝑦𝑞

𝑟
2). 

С помощью выпуклости оператора отображения 𝑧 → 𝑧2, мы имеем 

𝜇𝑡(|𝑥𝑦|
𝑟) = 𝜇𝑡 (|𝑥𝑦|

𝑟
2)
2

≤ 𝜇𝑡 (
1

𝑝
𝑥𝑝

𝑟
2 +

1

𝑞
𝑦𝑞

𝑟
2)
2

= 𝜇𝑡 ((
1

𝑝
𝑥𝑝

𝑟
2 +

1

𝑞
𝑦𝑞

𝑟
2)
2

) ≤

≤ 𝜇𝑡 (
1

𝑝
𝑥𝑝𝑟 +

1

𝑞
𝑦𝑞𝑟). 

Наконец, используя простую индукцию, мы получаем требуемый результат. 

 2° Предположим, что 𝑥, 𝑦 ∈ ℳ+. Для 𝑛 ∈ ℕ  возьмем 𝑦𝑛 = 𝑦 +
1

𝑛
. Ясно, 

что ‖
1

𝑞
𝑦𝑛
𝑞𝑟
−

1

𝑞
𝑦𝑞𝑟‖ →  0 и ‖|𝑥𝑦𝑛|

𝑟 − |𝑥𝑦|𝑟‖ → 0 при 𝑛 → ∞. С другой 

стороны, используя (i) леммы 2.1, мы  получаем, что для любого 𝜀 > 0,  

𝜇𝜀 (
1

𝑞
𝑦𝑛
𝑞𝑟
−

1

𝑞
𝑦𝑞𝑟) ≤ ‖

1

𝑞
𝑦𝑛
𝑞𝑟
−

1

𝑞
𝑦𝑞𝑟‖ → 0 при 𝑛 → ∞.   

Следовательно, применяя 1° , (vi) и (viii) леммы 2.1, мы получаем, что 
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𝜇𝑡+𝜀(|𝑥𝑦|
𝑟) ≤ lim

𝑛→∞
inf 𝜇𝑡+𝜀(|𝑥𝑦|

𝑟) ≤ lim
𝑛→∞

inf 𝜇𝑡+𝜀 (
1

𝑝
𝑥𝑝𝑟 +

1

𝑞
𝑦𝑛
𝑞𝑟
) ≤ lim

𝑛→∞
inf [𝜇𝑡 (

1

𝑝
𝑥𝑝𝑟 ++

1

𝑞
𝑦𝑞𝑟) + 𝜇𝜀 (

1

𝑞
𝑦𝑛
𝑞𝑟
−
1

𝑞
𝑦𝑞𝑟)] = 𝜇𝑡 (

1

𝑝
𝑥𝑝𝑟 +

1

𝑞
𝑦𝑞𝑟) . Допуская ε → 0, мы получаем желаемый результат. 

 3° Пусть  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿0(ℳ
+).  Для 𝑛 ∈ ℕ  возьмем  𝑥𝑛 = 𝑥𝑒[0,𝑛](𝑥), 𝑦𝑛 =

𝑦𝑒[0,𝑛](𝑦). Тогда 𝑥𝑛 → 𝑥, 𝑦𝑛 → 𝑦 и 𝑥𝑛𝑦𝑛 → 𝑥𝑦. Следовательно, |𝑥𝑛𝑦𝑛|
𝑟 → |𝑥𝑦|𝑟 

и 
1

𝑝
𝑥𝑛
𝑝𝑟
+

1

𝑞
𝑦𝑛
𝑞𝑟
→

1

𝑝
𝑥𝑝𝑟 +

1

𝑞
𝑦𝑞𝑟. Заметим, что 𝑥𝑛

𝑝𝑟
≤ 𝑥𝑝𝑟 и 𝑦𝑛

𝑝𝑟
≤ 𝑦𝑝𝑟 поэтому, 

𝜇𝑡 (
1

   𝑝
𝑥𝑛
𝑝𝑟
+

1

𝑞
𝑦𝑛
𝑞𝑟
) ≤ 𝜇𝑡 (

1

𝑝
𝑥𝑝𝑟 +

1

𝑞
𝑦𝑞𝑟) для всех 𝑛 ∈ ℕ.  Используя (viii) 

леммы 2.1 и 2°, мы получаем  

𝜇𝑡(|𝑥𝑦|
𝑟) ≤ lim

𝑛→∞
inf 𝜇𝑡(|𝑥𝑛𝑦𝑛|

𝑟)

≤  lim
𝑛→∞

inf 𝜇𝑡 (
1

   𝑝
𝑥𝑛
𝑝𝑟
+
1

𝑞
𝑦𝑛
𝑞𝑟
) ≤ 𝜇𝑡 (

1

𝑝
𝑥𝑝𝑟 +

1

𝑞
𝑦𝑞𝑟) . 

 4° Пусть  𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿0(ℳ). По (ii) и (v) леммы 2.1, 

𝜇𝑡(|𝑥𝑦
∗|𝑟) = 𝜇𝑡(|𝑥𝑦

∗|2)
𝑟

2 = 𝜇𝑡(𝑦|𝑥|
2𝑦∗)

𝑟

2 = 𝜇𝑡 (||𝑥|𝑦
∗|
2
)

𝑟

2
= 𝜇𝑡(||𝑥|𝑦

∗|)
𝑟
=

𝜇𝑡(|𝑥|𝑦
∗)𝑟 = 𝜇𝑡((|𝑥|𝑦

∗)∗)𝑟 = 𝜇𝑡(𝑦|𝑥|)
𝑟 = 𝜇𝑡(|𝑦|𝑥||)

𝑟
= 𝜇𝑡 (|𝑦|𝑥||

2
)

𝑟

2
=

𝜇𝑡(|𝑥||𝑦|
2|𝑥|)

𝑟

2 = 𝜇𝑡 (||𝑦||𝑥||
2
)

𝑟

2
= 𝜇𝑡(|𝑦||𝑥|)

𝑟 = 𝜇𝑡((|𝑦||𝑥|)
∗)𝑟 = 𝜇𝑡(|𝑥||𝑦|)

𝑟 =

𝜇𝑡(||𝑥||𝑦||
𝑟
).  Следовательно, из 3° следует результат теоремы. 

Теорема доказана. 

 Следствие 3.3. Пусть 1 < 𝑝, 𝑞 < ∞, такие, что 
1

𝑝
+

1

𝑞
=

1

𝑟
. Если 

𝑚𝑎𝑥 { 𝑝, 𝑞} ≥ 2, тогда 

𝜇(|𝑥𝑦|𝑟) ≤ 𝜇 (
𝑟

   𝑝
|𝑥|𝑝 +

𝑟

𝑞
|𝑦|𝑞),           ∀ 𝑥, 𝑦 ∈ 𝐿0(ℳ). 

 Доказательство. Ввиду  

1
𝑝
𝑟

+
1
𝑞
𝑟

= 1 , 2𝑚𝑖𝑛 { 
1
𝑝
𝑟

,
1
𝑞
𝑟

} = 𝑚𝑖𝑛 { 
2𝑟

𝑝
,
2𝑟

𝑞
} =

2𝑟

𝑚𝑎𝑥{𝑝, 𝑞}
≤ 𝑟, 

следует, что  
𝑝

𝑟
,
𝑞

𝑟
   и 𝑟  удовлетворяют условию теоремы 3.2. Итак, требуемый 

результат остается в силе.  

 Следствие доказано. 

 Работа выполнена при финансовой поддержке Министерства науки и 

высшего образования Республики Казахстан (грант AР14871523). 
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NEUTRAL FSDES IN HILBERT SPACES: EXISTENCE, UNIQUENESS 

OF SOLUTIONS AND INVARIANT  MEASURE RESULTS 

 

Stanzhytskyi O.M. 

Taras Shevchenko National University of Kyiv , Kyiv, Ukraine 

E-mail: ostanzh@gmail.com 

 

We study the large time behaviour of solutions of neutral type stochastic 

functional-differential equations of the form 

 

𝑑[𝑢(𝑡) + 𝑔(𝑢𝑡)] = [𝐴𝑢 + 𝑓(𝑢𝑡]𝑑𝑡 + 𝜎(𝑢𝑡)𝑑𝑊(𝑡)   for 𝑡 > 0;                 (1) 

𝑢(𝑡) = 𝜑(𝑡),   𝑡 ∈ [−ℎ, 0),   ℎ > 0. 

 

Here 𝐴 is an inifinitesimal generator of a strong continuous semigroup 

{𝑆(𝑡), 𝑡 ≥  0} of bounded linear operators in a real separable Hilbert space 𝐻. The 

noise 𝑊(𝑡) is a Q-Wiener process on a separable Hilbert space K. For an arbitrary 
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ℎ >  0, we denote 𝐶ℎ ∶=  𝐶([−ℎ, 0], 𝐻) to be a space of continuous H-valued 

functions 𝜑 ∶  [−ℎ, 0]  →  𝐻, equipped with the norm 

 

∥ 𝜑 ∥𝐶ℎ∶=  sup
𝑡∈[−ℎ,0]

∥ 𝜑(𝑡) ∥𝐻 , 

 

where ∥ · ∥𝐻  stands for the norm in H. The functionals f and g map 𝐶ℎ to H, and ∶

 𝐶ℎ  →  ℒ2
0 , where ℒ2

0  =  ℒ(𝑄1/2𝐾,𝐻) is the space of Hilbert-Schmidt operators 

from 𝑄1/2𝐾 to H. In our studies, the maps f and g do not satisfy the Lipschitz 

condition. Therefore, it is important for applications. Finally, 𝜑 ∶  [−ℎ, 0]  ×  𝛺 →

 𝐻 is the initial condition, where (𝛺, 𝐹, 𝑃) is the probability space.  

We study the existence and uniqueness of the solution to the initial problem 

without the Lipschitz condition. Then we establish the Markov and Feller 

properties in the shift spaces for such equations, and using the compactness 

approach we establish the existence of invariant measures in the shift spaces for 

such equations. The obtained abstract results are applied to stochastic partial 

differential equations of the reaction-diffusion type. The problem of approximate 

control of such equations is also studied. 

 

 

 

РАЗРЫВНЫЕ ПЕРИОДИЧЕСКИЕ ХАРАКТЕРИСТИКИ ОПЕРАТОРА 

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ПО ДИАГОНАЛИ 

 

Сартабанов Ж.А. 

Актюбинский региональный университет имени К.Жубанова, Актобе, 

Казахстан 

E-mail: sartabanov42@mail.ru 

 

Аннотация. Строются разрывные периодические характеристики оператора 

дифференцирования по диагонали. Проводится качественное исследование движений, 

связанных с характеристическим уравнением рассматриваемого оператора 

дифференцирования. Приводятся свойства θ-периодичности интегральной кривой с 

замкнутой фазовой кривой. Вводится понятие разрывной периодической характеристики 

оператора. Доказывается теорема о θ-периодичности решения, которая представляется в 

аналитической форме. 

Ключевые слова: оператор дифференцирования, период, многообразие, 

интегральная кривая, функция Хевисайда, дробная функция, разрывная периодическая 

характеристика. 
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Рассмотрим случай, когда векторное поле задается оператором 

дифференцирования D  по   ,  и Rt j  , mj ,1  соотношением вида 

                               
 









m

j jt
D

1
.                                                (1) 

Оно тесно связано со скалярным уравнением 

1
d

dh
.                                                        (2) 

В связи с исследованием колебательных решений систем уравнений с 

оператором (1) важно исследовать уравнение (2) на некотором гладком 

многообразии M , где оно допускает периодическую фазовую кривую с 

параметрическим уравнением  hh   при R , где  h  – периодическая 

функция, множество значений которой заполняет отрезок  00 ,hh . Тогда 

фазовая точка    h,  многообразия M  изменяется вдоль окружности 

2

2

2

2
  : r

r
zyS 








  радиуса 0r  и длины  r2  при R . 

Следовательно, структура многообразия M  определяется прямым 

произведением действительной оси R  и окружности  SRMS   :  

пространства  zyx ,, . 

Теперь проведем некоторое качественное исследование движений, 

заданных уравнением (2) на многообразии M . 

10. Для уравнения (2) имеет место теорема существования и 

единственности в окрестности каждой точки  00 ,h  плоскости  h, . 

20. Если решение  h  уравнения (2) в двух различных значениях   

принадлежит одинаковое значение    00  hh  , то оно  -периодично. 

30. Решение    00 ,  : hhISh . 

Действительно,  hh   – монотонно возрастающая при 

  J  00 ,  функция, так как   0 h . Согласно (2),   и h  имеют 

одинаковую скорость изменения. Следовательно, 

        00000 hhhhh . 

40. Точки, находящиеся на одной образующей    цилиндра M  на 

окружности S  представляют одну и ту же точку. 

50. Точки   00 ,  h  и       khkkhk  0000 ,,  фазовой 

кривой уравнения (2) на S  совпадают. 
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Теорема 1. Интегральная кривая  hh   с замкнутой фазовой кривой 

уравнения (2), исходящая из точки  00 ,h  цилиндра SRM   является  -

периодической (Рисунок 1). 

 
Рисунок 1. 

 

Доказательство теоремы 1 следует из свойств 10-50. 

Чтобы определить аналитический вид периодического решения 

 hh   переходим к рассмотрению карты цилиндра, разрезав его вдоль оси 

O  и расположив бесконечную полосу с шириной   на плоскость Oz . 

Тогда при 00   карта имеет вид бесконечной плоской полосы, 

разделенной на квадраты со стороной, равной  , а интегральные кривые в 

виде обмотки цилиндра разбиваются на равные части и представляют собой 

диагональные отрезки квадратов (Рисунок 2). 

 
Рисунок 2. 

Если таким образом полученную разрывную периодическую функцию 

обозначим через  sz  , то ее производная имеет вид 

 
 




0

1
Zk

k
d

ds





,                                        (3) 

где    – дельта функция Дирака, 0Z  – множество целых чисел без нуля.  

Интегрируя уравнения (3) имеем решение  

      1

0





 
Zk

ks ,                                  (4) 

где    – функция Хевисайда, а    означает дробная часть R . 

Таким образом, решение  hh   уравнения (2), согласно (3) и (4), 

можно аналитически представить в виде 

    sh  ,                                                     (5) 
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причем на поверхности цилиндра SRM  , в соответствии с (2), имеет 

производную  

  1 s , 

а на плоскость Oh  имеет производную вида (3).  

Согласно (4)–(5) решение  hh   можно представить как функцией 

Хевисайда, так и дробной функцией, в терминах теории чисел.  

Теорема 2. Уравнение (2) имеет  -периодическое решение  sh  , 

которое аналитически представляется соотношением (4) и на цилиндре 

имеет производную, равную 1, а на плоскости производную вида (3). 

Таким образом, теоремой 2 введено понятие разрывной периодической 

характеристики оператора (1). 

В заключение заметим, так как решение  h  периодично с периодом   

по  , то можно предполагать  S  и аналогичную теорию можно иметь и в 

случае  SSM   – тороидального многообразия. 

Отметим, что при изучении данного вопроса мною были использованы 

элементы теорий дифференциальных уравнений на многообразиях [1], 

разрывных периодических движений [2] и обобщенных функций [3]. 
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


                          (1) 

where are the right parts  yxp ,  and  yxq ,  are presented in the form of 

   

   .0,
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0,0
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0,0
0,

,
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
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
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byxbyxyxq

ayxyxyxp
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

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

                 (2) 

  The corresponding homogeneous system 

 

  ,0

,0





ZZyZxZy

ZZyZxZx

yxyy

yxxx




                            (3) 

is a well - known Horn system  2 , having a system of defining equations with 

respect to the singularity  0,0  in the form 

   

    .01,

,01,

)2(
0,0

)1(
0,0
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



f

f
                               (4) 

  The solutions of this system are pairs:    ,1,0,0,0    ,0,1      1,1  

– indicators of private solutions 
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the corresponding homogeneous system (3). 

  The general solution of the homogeneous system (3) according to the 

general theory is represented as 
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  For an inhomogeneous system (1), all five compatibility conditions are met 

[1]. The homogeneous system (3) has a regular singularity  0,0  and an irregular 

singularity  , , and belongs to the class of systems where the rank ,0p  a is 

antirang .0m  Which allows us to draw a number of interesting conclusions: 

1. An inhomogeneous system (1) has at least one normally regular 

solution of the form 

   0,exp 0,0
0,

,  




CyxCyxyxQZ





 ,              (7) 

where 

  yxxyy
k

x
k

yxQ kkkk






 

1,00,11,1
11,010,1

...
11

, 


.     (8) 

 2. Let in a homogeneous system (3) .,1,1 m   Then the 

system (3) turns into a Laguerre system [2], the solution of which is the Laguerre 

polynomial of two variables. In this case, the functions  yxp ,  and  yxq , on the 

right side of the inhomogeneous system (1) must be polynomials of two variables, 

and we are looking for a particular solution of the inhomogeneous system  yxZ ,

in the form of a polynomial of two variables.  

 3. When the feature  0,0 – regular, the functions  yxp ,  and  yxq ,  in the 

right part (1) are representable as series (2).  

 A particular solution of the inhomogeneous system (1) is also sought in the 

form of a generalized power series of two variables in increasing degrees of the 

form 

   ,4,10, 00
0,

,  




jCyxCyxZ
jj

j
jj 





                  (9) 

where j
jj C  ,,,  some constants that should be defined. 

 4. If for the system (1) ,0p  ,0m  I.e. feature  ,  – irregular, a feature 

 0,0  – regular, then the right part of the inhomogeneous system (1) is represented 

as 
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               (10) 

where  yxG ,  – a polynomial of two variables. We are looking for a particular 

solution in the form of normally regular series (7)-(8). 

  When considering specific examples, the study is much simplified. So, for 

the system (1) the rank ,1p  is antirang .0m   

  According to the Frobenius-Latysheva method, it has a normally regular 

solution, which is determined by the transformation 

     ,,exp, yxUyxyxZ    

where   and   – unknown constants to be determined, a  yxU ,  is a generalized 

power series of two variables. 

  In this case, the polynomial  yxG ,  on the right side (8) will be a 

polynomial of the first degree, so it is easy to construct a partial solution of an 

inhomogeneous system, and the general solution of an inhomogeneous system is 

defined as the sum of the general solution of the corresponding homogeneous 

system and the partial solution of an inhomogeneous system [3]. 

  Using substitution 

 yxUyx
yx

Z ,
22
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












 

we get an inhomogeneous system of the form 

 

 ,,
4

1

24

,,
4

1

24

2

2
2

2

1

2
2

2

yxpUyk
xyy

UxyUy

yxpUxk
xyx

UxyUx

xyy

yxx

























           (11) 

where ,k  and   – known constants,  yxUU ,  – common unknown function, 

and the right part is represented as 

     .2,1,,exp,
0,

)(
,  





iyxyxyxQyxp nm

nm

i
nmii Aii 

          (12) 

  Depending on the type of features, two cases are considered: 

  1. If the singularities are regular, then in the right part of the system (11) 

   ,2,10,  iyxQi  and the solution is in the form of a generalized power series  

   .0,, 00
0,

,  




CyxCyxyxU 




                      (13) 
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  2. If the features are irregular, then the solutions of the right part (11) 

   ,2,10,  iyxQi  are determined either in the form of normal series of the 

Tome of two variables, or in the form of normally regular solutions (7)-(8).  

  The left part of the system (11) is an analogue of the well-known Whittaker 

equation [4] and is called the Whittaker system [5]. All five compatibility 

conditions are fulfilled for it [1] and in this case it admits only four linearly 

independent partial solutions. For the corresponding homogeneous system, the 

singularity  0,0  is regular, and  ,  – irregular. The rank of the system .1p  Is 

therefore, applying the Frobenius-Latysheva method to determine particular 

solutions, replacing  

     ,,,exp, yxyxPyxU   

from system (11)–(12) we proceed to a new inhomogeneous system. 
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Аннотация. Для общих эллиптико-параболических уравнений второго порядка по-

становку первой краевой задачи (задачи Дирихле) впервые осуществил Г.Фикера. Даль-

нейшее изучение этой задачи приведено в монографии О. А.Олейник и Е.В.Радкевич, и в 

работах В.Н.Врагова.  

В статьях С.А.Алдашева для многомерных эллиптико-параболических уравнений 

исследовалась корректность (в смысле однозначной разрешимости) задачи Дирихле в 

цилиндрической области.  

Насколько известно, смешанная задача для этих уравнений не изучена. В данной 

работе показана однозначная разрешимость и получено явное представление 

классического решения смешанной задачи для одного класса вырождающегося 

многомерного эллиптико-параболического уравнения. Предложенный метод позволяет 

свести изучаемую задачу к смешанной задаче для вырождающегося многомерного 

эллиптического уравнения, исследованой С.А. Алдашевым.  

Ключевые слова: корректность, смешанная задача, вырождающиеся многомерные 

уравнения, сферические функции. 

 

Введение. Основная смешанная задача для вырождающихся 

многомерных гиперболических уравнений в обобщенных пространствах 

изучены [1,2]. В [3,4] доказана корректность этой задачи и получен явный 

вид классического решения. 

Насколько известно, эти вопросы для вырождающихся многомерных 

эллиптико-параболических не изучены. 

В данной работе показана однозначная разрешимость и получено явное 

представление классического решения смешанной задачи для 

вырождающегося многомерного эллиптико-параболического уравнения.  

Постановка задачи и результат. Пусть   − цилиндрическая область 

евклидова пространства Ω  точек 
1

),..., ,(
m

x x t , ограниченная цилиндром 

( , ) : 1x t x    плоскостями 0t   и 0t    , где | |x − длина вектора 

1
) ,. .( . ,

m
x x x  . 

 Обозначим через   и Ω части области , а через ,    - части 

поверхности  , лежащие в полупространствах 0t   и Ω  ;   -верхнее, а   - 

нижнее основание области Ω . 

 Пусть далее S  - общая часть границ областей Ω  и Ω , представляющее 

множество { | | } 0,0 1t x    в m
E . 

 В области Ω  рассмотрим вырождающегося многомерное эллиптико-

параболическое уравнение 

, 0,
0

, 0,

q

x t

p

x tt

t u u t

t u u t

   
 

  

                                            (1) 

где ,p q const , 0,  0,
x

p q    - оператор Лапласа по переменным 1
,..., ,  2

m
x x m  . 
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 В дальнейшем нам удобно перейти от декартовых координат 
1
,..., ,

m
x x t  к 

сферическим 
1 1

, ,..., , ,  0,
m

r t r 


  
1

0 2 ,    0 ,
i
     2,3,...,  1,i m   

1 1
) ,.. ,( .

m
  


 . 

 Задача 1. Найти решение уравнения (1) в области Ω  при 0t   из 

класса 1 2( ) ( ) ( )C C C        , удовлетворяющие краевым условиям 

 
1

( , ), ( , )u r u t
 

   


  , (2) 

 
2
( , )u t


 


 , (3) 

при этом 
1 1 2

( ) ( ) ( ) ( )1,  , , 0,  0,         . 

 Пусть  ,
( )k

n m
Y   система линейно независимых сферических функций 

порядка n, 1 ,
n

k k   ( 2)! ! ( 3)!(2 2),
n

m n k n m n m       
2
( ), 0,1,...lW S l   - пространства 

Соболева. 

 Имеет место ([5]) 

 Лемма 1. Пусть 
2

( , ) ( )lf r W S  . Если  1l m  , то ряд 

,

1 1

( , ) ( ) ( )

nk

k k

n n m

n k

f r f r Y 



 

 ,                  (4) 

а также ряды, полученные из него дифференцированием порядка 1p l m   , 

сходятся абсолютно и равномерно. 

 Лемма 2. Для того, чтобы 
2

( , ) ( )lf r W S  , необходимо и достаточно, 

чтобы коэффициенты ряда (4) удовлетворяли неравенствам 

2
1 2

0 1 2 1 2

1 1

( ) , ( ) , , .

nk

l k

n

n k

f r c n f r c c c const



 

    

 Через 
2

( ), ( )
k

k

n n
r t  , обозначим коэффициенты ряда (4), соответственно 

функций ϕ(r,θ), ψ1(t,θ). 

 Тогда справедлива 

 Теорема. Если 
2 1 2 2 2

3
( , ) ( ), ( , ) ( ), ( , ) ( ),

2

l l l m
r W S t W t W l             , то задача 

1 однозначно разрешима. 

 Доказательство теоремы. В сферических координатах уравнения (1) в 

области Ω  имеет вид 

2

1 1
0q

rr r t

m
t u u u u

r r


 
    

 
,                                          (5) 

 
1

1 2

1 2 1 11

1

1
sin , 1, (sin ...sin ) , 1

sin

m

m j

jm j

j j j jj

g g j
g

  
  



 

 



  
        
 . 

 Известно ([5]), что спектр оператора   состоит из собственных чисел 

.( )2 , 0,1,..
n

n n m n     , каждому из которых соответствует n
k  

ортонормированных собственных функций ,
( )k

n m
Y  . 
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 Так как искомое решение задачи 1 в области Ω  принадлежит классу 

2( ) ( )C C    , то его можно искать в виде 

,

0 1

( , , ) ( , ) ( )

nk

k
k

n n m

n k

u r t u r t Y 



 

 ,                              (6) 

где ( , )
k

nu r t  - функции, подлежащие определению. 

 Подставляя (6) в (5), используя ортогональность сферических функций 

,
( )k

n m
Y   ([5]), будем иметь 

2

1
0, 1, , 0,1,...

k k k
q n

nrr nr nt n

m
t u u u k k n

r r

 
      

 
,                     (7) 

при этом краевое условие (2), с учетом леммы 1, запишется в виде 

1
( , ) ( ), (1, ) ( ), 1, , 0,1,...

k k k
k

n nn n n
u r r u t t k k n      .  (8) 

В (7), (8) произведя замену 
1

( , ) ( , ) ( )
k k

k
n n n

r t u r t t   , получим  

2

1
( , )

k k k k k
q n

nrr nr n nt n

m
t f r t

r r
   

 
    

 
,                         (9) 

( , ) ( ),
k

k
n n

r r    (1, ) 0,
k

n t   1, , 0,1,...
n

k k n  ,                 (10) 

1 12
( , ) ,

q
k

k kn

n nt n

t
f r t

r


    

1
( ) ( ) ( )

k
k k

nn n
r r     . 

 Произведя замену 
(1 )

2( , ) ( , )
m

k
k

n n
r t r r t 



  задачу (9), (10) приведем к 

следующей задаче 

2
( , )k q k k k kn

n nrr n nt n
L t f r t

r


   

 
     

 
, (11) 

( , ) ( ), (1, ) 0
k

k k

nn n
r r t     ,                                 (12) 

(( 1)(3 ) 4 )
,

4

n
n

m m 


  
  

( 1)

2( , ) ( , ),
m

k
k

n n
f r t r f r t



  
( 1)

2( ) ( )
m

k
k

n n
r r r 



 . 

 Решение задачи (11), (12) ищем в виде  

 
1 2

( , ) ( , ) ( , )k k k

n n n
r t r t r t    ,                     (13) 

где 
1

( , )k

n
r t  решение задачи 

1
( , )k k

n n
fL r t  ,                (14) 

1 1
( , ) 0, (1, ) 0k k

n n
r t    ,       (15) 

а, 
2

( , )k

n
r t  решение задачи 

2
0k

n
L  ,                                                      (16) 

2 2
( , ) ( ), (1, ) 0

k
k k

nn n
r r t     ,                                  (17) 

 Решение выше указанных задач, рассмотрим в виде,  

1

( , ) ( ) ( )k

n s s

s

r t R r T t





 ,          (18) 

при этом пусть 
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, ,

1 1

( , ) ( ) ( ), ( ) ( )
k

k

nn s n s s n s

s s

f r t a t R r r b R r

 

 

   .                     (19) 

 Подставляя (18) в (14), (15), с учетом (19), получим 

2
0,0 1

n

srr s s
R R R r

r


     ,                       (20) 

(1) 0, (0)
s s

R R  ,                                             (21) 

,
( ) ( ),0q

st s s n
T t T t a t t       ,                                 (22) 

( ) 0
s

T    .                         (23) 

 Ограниченным решением задачи (20), (21) является ([6]) 

 
,

( ) ( )
s s n

R r rJ r  ,                    (24) 

где 2

,

( 2)
,

2
s n

n m
  

 
  . 

 Решением задачи (22), (23) является 

2 1 2

, , 1

, .
( ) (exp ) ( ) exp

1 1

q

s n s n q

s n s n

t

t
T t a d

q q



 
  




   

           
 ,  (25) 

 Подставляя (24) в (19) получим 
1

2
, ,

1

( , ) ( ) ( ),k

n s n s n

s

r f r t a t J r 






  
1

2
, ,

1

( ) ( ),0 1
k

n s n s n

s

r r b J r r 






   .                 (26)  

 Ряды (26) – разложения ряды Фурье-Бесселя ([7]), если 
1

2

, 1 , ,

0

( ) 2 ( ) ( , ) ( )k

s n s n n s n
a t J f t J d      




      ,                     (27) 

1

2

, 1 , ,

0

( ) 2 ( ) ( ) ( )
k

ns n s n s n
b t J J d      




      ,                      (28) 

где 
,

,  1,2,...
s n

µ s   − положительные нули функций Бесселя ( )J z , 

расположенные в порядке возрастания их величины. 

 Из (18), (25) получим решение задачи (14), (15) 

 
1 ,

1

( , ) ( ) ( )k

n s s n

s

r t rT t J r 





  ,                           (29) 

где 
,

( ),
s n

a t  определяется из (27). 

 Далее, подставляя (18) в (16), (17), с учетом (19), будем иметь 
2

, ,
0,0 , ( )q

st s n s s s n
T t T t T b       , 

решением которого является 
2

, 1 1

, ,
( ) exp ( )

1

s n q q

s n s n
T t b t

q


  

 
    

.   (30) 

Из (24), (30) получим 
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2

, 1 1

2 , ,

1

( , ) exp ( ) ( )
1

s nk q q

n s n s n

s

r t b r t J r
q




  



 



 
    
 ,  (31) 

где 
,s n

b  находятся из (28). 

 Следовательно, из (13) следует, что единственным решением задачи 

(1), (2) в области Ω  является функция 

(

1

1 )

2
1 ,

0 1

2
( , ) (( , , ) ( ( ), ))

n

k k

n n

k
m

k k

n n m

n k

u r t r tr t t r Y   

 

 


 

    
 

 ,  (32) 

где 
1 2

( , ), ( , )k k

n n
r t r t   определяются из (29), (31). 

 Учитывая формулу ([7]) 
1 1

2 ( ) ( ) ( )J z J z J z   
    , оценки ([8,5]) 

3 2

1
2 2

1 , 2

2 1
( ) cos( ) 0 , 0,

2 4

, ( ) , 1, 1, 0,1,...,
l m

i
m k

n n ml

j

J z z
z z

k c n Y c n j m l



 
 






 


 
     

 


    



  (33) 

а также, леммы, ограничения на заданные функций 
1

), , ( ,( )t r    , как в [9], 

можно доказать, что полученное решение (32) принадлежит классу 
1 2( ) ( ) ( )C C S C   Ω Ω Ω . Далее, из (25), (30), (32)  0t    при имеем 

,

0 1

( , ,0) ( , ) ( ) ( ),

nk

k k

n n m

n k

u r r r Y    



 

   

2 2(2 )
, ,1 12

1 , , ( 2) ,

21 0

( ) (0) ( ) exp exp ( ).
1 1

m
s n s nk k q q

n n s n s n m s n
n

s

r r a d b J r
q q



 
      

 

 






    
               

       (34) 

,

0 1

( , ,0) ( , ) ( ) ( )

nk

k k

t n n m

n k

u r r r Y    



 

   ,                          (35) 

(2 )

2
1 , ( 2) ,

21

( ) (0) (0) ( )
m

k k

n nt s n m s n

s

r r a J r


  

 






  . 

 Из (27), (28), (33), а также лемм вытекает, что ( , ),r   
2

( , ) ( ),lr W S    
3

.
2

m
l   

 Таким образом, учитывая краевые условия (3), (34), (35) в области Ω  

приходим к смешанной задаче для вырождающегося многомерного 

эллиптического уравнения 

0| |  p

x tt
t u u                                 (36) 

с данными 

2
( , ), ( , ), ( , )

tS S
u r u r u t


     


   .                               (37) 

 В [3] доказана следующая теорема 

 Теорема 2. Если ( , ),r   
2

( , ) ( ),lr W S    2 2
( , ) ( ),lt W    

3

2

m
l   , то задача (35), 

(36) имеет единственное решение. 

 Далее, используя теорему 2, приходим к справедливости теоремы 1. 
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 Заключение 

 Так как в [3] получен явный вид решения задачи (36), (37), то можно 

записать явное представление и для задачи 1. 
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В работе строятся уравнения Гамильтона по заданным свойствам движения в классе 

стохастических дифференциальных уравнений типа Ито. Полученные результаты 

иллюстрируются на примере движения искусственного спутника Земли под действием сил 

тяготения и аэродинамических сил.   

В настоящее время теория обратных задач динамики в классе 

обыкновенных дифференциальных уравнений (ОДУ) развита достаточно 

полно [1-3 и др.] и восходит к основополагающей работе Еругина [4], в 

которой строится множество ОДУ, которые имеют заданную интегральную 

кривую.   

По заданному множеству   

                                                  (1) 

требуется построить стохастические уравнения  гамильтоновой структуры 

                                            (2) 

так, чтобы множество  (1) было интегральным многообразием 

построенных уравнений. Здесь  система случайных 

процессов с независимыми приращениями,  которые, следуя [5], можно 

представить в виде суммы процессов:   винеровский 

процесс;  пуассоновский процесс;  число скачков процесса  в 

интервале [0, t], попадающих на множество ; - векторная функция, 

отображающая пространство  в пространство значений  процесса   

при любом t. 

Поставленная задача в классе обыкновенных дифференциальных 

уравнений рассматривалась в [6]. В [7] рассматривалась задача построения 

функции Лагранжа по заданным свойствам движения в предположении, что 

случайные возмущающие силы принадлежат классу процессов с 

независимыми приращениями. 

В данной работе, примыкающей к работе [7], рассматривается 

стохастическая задача построения функции Гамильтона по заданным 

свойствам движения. 

Таким образом, пусть  и  - системы 

случайных процессов с независимыми приращениями, которые, следуя [7], 

можно представить в виде суммы винеровского и пуассоновского процессов:  

1)   винеровский процесс;  пуассоновский 
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на множество ; - векторная функция, отображающая пространство  

в пространство значений  процесса   при любом t;  

2)   винеровский процесс;  

пуассоновский процесс;  число скачков процесса  в интервале [0, 

t], попадающих на множество ; - векторная функция, отображающая 

пространство  в пространство значений  процесса   при любом t.  

Для решения поставленной задачи на первом этапе по заданному 

множеству методом квазиобращения [3] в сочетании с методом Еругина [4] и 

в силу стохастического дифференцирования сложной функции в случае 

процессов с независимыми приращениями [7] строится дифференциальное 

уравнение Ито второго порядка    

                                                  (4) 

так, чтобы множество  являлось интегральным многообразием 

построенного уравнения (4).  И, далее, на втором этапе по построенному 

уравнению Ито строятся эквивалентные ему стохастические уравнения 

гамильтоновой структуры.   

Предварительно, по правилу стохастического дифференцирования Ито 

составляется уравнение возмущенного движения  

                                              (5) 

где   , а под  , следуя [7], понимается вектор, 

элементами которого служат следы произведений матриц вторых 

производных соответствующих элементов   вектора  по 

компонентам  на матрицу          ;    

  

;    

и вводятся произвольные функции  Еругина [4]   и , обладающие 

свойствами  ,  ,  

                                                   (6)   
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                                      (7)  

Для определения из (7) искомых функций  и  нам потребуется 

следующее утверждение: 

Лемма 1 [3, с.12-13]. Совокупность всех решений линейной системы  

 ,  ,                      (8) 

где матрица Н имеет ранг равный m, определяется выражением 

                                                                  (9) 

здесь  скалярная величина, 

                

есть векторное произведение векторов  и произвольных векторов 

  единичные орты пространства   

 

где  - матриц а транспонированная к  

По лемме 1 определим  вектор-функцию  и  матрицу  в виде 

                                    (10) 

,                                                  (11) 

где - -ый столбец матрицы ,  

- -ый столбец матрицы    ,  

 произвольные скалярные величины. 
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Следовательно, из (11), (12) следует, что множество дифференциальных 

уравнений Ито второго порядка, обладающее заданным интегральным 

многообразием (1), имеет вид  

 

Для построения функции Гамильтона предварительно введем  новую  

переменную  и перепишем  заданное  уравнение  (4) в виде 

                                              (12) 

где вектор-функция  и столбцы матрицы  

имеют соответственно вид (11), (12).  Затем с помощью замен  

           

 перепишем уравнение (12) в виде  

.                                            (13) 

Далее, стохастическое уравнение гамильтоновой структуры (3) с 

помощью замены  и матриц 

   а также с учетом того, что  

 перепишем в виде  

                                                       (14) 

или, если ввести  обратную к   матрицу 

 

и вектор  

, 

то уравнение (13) преобразуется к эквивалентному уравнению   

                                                  (15) 
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Рассмотрим задачу непрямого представления уравнения (13) в виде  

уравнения гамильтоновой структуры  (15), т.е. с помощью некоторой 

матрицы    рассмотрим соотношение 

 

или   

                 (16) 

где  

Для выполнения  тождества  (16) требуется выполнение условий  

 

                                                (17) 

                            (18)  

                                                                              (19) 

Из соотношений (16) и условий (17)-(19) следует, что  ,  а это 

влечет выполнение равенства  

 

Следовательно справедлива  

Теорема 1. Для непрямого построения стохастического уравнения 

гамильтоновой структуры (3)  по заданному множеству (1) так, чтобы 

множество (1) было интегральным многообразием уравнения (15) 

необходимо и достаточно  выполнение условий (17-19). 

Пример. Рассмотрим стохастическую задачу построения функции 

Гамильтона по заданному свойству движения на примере движения 

искусственного спутника Земли под действием сил тяготения и 

аэродинамических сил [8]. 

Пусть свойства движения заданы в виде:     

                              .                     (20) 

Тогда уравнение возмущенного движения (5) примет вид 

,           (21) 

где . 

Введем функции Н. П. Еругина ,  со свойством 

 и такие, что имеет место соотношение 

                .                                                 (22) 
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Из соотношений (21), (22) следует, что множество уравнений (4), в 

нашем примере имеющее вид 

, 

будет обладать интегральным многообразием (20), если   и  будут иметь 

соответственно вид  

            (23) 

 Уравнение движения искусственного спутника Земли под действием 

сил тяготения и аэродинамических сил, следуя работе [8], запишем в виде  

,                                                    (24) 

где угол тангажа, а функции и имеют вид    

                                 (25) 

В работе [7] по уравнению (24) в непрямом представлении  

                    (26) 

при  строится лагранжиан  

                      .                (27) 

При этом условия, обеспечивающие интегральность заданного 

множества (20), имеют вид 

                

Используя функцию Лагранжа (27) и преобразование Лежандра, 

определим функцию Гамильтона в виде  . И т. к. 

 то  и, следовательно,  Тогда каноническое 

уравнение, соответствующее стохастическому уравнению лагранжевой 

структуры (26), примет вид  

 

где , а функция Гамильтона определяется в виде                                                                          
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On a finite interval (0, 𝑇), we consider a differential equation  

                              
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥),     𝑥 ∈ ℝ𝑛,    ‖𝑥‖ = max

𝑖=1,𝑛̅̅̅̅̅
|𝑥𝑖 |,       (1) 

where 𝑓(𝑡, 𝑥): (0, 𝑇) × ℝ𝑛 → ℝ𝑛 is a continuous function with singularities at the 

endpoints that will be specified below (Condition C2).  

Equations with singularities at the endpoint of the domain interval are often 

encountered in applications. Various problems for such equations have been 

studied by numerous authors (see [1-3] and references therein). In order to study 

mailto:r.uteshova@iitu.edu.kz
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the behavior of solutions of equation (1) at singular points, one can use so-called 

“limit solutions”.  

In [4], for a nonlinear differential equation considered on the whole real axis, 

the concept of a “limit solution as 𝑡 → ∞” was introduced. Some conditions were 

derived, under which all solutions of the differential equation from a functional 

ball coincide with a limit solution when 𝑡 → ∞. By means of Lyapunov 

transformations and limit solutions, regular two-point boundary value problems 

were constructed to approximate the restrictions of solutions bounded on the whole 

real line to a finite interval. To this end, iterative processes for unbounded operator 

equations [6] and the results obtained in [7] were used where analogous problems 

were studied for a linear ordinary differential equation. 

It was proved that, under certain assumptions on the right-hand part of the 

equation, the limit solution 𝑥0(𝑡) possesses an attracting property; i.e. there exists 

a functional ball centered at 𝑥0(𝑡) where the differential equation has at least one 

solution, and all solutions from this ball coincide with 𝑥0(𝑡). This property made it 

possible to solve the problem of approximation of a solution bounded on the whole 

real axis.  

The attracting property of the limit solution was established under 

assumption that the differential equation linearized along the limit solution  
𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑓𝑥′(𝑡, 𝑥0(𝑡))𝑦,     𝑦 ∈ ℝ

𝑛 ,                     

admits an exponential dichotomy on ℝ. However, if the differential equation has 

certain singularities in the domain, this assumption may be violated. 

The concept of a limit solution was extended in [7] to the case of a nonlinear 

differential equation with a singularity at the left endpoint of the domain interval. 

In this case the limit solution was introduced with a weight which is chosen taking 

into account the singularities. It was proved that the weighted limit solution also 

has the attracting property. 

In the present paper, we consider a singular boundary value problem for 

equation (1) on a finite interval. We define the concept of a limit solution at 

singular points and establish conditions under which this solution possess an 

attracting property. We then construct approximating regular two-point boundary 

value problems that allow us find approximate solutions of the singular boundary 

value problem with any specified accuracy. 

Let r be a positive constant and 𝑥0(𝑡) be a function continuously 

differentiable on (0, 𝑇).  

We will use the following notation:  

𝐶( ℐ,ℝ𝑛) is a space of functions 𝑥: ℐ → ℝ𝑛 continuous and bounded on ℐ ⊆

(0, 𝑇) with the norm ||𝑥||1 = 𝑠𝑢𝑝
𝑡∈ℐ

||𝑥(𝑡)||; 
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𝑆(𝑥0(𝑡), ℐ, 𝑟) = {𝑥(𝑡) ∈ 𝐶( ℐ, ℝ𝑛):  𝑥(𝑡) − 𝑥0(𝑡) ∈ 𝐶( ℐ, ℝ
𝑛), ‖𝑥 − 𝑥0‖1 < 𝑟}; 

𝐺(𝑥0(𝑡), ℐ, 𝑟) = {(𝑡, 𝑥):  𝑡 ∈ ℐ, ‖𝑥 − 𝑥0‖ < 𝑟}. 

We suppose that the following conditions are fulfilled.  

Condition C1. The function 𝑓𝑥′(𝑡, 𝑥) is uniformly continuous in 

𝐺(𝑥0(𝑡), (0, 𝑇), 𝑟). 

Condition C2. The function 𝛼(𝑡) = ‖𝑓𝑥′(𝑡, 𝑥0(𝑡))‖ satisfies the relations  

 

𝑙𝑖𝑚
𝛿→0+0

∫ 𝛼(𝑡)𝑑𝑡
𝑇/2

𝛿
= ∞,      𝑙𝑖𝑚

𝛿→0+0
∫ 𝛼(𝑡)𝑑𝑡
𝑇−𝛿

𝑇/2
= ∞; 

 

Condition С3. lim
𝑡→0+0

𝑓𝑥′(𝑡,𝑥0(𝑡))

𝛼(𝑡)
= 𝐴0, lim

𝑡→𝑇−0

𝑓𝑥′(𝑡,𝑥0(𝑡))

𝛼(𝑡)
= 𝐴𝑇, where 𝐴0 and 

𝐴𝑇 are constant matrices whose eigenvalues have nonzero real parts: Re 𝜆𝑖(𝐴0) ≠

0, Re 𝜆𝑖(𝐴𝑇) ≠ 0, 𝑖 = 1, 𝑛̅̅ ̅̅̅. 

 

Condition C4. lim
𝑡→0+0

𝑓(𝑡,𝑥)

𝛼(𝑡)
= 𝑓0(𝑥)  and  lim

𝑡→𝑇−0

𝑓(𝑡,𝑥)

𝛼(𝑡)
= 𝑓𝑇(𝑥).  

Definition. A function 𝑥𝑇(𝑡) continuously differentiable on (0, 𝑇) is called a 

limit solution of Eq. (1) with weight 1/𝛼(𝑡) as 𝑡 → 𝑇 − 0  if  

 

lim
𝑡→𝑇−0

‖𝑥̇𝑇(𝑡) − 𝑓(𝑡, 𝑥𝑇(𝑡))‖

𝛼(𝑡)
= 0. 

Let 𝑆0 and 𝑆𝑇 denote some real nonsingular (𝑛 × 𝑛) matrices that transform 

the matrices 𝐴0 and 𝐴𝑇, respectively, to the generalized Jordan form 

𝐴̃0 = 𝑆0𝐴0𝑆0
−1 = (

𝐴11
0 0

0 𝐴22
0 ),     𝐴̃𝑇 = 𝑆𝑇𝐴𝑇𝑆𝑇

−1 = (
𝐴11
𝑇 0

0 𝐴22
𝑇 ),  

Here 𝐴𝑖𝑖
0  and 𝐴𝑖𝑖

𝑇 , 𝑖 = 1,2, consist of generalized Jordan boxes corresponding to the 

eigenvalues of the matrices 𝐴0 and 𝐴𝑇 with negative and positive real parts, 

respectively. Let 𝑛1 and 𝑛2 denote respectively the numbers of eigenvalues of 𝐴0 

with negative real parts and eigenvalues of 𝐴𝑇 with positive real parts.  

Let us consider the problem 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥),         𝑡 ∈ [𝑇 − 𝛿, 𝑇), 0 < 𝛿 < 𝑇,                 (2) 

𝑃𝑇𝑆𝑇[𝑥(𝑇 − 𝛿) − 𝑥𝑇(𝑇 − 𝛿)] = 𝑑,      𝑑 ∈ ℝ𝑛2 ,               (3) 

𝑥(𝑡) ∈ 𝑆(𝑥𝑇(𝑡), [𝑇 − 𝛿, 𝑇), 𝑟0),     𝑟0 > 0,                  (4) 

where 𝑃𝑇 = (0, 𝐼𝑛2) is an (𝑛2 × 𝑛) matrix. 

Theorem 1. Suppose that 𝑥𝑇(𝑡) is a limit solution with weight 1/𝛼(𝑡) as 𝑡 →

𝑇 − 0   of equation (1) and Conditions C1 –C3 are satisfied. Then there exist 

numbers 𝛿0 ∈ (0, 𝑇), 𝑟0 > 0, and 𝜌0 > 0 such that, for any 𝛿 ∈ (0, 𝛿0], problem 

(2) - (4) has a unique solution for all 𝑑 ∈ ℝ𝑛2  satisfying the inequality ‖𝑑‖ < 𝜌0. 
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The following theorem establishes an attracting property of the limit solution. 

Theorem 2. Suppose 𝑥𝑇(𝑡) is a limit solution of equation (1) with weight 

1/𝛼(𝑡) as 𝑡 → 𝑇 − 0  and Conditions C1 – C3 are met. Then: 

(i) there exist numbers 𝛿0 > 0 and 𝑟0 ∈ (0, 𝑟] such that equation (1) has 

at least one solution in 𝑆(𝑥𝑇(𝑡), [𝑇 − 𝛿0, 𝑇), 𝑟0); 

(ii) any solution 𝑥(𝑡) of equation (1) belonging to 𝑆(𝑥𝑇(𝑡), [𝑇 −

𝛿0, 𝑇), 𝑟0) satisfies the limit relation 

lim
𝑡→𝑇−0

‖𝑥(𝑡) − 𝑥𝑇(𝑡)‖ = 0. 

Similarly, we can define a limit solution 𝑥0(𝑡) of equation (1) with weight 

1/𝛼(𝑡) as 𝑡 → 0 + 0 and prove its attracting property. 

We now proceed to a singular boundary value problem for equation (1). The 

boundary condition is the requirement on solutions to belong to a functional ball 

centered at a limit solution.  

Problem 1. It is required to find a solution 𝑥̃(𝑡) of equation (1) that belongs 

to the functional ball  

𝑥̃(𝑡) ∈ 𝑆(𝑥0,𝑇(𝑡), (0, 𝑇), 𝑟), 

 

where 𝑥0,𝑇(𝑡) is a limit solution of equation (1) with weight 1/𝛼(𝑡) as 𝑡 → 0 + 0 

and 𝑡 → 𝑇 − 0. 

To find an approximate solution of Problem 1 we state the following 

problem. 

Problem 2. Given 𝜀 > 0, it is required to determine a number 𝛿 > 0 and a 

continuous function 𝑔: ℝ𝑛 × ℝ𝑛 → ℝ𝑛 for which a solution 𝑥𝛿(𝑡) of the two-point 

boundary value problem  

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥),         𝑡 ∈ (𝛿, 𝑇 − 𝛿), 𝑥 ∈ ℝ𝑛 , 

𝑔[𝑥(𝛿), 𝑥(𝑇 − 𝛿)] = 0, 

satisfies the inequality  

𝑚𝑎𝑥
𝑡∈[𝛿,𝑇−𝛿]

||𝑥𝛿(𝑡) − 𝑥0,𝑇(𝑡)|| < 𝜀, 

where 𝑥0,𝑇(𝑡) is a solution of Problem 1. 

Let us construct the (𝑛 × 𝑛) matrices  

𝑃1 = (
𝐼𝑛1 0

0 0
) and  𝑃2 = (

0 0
0 𝐼𝑛2

), 

where 𝐼𝑛𝑟 are the identity matrices of order 𝑛𝑟, 𝑟 = 1,2. Under Conditions C1 - C4, 

we have constructed a regular two-point boundary value problem approximating 

Problem 1: 



 

74 
 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝑓(𝑡, 𝑥),         𝑡 ∈ (𝛿, 𝑇 − 𝛿), 𝑥 ∈ ℝ𝑛 , 

𝑃1𝑆0𝑓0(𝑥(𝛿)) + 𝑃2𝑆𝑇𝑓𝑇( 𝑥(𝑇 − 𝛿)) = 0. 

It can be shown that there is a mutual relationship between the solvability of 

Problem 1 and that of its approximating two-point regular boundary value 

problem.  
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СЫЗЫҚСЫЗ ШЕКАРАЛЫҚ ЕСЕПТЕРДІ ЖУЫҚТАП ШЫҒАРУДЫҢ 

БІР ӘДІСІ  

 

Өтеуова Н.Ж.1, Шарипова Б.Д.2 
1Абай атындағы Қазақ Ұлттық педагогикалық университеті, Алматы, 

Қазақстан 
2Алматы технологиялық университеті, Алматы, Қазақстан 

 

Дифференциалдық теңдеулердің шекаралық есептерін шешуге арналған 

жуықтау әдістерінің түрлерінің көп екендігі көпшілікке мәлім. Бұл жұмыста 

сызықсыз шекаралық есептерді жуықтап шығарудың ұсынылған жаңа әдісін 

[3] әрі қарай зерттеудің нәтижелері ұсынылады. 

Н банах кеңістігінде сызықсыз теңдеуді қарастырайық:  

HuHfuA     ,)( .           (1) 

Келесідей ұйғарайық: 

 0)0( A және CuA )(  теңсіздігінен 1Cu   шығады,        (2) 

мұндағы 1C  - тек С тұрақтысына тәуелді;   - әрі қарай да элемент нормасы 

немесе скаляр модулі. (2)-шарт априорлық бағаның бар екендігін көрсетеді.  

)(A -ға (2)-ден басқа келесі шектеулерді де енгіземіз: 

 du ,  болғанда   ,,)()()(
2

2  uCuBuAuA      (3) 

мұндағы B(u) – әрбір Hu үшін сызықты үзіліссіз оператор ( Hu

нүктесіндегі А түрленуінің Гато бойынша туындысы),  ,2 uС - шектелген, 

бірқалыпты кемімейтін (әрбір аргументі бойынша), үзіліссіз функция. (3) 

шарт )(A  үшін кішіліктің бірінші ретіне дейінгі Тейлор жіктелуінің және 

қалдық мүшесі үшін бағалаудың бар екендігін білдіреді. (3) типті шарттар 

жеңіл тексеріледі және орындалады. Оператор қайтымды және  

     uCuB 3

1 )( 
                    (4) 

деген ұйғарымды қолданамыз, мұндағы )(1 uB
 - операторлық норма. 

(1) шешімін сызықты есептерге келтірейік. 0u  - (1) шешімінің бастапқы 

жуықтауы болсын. Келесі жуықтауларды мына түрде іздейміз:  

      nnn uu 1 .  

(3)-тен алатынымыз:   

),,()()()(
22

1 nnnnnnnnnn uCuBfuAfuA 


 ,      (5) 

мұндағы ),,( nnnuC 


 келесі бағаны: 
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       nnnnn uCuC  ,),,( 2


          (6) 

]1,1[n  болғанда қанағаттандырады.    

nn SfuA )(  деп белгілейміз және fuAuB nnn  )()(   теңдігінен n -ді 

аламыз. (4)-тің қайтымдылығы соңғы теңдікті мүмкін етеді. Онда (5) пен (6)-

дан алатынымыз:  

  ),1( 22
1 nnn aSS             (7) 

мұндағы 
2

na  - келесі теңсіздікті қанағаттандыратын кез келген сан:  

       nn
n

nn

n uC
S

SB
a 


,

)(

2

2
1

2



 .          (8) 

-1,1][n  бойынша (7)-нің оң жағының минимумына        

     ;1
2

1
   егер      ,

2

1
22


nn

n
aa

     1
2

1
   егер      ,1

2


n

n
a

         (9) 

нүктесінде жетеміз. n -нің осы мәндерінде (7)-ден шығатын   

Лемма 1. n=0,1,2,… үшін  

      ,)(1
1 nnnnn SuBuu 
   ,)( fuAS nn         (10) 

орындалсын дейміз, мұндағы n  мәні (9)-дан анықталады, ал 2
na  - келесі 

теңсіздік орындалатындай кез келген сан:  

      nnnnnnn SBuCSBSa )(,)( 1
2

2
12   .       (11) 

Онда 





























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   если   ,
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1
   если    ,

4

1
1
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2

2
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1

n
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nn

n

n

a
aS

aa
S

S  

Лемма 1-ден сол лемма негізінде құрылған nS  тізбегі нормасы бойынша 

бірқалыпты кемитіндігі шығады. Ендеше (2) шарттан келесіні аламыз:  

     011   SCSCu nn .        (12) 

Осыдан және (4)-шарттан алатынымыз:  

       
03

1  )( SCuB n .        (13) 

Сондықтан 

        
nnnnnnn SuBuCSuBSa )(,)(~ 1

2

2
112   
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            .)(,)( 04
11 uCSSuBuСuB nnnnn         (14) 

Осы теңсіздіктен шығатын 

Лемма 2. (2)-(4) шарттар орындалсын делік. 0u  - (1)-теңдеудің 

бастапқы жуықтаған шешімі ретінде алынған, H-тың кез келген элементі 

болсын. Онда  04
2 uCSa nn   сандары үшін (11) теңсіздіктер орындалады.  

Егер 
2

na  орнына  04 uCSn  сандарын таңдап алатын болсақ, онда 

қарастырылған екі леммадан алатынымыз:   

   
 

   










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1
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S
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n

n  

Белгілеу енгізейік:  

       . 04 nn SuСS 


         (15) 

Сонда nS  үшін алынған бағалардан шығатыны:  
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



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        (16) 

(16)-дан 1]4[ 0  Sn


 кезінде nS


 үйлесімсіздігінің 0,5-тен артпайтындығы 

шығады. Сондықтан 5,0
0
nS


 болатындай 0n  максималды натурал саны 

үшін келесі бағалау орындалады:  

       1]4[ 00  Sn


.         (17) 

0n -ден үлкен болатын n үшін (16)-дан келесі бағалауды аламыз:  

    nnSSS nnn  0
22

1     ,
4

1
    ,


. 

Осыдан 

  1,2,...    ,2 22

00
 

 kSS
kk

nkn


.        (18) 

(18) бағалауды пайдалансақ, шығатыны:  

       1

100

2
05 2

kk

uCuu knkn




  . 

Осы теңсіздік Н толық болғандықтан (1)-дің шешіміне жинақталу 

жылдамдығын береді.  

Жоғарыда алынған нәтижелерден шығатын  

Теорема 1.  (2)-(4) шарттар орындалсын делік. Онда (1)-теңдеудің 

шешімі бар болады.  
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0u - Н-тың кез келген элементі болсын. Онда (10)-рекурренттік 

формулалар арқылы құрылған  
0nu  үшін (9)-теңсіздіктер орындалатындай 

және ,...2,1,0     ,4
2  nCSa nn , болатындай 04 C  саны табылады.  

Келесі тұжырымдар орындалады:  

а) n  болғанда nu  мәні 0)(  fuA  теңдеуінің и шешіміне 

ұмтылады және 0)(limlim 


fuAS n
n

n
n

; 

б) 0)(  fuAS nn  саны нольге бірқалыпты ұмтылады және  0nn   

болғанда (18) бағалау орындалады.  

Ескерту 1.  Теоремадан шығатын алгоритмді сандық орындау кезінде 

nn SuB )(1  мәнін есептеу ең қиын тұс болуы ықтимал. Бірақ оны орындамау 

мүмкін емес. Ол элементті табу  

nnn SuB )(          (19) 

сызықтық теңдеуін шешу арқылы жүзеге асады. Және де n  мәні   nn SuB )(1  

мәніне тең болады. 

Егер (1) сызықсыз теңдеуді h>0 дәлдікпен шешкіміз келсе, онда 

теоремадан m(h) (19) сызықтық теңдеулерді шешу қажеттігі туындайды. 

Сонымен қатар ))/1ln((ln0)( hhm  . n  сандарын таңдау nS есептеуіне және 

4C мәніне байланысты. 4C  санын бағалау үшін )(1
nuB   нормасының 

жоғарғы бағасы қажет. 4C үшін ақиқат мәнге жақын бағалауды табу кей 

жағдайларда күрделі бағалауларды жасай білу шеберлігін талап етеді. Бірақ 

ондай бағалауларды жасау барлық жағдайда мүмкін бола бермейді. 

Осыларды ескере отырып, біз таңдаудың келесі қарапайымдау түрін 

ұсынамыз. 

Ескерту 2. Келесі рекурренттік формулалармен:  

nnnnn SuBuu )(1
1


    

есептеуді ]1;1[0   кез келген мәнінен бастайық. ]1;1[n  таңдалды және 

1nu  есептелді деп ұйғарайық. Есептейміз: 

11
1

11,2 )(
2

1



  nnnnn SuBuu  , 

.)()2,1min(

,)(

11
1

11,2

11
1

10,2















nnnnn

nnnnn

SuBuu

SuBuu




       (20) 

Белгілеулер енгізейік: }2,1min{    ,   ,
2

1
1,10,11,1 nnnnnn    . 
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Есептейміз:  )(   ,)(    ,)( 1,21,210,20,201,21,21   nnnnnn uSuSuS  . 

101    болсын. Егер 01   , онда 1n ретінде 1,1n -ді аламыз.  

Егер де 101   , онда 1n ретінде min };{ 0,11,1  nn   санын аламыз.  

Егер 101   , онда };;min{ 1,10,11,11   nnnn   деп ұйғарамыз. 

n -ді осылай таңдаған кезде nu  тізбегі n  кезде fuA )(  теңдеуінің и  

шешіміне жинақталатынын оңай дәлелдеуге болады және де 0nn  болғанда 

келесі бағалаулар орындалады:   

00 2
9

2
8 2    ,2

nnnn

CuuCS nn


  , 

мұндағы 098  ,, nCC  - тұрақты сандар.  

Ескерту 3. 10
1 )(

~
)( CuBuB nn   болсын, мұндағы )(

~
nuB  - қандай да 

бір оңай есептелетін оператор, яғни, )(1
nuB  операторлық нормамен 10С  

дәлдікке дейін есептеледі деп ұйғарамыз. Сонда алатынымыз: 

    .~
,

~
)(

~ 222
101 nnnnnnnn SBuCSBSuBCSSS    

(2)-(4) шарттар орындалғанда бұл теңсіздік (9)-теңсіздікке алып келеді, бірақ 

басқа na -мен. Олай болса, 1-теореманың нәтижесі nn SuB )(1  есептеу 

қателігіне қатысты орнықты.  

)(1
nuB  есептеуімен салыстырғанда )(uB  операторының түйіндес 

операторы )(*
nuB -ны есептеу әлдеқайда оңай. Н – гильберт кеңістігі деп 

есептейік және (2), (3) шарттар мен келесі шарт орындалсын делік: 

        ,)()( 1
*

0 uuBuBu           (21) 

мұндағы    0,1,    , iui  - үзіліссіз оң функциялар,   
1

u  бірқалыпты 

кемімейді,   
0

u - өспейді. Егер (4) орындалса, онда төменгі (21) бағалау да 

орындалады.  

nu  - Н-тағы кез келген элемент болсын, оны A(u)=f (1) теңдеуінің 

шешімінің бастапқы жуықтауы ретінде алайық.  

[-1;0)   ),(  nnuA , бағалайық, мұнда n  ретінде келесіні алайық:  

  nnnnn SuBfuAuB )()()( **  .        (22) 

Келесі бар екені белгілі: 

      fuAS nnn 1  









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 nnn
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n SuBuC
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2
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2
1  . 

Осының оң жағын   бойынша кішірейте отырып,  
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
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nnn
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SBuCSB

S
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01
1

,2

,min


  

болғанда, келесі теңсіздіктің орындалатынын байқаймыз:  

   







 01

2
1 


nn SS . 

Соңғы екі бағалаудан шығатын  

Теорема 2. (2), (3) және (21) шарттар орындалады деп ұйғарайық. 0u  

дегеніміз 0)(  fuA  теңдеуінің u  шешіміне бастапқы жуықтау болсын. 

Рекурренттік формулалар арқылы құрылған  

fuASSuBuu nnnnnn  )(     ,)(*
1  , 

fuA )( теңдеуінің шешіміне жинақталатындай )0;1(0   саны табылып, 

келесі бағалау орындалады: 

n
n

n
n CuuS  11       ,  . 

Бұл теоремадағы жинақталу жылдамдығы 1-теоремамен салыстырғанда 

нашарлау, бірақ мұндағы рекурренттік формулалармен есептеу әлдеқайда 

жеңіл. 

Сызықсыз шекаралық есептерді шешуге арналған осы жуықтау әдісті 

мысал арқылы тексеріп көрелік.  

C[0,1]-дегі [0;1] кесіндісінде Ay=f  есебін шығарайық. Жеке жағдайда 

оны келесі түрде қарастыруға болады:  









,0)1()0(

,3

yy

fyy
 

мұнда 1cos  xy   дәл шешім болып табылады. Операторлық түрде есепті 

келесі түрде жазуға болады: 

.)()(
0

3
 
x

dttytxyAy  

 

Онда 

 

 
x

dtyytxAyyA
0

33 ]))[(()(   
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болғандықтан 1  ,
]1,0[]1,0[


CC
y  болғанда келесі мүмкін болады:  

 .)()3)[((

)()()(3)(

32

0

32

]1,0[0

2

CC

x

C

x

yCdtytx

dtttytxAyyA













 

B(y) ретінде келесіні аламыз:  .)()()(3)(
0

2
 
x

dtttytxyB   

Жоғарыда баяндалған әдіс бойынша y жуықталған шешімін табамыз. 

Есептеу тәжірибесі әдістің жақсы жинақтылығын көрсетті. Демек, бұл әдісті 

қолдану математикалық физиканың көптеген есептерінің шешімдерін тез 

және дұрыс табуға мүмкіндік береді.  
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 Аннотация. Построены нормально-регулярные решения неоднородной системы 

Гумберта  3 . Изучены некоторые свойства и связь этой системы с системой Гумберта 

 2 . 

 Ключевые слова: нормально-регулярные решения, система, однородная, 

неоднородная, свойства, вырожденная, соотношения. 

 

 Функции Гумберта  2  и  3  являются частными случаями 

введенной В.И. Художниковым новой функции lk

nB

,

,  полученной путем 

предельного перехода из функции Лауричелла 
BF [1]. Между этими 

функциями справедливы соотношения  
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 Функции Гумберта получены из функции Аппеля 3F  и хорошо 

исследованы [2]. Однако, существования нормально-регулярного решения 

неоднородной системы   3  требует дополнительного исследования. С этой 

целью, сначала установим нормально-регулярные решения соответствующей 

однородной системы. 

 Теорема 1. Вырожденная гипергеометрическая система   
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полученная из системы (1) путем предельного перехода имеют три линейно-

независимые частные решения )3,2,1( twt , одним из которых  является 

функция 
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 Решения  3,2,1twt  можно построить методом Фробениуса-Латышевой 

[3].  

 Теперь докажем, что система (2) имеет нормально-регулярные решения 

вида  
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                (4) 

где  ,...)2,1,0,(,,;, 21,211,00,1 mmA nm неизвестные постоянные.  

 Теорема 2. Вспомогательная система 
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полученная из системы (2) с помощью преобразования  

),,()exp(),( 2120111021 zzUzzzzw                                              (6) 

при выполнении условия  
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имеют одно нормально-регулярное решение   
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 Доказательство. В преобразовании (6) неизвестные постоянны, 10  и 

01  определяются из равенства (7). Это позволяет установить вид 

определяющего множителя  201110exp zz   . Система характеристических 

уравнений (7) имеет две пары корней: 

 І. )0,0( 0110   . При этих значениях из вспомогательной системы (5) 

получаем исходному систему (2), одним из решений которой является 

функция (3). 

 ІІ. При )0,1( 0110   получается присоединенная система [4]: 
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которая имеет единственное нормально-регулярное решение 
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Решение построим методом Фробениуса-Латышевой, как в работе [4].  

 Теперь докажем, что правая часть нормально-регулярного решения (10) 

совпадает с функцией Гумберта-Художникова (3). 

 Теорема 3. Имеет место соотношения  
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 Доказательство. Для доказательства раскроем правую часть (11), 

путем разложения 1ze в ряд. Тогда, после умножения рядов и после 

небольших преобразований получим  
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то есть совпадает с функцией Гумберта-Художникова (3). 

Аналогично доказывается утверждение. 

 Теорема 4. Имеет место соотношения  
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Следует отметить, что предельные переходы осуществляются по разному. 

Например, следующие предельные переходы 
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показывают связь этой функций с функцией Аппеля 1F . 

Соотношение  
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показывает, что из функций  2113 ,;, zz  можно выделить функции  zmj ,

и  11 ,, znG  , то есть вырожденную функцию приводящееся к функциям 

Бесселя и Куммера. 

 Следующее соотношение  
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устанавливает связь между функциями Гумберта 2 и 3 . Эти соотношения 

будут использованы нами при обобщении отдельных свойств функции 

Гумберта   2113 ,;, zz .  

 Нормально-регулярные решения неоднородной системы  3  
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 Будем заниматься построением нормально- регулярных решений 

неоднородной системы  
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 В отличие от системы 
2  которая состоит из двух уравнений с 

параметром   1 , в системе 3  первое уравнение относится к системе с 

параметром, а второе уравнение к системе без параметра, полученные из 

системы с параметром путем предельного перехода. Именно, присутствие 

второго уравнения без параметра обеспечивает выделение в соотношении 

(13) вырожденные функции  zmj , и  11 ,, znG  .  

 Теорема 5. Вырожденная гипергеометрическая система Горне 3

неоднородной правой частью  
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при выполнении двух необходимых условий (7) и (8) имеют частные 

решения в виде нормально-регулярных рядов: 
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при )0,1( 0110   . 

 Неизвестные коэффициенты  2,10,0 tt  в правой части (16) 

выбираются в зависимости от значения корней системы характеристических 

уравнений. Они обеспечивают совместность нахождения коэффициентов 

рядов частных решений (17) и (18). 

 Преобразование (6) позволяет определить две пары корней: І. 

 0,0 0110    и  ІІ.  0,1 0110    системы характеристических уравнений 
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Как и в работе [4] решение (19) ищем в виде переменных 
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полученное из (15) с правой частью (16) путем подстановки вместо 21
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
zzw  .  

 Далее, рассуждая как в [4] начальный коэффициент 0,0А  
ряда (20) 
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При 010   и 001  , то из (6) получим равенство ),(),( 2121 zzUzzw  ,  то есть 

получим решение (23). 

2. При ІІ. )0,0( 0110    из вспомогательной системы после 

сокращения на )exp( 1z находим присоединенную систему  
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 Как и в предыдущем случае частное решение неоднородной системы 

(24) ищем в виде обобщенного степенного ряда (20) и находим в виде 
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Подставляя полученное решение в (6) окончательно находим нормальное-

регулярное решение неоднородное системы  

.
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WEAK LEIBNIZ ALGEBRAS AND TRANSPOSED POISSON ALGEBRAS  

 

Dzhumadil’daev A.S. 

Kazakh-British Technical University, Almaty, Kazakhstan 

dzhuma@hotmail.com 

 

A weak Leibniz algebra is defined by the following polynomial identities 
 

[𝑎, 𝑏]𝑐 = 2𝑎(𝑏𝑐) − 2𝑏(𝑎𝑐),       𝑎[𝑏, 𝑐] = 2(𝑎𝑏)𝑐 − 2(𝑎𝑐)𝑏. 
 

Example. Any two-sided Leibniz algebra is weak Leibniz. In particular, any 

Lie algebra is weak Leibniz. 

Example. Let ϵi ∈ K, for i ∈ I, and Aϵ is an algebra with base ei, i ∈ Z, and 

multiplication 

 

eiej = (i − j)ei+j + ∑ ϵsei+j+ss∈I .  

 

Then the algebra Aϵ  is non-Lie simple weak Leibniz algebra. Note that any 

simple Leibniz algebra is Lie. 

An algebra with two binary operations (A,◦,•)  is called transposed Poisson 

(see [1]), if (A,◦) is Lie, (A,•) is associative commutative and associative part acts 

on Lie part as 1/2-derivation, 

 

2a • (b ◦ c) = (a • b) ◦ c + b • (a ◦ c), ∀a, b, c ∈ A. 

 

Theorem 1. (p ≠ 2) If A is weak Leibniz, then the algebra (A,◦,•) is 

transposed Poisson, where a ◦ b = ab − ba, a • b = ab + ba. Conversely, if (A,◦,•) is 

transposed Poisson, then the algebra A with multiplication ab = 1/2(a◦b + b◦a) is 

weak Leibniz. 

An algebra (A,·,•) is called Novikov-Poisson, if 

I. (A,·) is (left) Novikov, for any a, b, c ∈ A, 

 

(a · b − b · a) · c = a · (b · c) − b · (a · c), (a · b) · c = (a · c) · b, 

 

II. (A,•) is associative commutative, such that for any a, b, c ∈ A, 

 

a • (b · c) = (a • b) · c, a · (b • c) = (a · b) • c + b • (a · c), 

 

Proposition. Let A = (A,·,•) be Novikov-Poisson algebra. Then for any 

u,v∈A the algebra Au,v = (A,◦u,•v), where 

a ◦u v = u • (a b − b a),      a •v b = v • (a • b), 

mailto:dzhuma@hotmail.com
mailto:dzhuma@hotmail.com
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· 

is transposed Posson and the algebra Au,v  under multiplication ab = 1/2(a ◦u b + a 

•v b) is weak Leibniz. 

A weak Leibniz algebra (A,·) is called special, if there exists transposed 

Poisson algebra Bu,v constructed by Novikov-Poisson algebra B for some u, v ∈ B,  

such that A is a subalgebra of Bu,v. 

Let us construct a non-associative non-commutative polynomial of degree 5 

by 

 

h(t1, t2, t3, t4, t5) = 

 

(((t5t1)t2)t3)t4 − (((t5t1)t3)t2)t4 − (((t5t2)t1)t3)t4+ 

 

(((t5t2)t3)t1)t4 + (((t5t3)t1)t2)t4 − (((t5t3)t2)t1)t4− 

 

2(((t5t1)t4)t2)t3 + 2(((t5t1)t4)t3)t2 + 2(((t5t2)t4)t1)t3− 

 

2(((t5t2)t4)t3)t1 − 2(((t5t3)t4)t1)t2 + 2(((t5t3)t4)t2)t1. 

 

The polynomial h(t1, t2, t3, t4, t5) is skew-symmetric under variables t1, t2, t3. 

Theorem 2. The identity h = 0 is an exceptional weak Leibniz identity, i.e., 

it holds for special weak Leibniz algebras, but not for all weak Leibniz algebras. 

In particular h=0 is identity for the algebra Aϵ. Any simple Lie algebra 

except sl2 and Witt algebra W1 is exceptional. It will be interesting to construct 

non-Lie simple exceptional weak Leibniz algebra (if exists). 

A notion of transposed Poisson algebras can be easily generalized for n-ary 

case (see [2]). It is an algebra (A,ω,•)  with n-ary operation ω and binary operation 

•, such that (A,ω) is n-Lie, (A,•) is associative commutative and for any a0, a1, ..., 

an ∈ A, 

 

na0 • ω(a1, . . . , an) =∑ (−1)i−1n
i=1   ω(a0 • ai, a1, . . . , âi, . . . , an) 

 

Construction details of n-Lie algebras considered below see [3],[4]. 

Theorem 3. Let A be W -type (n + 1)-Lie algebras defined on A = K[x1, ... , 

xn+1] by 

 

ω(a1, … an+1 ) = det

(

 
 
 
 

a1            a2             …           an+1
∂1a1       ∂1(a2)      …     ∂1(an+1)

∂2a1       ∂2(a2)      …     ∂2(an+1)
.              .              …             .
.              .              …             .
.              .              …             .

∂na1       ∂n(a2)      …     ∂n(an+1))

 
 
 
 

. 

 

Then (A,ω,·) is transposed (n + 1)-Poisson. 
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Theorem 4. Let p = 3 and A = K[x] with 4-wronskian 

ω(a1, a2, a3 , a4 ) = det (

a1            a2            a3           a4
∂(a1)      ∂(a2)      ∂(a3)     ∂(a4)

∂2(a1)      ∂
2(a2)      ∂

2(a3)     ∂
2(a4)

∂3(a1)      ∂
3(a2)      ∂

3(a3)     ∂
3(a4)

). 

 

Then (A,ω,·)  is transposed 4-Poisson. 

Let Wn be wronskian, defined on differentiable functions g1 =
g1(x), … , gn = gn(x)  by 

 

Wn(g1, … , gn ) = det

[
 
 
 
 
 
g1            g2             …           gn
g1
′             g2

′             …           gn
′

.              .              …             .

.              .              …             .

.              .              …             .

g1
(n−1)

     g2
(n−1)

     …     gn
(n−1)

]
 
 
 
 
 

. 

 

Then for any functions f = f (x), g1 = g1(x), … , gn = gn(x)  the following 

identity holds 

 

nfWn(g1, … , gn) = 

Wn(fg1, g2, … , gn) +Wn(g1, fg2, … , gn) + ⋯+Wn(g1, g2, … , fgn). 
 

Theorem 5. Let L = K[x] with n-Wronskian 

 

ω(a1, a2, … an ) = det

[
 
 
 
 
 

a1            a2             …           an
∂(a1)      ∂(a2)       …     ∂(an)
.              .              …             .
.              .              …             .
.              .              …             .

∂n−1(a1)      ∂
n−1(a2)      …     ∂

n−1(an)]
 
 
 
 
 

. 

 

Then (L,ω) is homotopy n-Lie and (L,ω,·) is homotopy transposed n-Poisson. 

Theorem 6. Let 3-product in L = K[x] is given by 

 

ω(a1, a2, a3 ) = det [

a1            a2            a3
∂(a1)      ∂(a2)      ∂(a3)

∂5(a1)      ∂
5(a2)      ∂

5(a3)
] + 

2det [

a1            a2            a3
∂2(a1)     ∂

2(a2)      ∂
2(a3)

∂4(a1)      ∂
4(a2)      ∂

4(a3)
] + 

det [

a1            a2            a3
∂2(a1)     ∂

2(a2)      ∂
2(a3)

∂3(a1)      ∂
3(a2)      ∂

3(a3)
] 
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Then (L,ω) is homotopy 3-Lie. If p = 3, then (L,ω,·) is homotopy transposed 

3-Poisson. 
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