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БЕЛГІЛЕУЛЕР МЕН ҚЫСҚАРТУЛАР 

 

 

     – кӛп айнымалылы мақсаттық функция; 

   –             векторы; 

  – натурал сандар жиыны; 

  – мақсаттық функцияның айнымалылар саны; 

 ̂ – мақсаттық функцияның глобалдық минимумы; 

       
 

      –    жиынында      функциясының глобалдық 

минимумы; 

 ̂ –  мақсаттық функцияның глобалдық минимум мәнің 

қабылдайтын нүкте; 

          –     -дан тәуелді кӛмекші функция: 

        ∫ [|      |        ]   
 

,     , 

   ; 

 (    –     жиынының лебегтік ӛлшемі. 
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КІРІСПЕ 

 

Жҧмыстың жалпы сипаттамасы. Диссертациялық жұмыс  үзіліссіз, кӛп 

айнымалылы      мақсаттық функцияның глобалдық минимумын алдын-ала 

берілген дәлдікпен арнайы құрылған кӛмекші функция әдісімен анықтау 

мәселесіне арналған.  

Айтылған әдісті қолданып глобалдық минимум табу үшін берілген 

мақсаттық функция бойынша еселі интеграл түрінде ӛрнектелген кӛмекші 

функция құрылды және оның маңызды қасиеттері айқындалып тұжырымдалды. 

Мақсаттық функция минимумын кӛмекші функция мәндерін соболевтік 

«шекаралық қабаты бар» кубтық формулаларға сүйеніп сандық әдіспен есептеу 

арқылы анықтаудың қай жағынан алғанда да тиімділігі айқын кӛрсетілді, қатаң 

негізделді. Сонымен қатар, әдістің негізгі идеясына сәйкес мақсаттық 

функцияның глобалдық минимумын табу мәселесі кӛмекші функцияның «ең 

үлкен нӛлін» анықтауға келтірілетін болғандықтан, функция нӛлдерін және 

дӛңес функцияның минимумдарын табу үшін қажетті әр түрлі белгілі сандық 

әдістер қарастырылып, оларды қолдану мәселелеріне салыстырмалы талдаулар 

жасалды.  

Бірнеше айнымалылы үзіліссіз функциялардың глобалдық 

минимумдарын жоғары тиімділікпен анықтаудың әр түрлі (типтік) нақты 

есептері кӛрсетілді. Оларды толық шешу үшін С++ ортасында арнайы 

бағдарламалар құрылды. Нәтижесінде кӛзделген дәлдіктер қамтамасыз етілді.  

Зерттеу тақырыбының ӛзектілігі. Глобалдық оптималдау мәселесі – 

қазіргі таңда қолданбалы және есептеу математикасының ең маңызды 

мәселелерінің бірі. Осы кезге дейін глобалдық оптималдау әдістері мен 

проблемалары туралы кӛп мәлімет белгілі болды және жарияланды [1-5]. 

Дегенмен, сан-алуан практикалық мәселелерді шешуге және зерттеуге 

байланысты глобалдық оптималдау есептері ғылымның әр түрлі саласында 

үздіксіз туындап отырады [6-13]. Оларды шешудің әмбебап алгоритмдері 

болмағандықтан, жаңа әдіс-тәсілдер құру қажеттілігі үнемі орын алып тұрады. 

Оптималдау есептері  Лагранж жұмыстарынан  бастау алады деуге 

болады. Интерполяциялау мәселелерін шешу жолында Лагранж кӛпмүшеліктің 

белгісіз коэффициенттерін экстремалдық мәндер есептеу арқылы анықтаған. 

Қазіргі уақытта  барлық белгілі глобалдық оптималдау әдістерін екі 

категорияға бӛлуге болады:  детерминирленген әдістер [2, 5-6 б.] және 

стохастикалық әдістер [14; 15]. Ал, оптималдау есептері, әдетте, екі түрге 

бӛлінеді: статикалық және динамикалық. Статикалық типке мақсатты 

функцияны экстремалды мәнмен қамтамасыз ететін аргументтер мәндерін 

анықтау қажет болатын есептер кіреді, ал динамикалық типке глобалдық 

минимумның ӛзінің  мәнін табу есебі жатады. 

Сызықтық емес мақсаттық функцияның глобалдық минимумын есептеу 

барысында кӛптеген қиындықтар кездеседі. Негізгі қиындықтар мақсаттық 

функцияның кӛпэкстремалды, кӛп айнымалылы болуынан және есептеу 
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дәлдігіне алдын-ала баға бере алмаудан туындайды. Осы мәселелер тӛңірегінде  

зерттеулер   жарияланған  ғылыми  еңбектер де  баршылық [16-18]. 

Мақсаттық функция үзіліссіз болған жағдайда детерминирленген 

әдістерді қолданған ұтымды. Ондай әдістер кӛп емес. Олардың  бірі, қазіргі 

оптималдаудың негізгі сандық әдісі – градиентпен түсу әдісі. Француз 

математигі  Огустин Луи  Коши алғаш рет градиентпен түсу әдісін сызықтық 

емес теңдеулер жүйесін шешу үшін қолданған.  Бұл әдіс Б.Т.Поляктың 1983 

жылы  шыққан кітабында [19; 20]  жақсы сипатталған. Сандық оптималдау 

әдістерінің кӛпшілігі осы градиентпен түсу әдісінен туындайды. Бұл әдіс 

есептеу математикасында тек оптималдау есептерін шешумен шектелмейді, 

сонымен қатар, оптималдау тілінде тұжырымдауға болатын басқа да есептерді 

шешу (сызықтық емес теңдеулер жүйелерін шешу, кері есептерді шешу, т.с.с.) 

үшін қолданылады [21 - 25]. Градиентпен түсу әдісі ақырсыз ӛлшемді 

кеңістікте берілген оптималдау есептері  [26]  үшін де, мысалы, оптималды 

басқару мәселелерін [27-30] сандық әдіспен шешу, қолданылады. Деректерді 

талдауда соңғы кездегі құрылған оқыту алгоритмдерінің бәрінің дерлік 

негізінде градиентпен түсу әдісі жатыр  [31-44]. Детерминирленген әдістер 

арқылы бүкіл анықталу облысында глобалдық минимум ізделетіндіктен, олар 

есептің ӛлшемі артқан сайын қолайлығын азайтады.   

Стохастикалық әдістердің [45-47] ішіндегі ең қарапайымы және кӛп 

тарағаны – Монте-Карло әдісі [48]. Алғаш рет бұл әдісті американдық ғалым 

Малвин Калос ұсынды [49]. Стохастикалық әдістердің кӛпшілігінің негізінде 

осы Монте-Карло әдісі жатыр. Бұл әдістер тобына: күйдіруді имитациялау 

алгоритмі, кездейсоқ іздеу әдісі және тағы басқалары жатады. 

Эвристикалық әдістерге табиғи құбылыстар мен физикалық процестерді 

негізге ала отырып құрылған әдістер жатады: эволюциялық программалау [50], 

генетикалық алгоритм [51-52], «эволюциялық стратегия» [53], «аралар 

колониясы», «құмырсқалар колониясы» [54-55] және т.б.  Эвристикалық әдістер 

табылған жуық мәннің глобалдық минимумнан қаншалықты ауытқитынын 

бағалауға, яғни глобалдық минимумның қажетті дәлдікпен анықталатындығына 

кепілдік бермейді. Эвристикалық алгоритмдердің құрылуына, дамуына және 

зерттеуіне алыс-жақын шетелдің ғалымдары зор үлес қосты:  Ю.И. Журавлев 

[56],  К.В. Рудаков [57],  Ю.Ю. Финкельштейн  [58],  И.Х. Сигал [59],  A.A. 

Корбут [60],  Ю.А. Кочетов [61], Б.Т. Поляк [62],  A.B. Плясунов [63], А.П. 

Карпенко [64],  Курейчик В.В. [65],  F. Glover [66],   G. Kochenberger [67], С. 

Cotta [68],  R. Marti [69] және тағы басқалар. 

Дискретті есепді шешу үшін әр түрлі детерминирленген әдістерді құрған 

және дамытқан ғалымдар: И.Х. Сигал [70]. Ю.Ю. Финкелыгггейн [71], В.П. 

Черенин [72], В.Р. Хачатуров [73], A.A. Лазарев [74], А. А. Колоколов [75], G. 

Danzig [76], Е. Balas [77], D. Pisinger [78], S. Martello [79], P. Toth [80] және 

басқалары.  

Үзіліссіз глобалдық оптималдау есебі үшін детерминирленген әдістерді 

құрған ғалымдар:  Ю.Г. Евтушенко [81 -83], С.А. Пиявский [84], Р.Г. Стронгин 

[85], В.П. Гергел [86], Я.Д. Сергеев [87],  A.C. Стрекаловский [88],  Е.С. 
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Левитин [89],  В.П. Булатов [90], О. В. Хамисов [91],  Е. Hansen [92],  R. Kearfott 

[93],  J. Pinter [94], H. Tuy [95]  және  т.б.    Р.Г. Стронгиннің соңғы 

жарияланымдары глобалдық оптималдау әдіс-тәсілдеріне арналған. Оның 

«Поиск глобального оптимума» [96] атты кітабында әдістердің теориялық 

негіздері  талқыланып, практикалық есептеулерді ұйымдастыру үшін қажетті 

нұсқаулар мен  сандық иллюстрациялар берілді. Сондай-ақ, отандық ғалымдар 

еңбектерінде электродинамиканың кӛпӛлшемді сызықтандырылған 

қойылымдағы коэффициенттік кері есептерін шешу үшін оптималдау әдістері 

қолданылды [97].   

Оптималдау мәселесін шешуде үлкен үлес қосқан американдық ғалым 

Джордж Бернард Данциг [98-99] сызықтық программалау есептерін шешуге 

арналған симплекс алгоритмін құрған, ал рессейлік математик Нестерев Юрий 

Евгеньевич [100-107] дӛңес оптималдау әдістерін құрып, сызықтық 

программалаудың тиімді әдістерін сызықтық емес есептерді шешу үшін 

бейімдеді, кӛзделген әдістерге қол жеткізуге әдістерді теориялық негіздеумен 

қатар,  құрылған әдістерге сәйкес бағдарламалар жазып, оларды тәжірибеден  

ӛткізген.  Қазіргі кезде Ю.Е. Нестерев пен Б. Т. Поляктың  ықпалымен  

А.В. Гасников та [108-109] глобалдық оптималдаудың сандық әдістерін 

зерттеп, әр түрлі саладағы қолданбалы мәселелерді шешуде келтірген. 

Ӛткен ғасырдың екінші жартысында математикалық физика есептерін 

шешу үшін  интегралдық теңдеулерді сандық әдістермен шешу қажеттілігі  

туындады. Осы қажеттілік интегралды жуықтап есептеу әдістерінің жан-жақты 

зерттелуіне әсерін тигізді. Бұл бағыттағы зерттеулер академик  С.Л. Соболевтің  

функционалдық анализ терминдері мен ұғымдары тілінде жазылған 

еңбектерінде жарияланған.   

    айнымалылы  функцияның        ∫       
 

 
  интегралының жуық 

мәндері, әдетте,    функциясының   ,           (тор түйіндері) 

нүктелеріндегі мәндерінің  ∑    ( 
   ) 

     сызықтық комбинациялары 

түріндегі  кубтық формулалармен есептеледі, мұндағы        ,   – 

интегралдау облысы,   – тор түйіндерінің саны.. 

Кӛп айнымалылы функцияның жуық мәнің есептеу үшін кубтық 

формулалардың тиімді түрде құрылуы зерттелді:  

1) түйіндерді  жиілету арқылы  қадам ӛлшемі нӛлге ұмтылғанда, әрбір      үшін   

∫      

 

 

 ∑    ( 
   )

 

   

 

 

формуласының оптималды    коэффициенттерін анықтау; 

2) жуықтау қателігін минимумдау:                ‖          ‖, мұндағы 

      | |  ; 

 3)      интегралын кубтық формулалар бойынша  жуықтап есептеуді 

коэффициент пен торлардың түйіндеріне қатысты оптималдау [110, 8 б.]. 
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 Аталған мәселелер интегралдарды жуықтап есептеу теориясы 

мәселелерін функционалдық анализдің экстремалдық есептер бӛліміне кӛшірді. 

Диссертациялық жұмыста зерттеліп құрылған жаңа әдіс детерминирленген әдіс 

тобына жатады, яғни оның кӛмегімен функцияның глобалдық минимумы 

белгілі дәлдікпен анықталады.   

Зерттеу тақырыбының өзектілігі – соңғы уақытта ғылым мен 

техниканың, халық шаруашылығының әр түрлі салаларында глобалдық 

оптималдау есептерін шешуге сұраныстың артуы, әмбебап глобалдық 

оптималдау әдістерінің тапшылығы, есептеуіш техникасының қарқынды 

дамуы. 

Мәселенің маңыздылығына осы салада дүниежүзі бойынша жүргізіліп 

келе жатқан зерттеулер, ұдайы ӛткізілетін конференциялар, глобалдық 

оптималдау саласына арналған ғылыми басылымдардың кӛп болуы дәлел 

болады.  

Сонымен, диссертациядағы зерттеулер ӛзекті заманауи мәселелерді 

шешуге арналған деуге толық негіз бар. 

Диссертациялық жұмыста кӛп айнымалылы функцияның глобалдық 

минимумын табудың  тиімді және үнемді  әдісі қарастырылды және «кӛмекші 

функция»  идеясына негізделген алгоритм ұсынылды.  

Зерттеудің негізгі объектісі мақсаттық функцияның ӛзі емес, еселі 

интегралдың кӛмегімен бастапқы мақсаттық функцияны түрлендіру арқылы 

құрылған бір айнымалылы кӛмекші функция болып табылады.  

Әдістін негізгі артықшылығы – кӛп айнымалылы мақсаттық функцияның 

глобалдық минимумын табу мәселесін бірайнымалылы, үзіліссіз, дӛңес 

функцияның «ең үлкен нӛлін» анықтауға келтіру және  оптималдық критерийін 

айқындау. Оның мағынасы манада: кӛмекші функция және оның туындылары 

нӛлге тең болатын аргументтің ең үлкен мәні мақсатты функцияның глобалдық 

минимумына тең болады.  

Диссертациялық жұмыста кӛмекші функцияның негізгі қасиеттері 

айқындалды және дәлелденді, глобалдық минимумды есептеу алгоритмі 

құрылды, үш айнымалылы мультимодалды функциялардың глобалдық 

минимумдары  С++  бағдарламалау ортасында есептелді. 

Зерттеу тақырыбының қазіргі жағдайы.  Қазіргі уақытта үлкен 

маңызға ие болып отырған глобалдық оптималдау тақырыбы аясында кӛптеген 

конференциялар мен конгрестер ӛткізіліп жатыр. Олардың негізгі мақсаты – 

математиктер, инженерлер және салалас басқа мамандық практиктердің 

глобалдық оптималдау теориясы бойынша зерттеу нәтижелерімен және жаңа 

идеяларымен бӛлісу. Глобалдық оптималдау тақырыбындағы конгресс 

дүниежүзі бойынша ӛтіп отырады: Афина-2023 (Греция), Changsha -2009 

(Қытай), Chania-2011 (Греция), Huangshang-2017 (Қытай),  Gainesville-2015 

(Флорида), College Station-2017 (Техас), Athens-2021 (Греция), Рессейде ӛтетін 

жыл сайынғы MOTOR, OPTIM конференциялары және тағы басқа шаралар. 

Кӛптеген   ғалымдар екпінді түрде глобалдық оптималдау әдістерін әр 

түрлі мәселелер үшін зерттеп,  оларды модификациялап, жаңаша шешу 



9 

 

жолдарын іздеумен  айналысып  жатыр.    Атап айтатын болсақ,     Р.Г. 

Стронгин,  А.В. Гасников, А.В. Кузнецов, А.И. Рубан,  Джонас Мокус, Хоссейн 

Мобахи, Нил Такер, Тим Кутс, Марко Фальчиони және тағы басқалары. 

Туындап отырған қажеттілікке қатысты зерттеулердің артуына 

байланысты глобалдық оптималдау тақырыбына арналған ғылыми басылымдар 

саны да кӛп. Әр түрлі саланың ғалымдары глобалдық оптималдау есебін шешу 

қажеттілігіне мүдделі болып, ӛз тараптарынан зерттеулер жүргізуде.  

Диссертациялық жұмыста глобалдық минимумды табу үшін еселі 

интегралды есептеу қажеттілігі бар. Еселі интеграл есептеудің әртүрлі сандық 

әдістері белгілі.  

Бірнеше  еселі интегралдарды жуықтап есептеу үшін, әдетте, Монте-

Карло типті интегралдау әдістері кеңінен қолданылады. Бұл әдістердің 

артықшылығы – интегралдау облысының күрделі формасын елемеуі және 

жүздеген ӛлшемді  кеңістіктегі функциямен жұмыс жасау мүмкіндігі. Монте-

Карло типті әдістердің елеулі кемшіліктері – жинақталу жылдамдығының 

тӛмен болуы және нәтиженің қателігі кепілдендірілмеген, ықтималдықты 

бағалануы.  

Диссертациялық жұмыста зерттеу нәтижелері үшін маңызды рӛл 

атқаратын еселі  интеграл түріндегі  кӛмекші функцияның мәндерін жоғары 

дәлдікпен есептеу үшін соболевтік шекаралық қабаты бар торлы кубтық 

формулалар қолданылды. Тор қадамы   нӛлге ұмтылып, түйіндер жиілеген 

сайын, дәл мәнге жуықтау жылдамдығының жоғарылауы және есептеу 

қателігіне кепілді баға беру мүмкіндігінің артатыны  белгілі. Барлық торлы 

кубтық формулалардың ортақ кемшілігі де бар – кеңістіктің кӛп ӛлшемділігі. 

Есептеу техникасы дамуының  қазіргі деңгейінде соболевтік кубтық 

формулаларды  10 ӛлшемге дейінгі  кеңістіктен алынған функцияны 

интегралдауға қолданған тиімді.  Функция аргументтері кеңістігінің ӛлшеміне 

қойылатын мұндай шектеулер шекаралық қабаты бар соболевтік кубтық 

формулалардың  кӛмегімен жоғары дәлдікке қол жеткізу үшін маңызды рӛл 

атқарады. 

 Кубтық формулалар мен олардың бірӛлшемді аналогтары – квадраттық 

формулалар теориясы математикалық талдау және есептеу математикасының 

жақсы зерттелген бӛлігі болып табылады. Бұл ғылыми бағытпен кӛптеген 

математиктер айналысты - И. Ньютон, Л. Эйлер, К. Гаусс, Ш. Эрмит, орыс және 

кеңес математиктері П. Л. Чебышев, С. Н. Бернштейн, С. Л. Соболев, С. M. 

Никольский және басқалар. Қазіргі уақытта Л.С. Соболев пен оның ізбасарлары 

назар аударған кубтық формулалар теориясына және оның компьютерлік 

есептеу қолданысына қатысты бірнеше ӛзекті мәселелер бар. 

Соболевтік шекаралық қабаты бар торлы кубтық формулалардың  

шекарадан    ретті қашықтықта орналасқан ішкі түйіндегі коэффициенттері 

және шекараға жақын орналасқан ішкі түйіндегі коэффициенттері берілген 

тегіс интегранттар кеңістігінде асимптоталық оптималдылықты қамтамасыз 

ететін тұрақтылар. Зерттеу барысында интегранттың әр түрлі тегістігі үшін  

соболевтік кубтық формулалардың шекаралық коэффициенттері бӛлшек 
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түрінде  есептеліп   алынды.     Бұл бағытта    Л.С. Соболев,    М.Д. Рамазанов, 

Н. С. Бахвалов, В. Н. Белых, О.В.Бесов, И.В.Бойков, В.Л.Васкевич, 

Я.М.Жилейкин, М.В.Носков, Н.Н.Осипов,  В. И. Половинкин,   Г.Н.Салихов,  

И. М. Соболь, Ц. Б. Шойнжуров сияқты ресейлік ғалымдардың зерттеулерін 

[110-115] атап ӛту керек. Марат Давидович Рамазанов үзіліссіз функциялар 

үшін кубтық формулалардың дәлдігіне баға берді және торлы кубтық 

формулалар кӛмегімен кез-келген формадағы облыс бойынша интегралдау 

алгоритмін құрды. 

 М.Д. Рамазановтың шәкірті  Д.Я. Рахматулин негізінде шекара қабаты бар 

кубтық формулалар жататын сандық интегралдаудың параллельдік 

бағдарламасын қарастырды. Ол ӛз  зерттеулерінде [116-118] бағдарламаның тез 

және тиімді жұмыс жасауы үшін динамикалық параллельдеу тәсілін қолданды 

және  С++ тілінде есептеулердің бағдарламасын жазды. 

 Ц. Б. Шойнжуров жазықтықтағы бӛлшек-тегіс шекаралы облыста 

коэффициенттері шекаралық қабатта ғана шекара теңдеуінен тәуелді болатын 

кубтық формулаларды құрды және зерттеді;   
      соболевтік кеңістікте 

функция мәні мен бірінші туынды мәнінен тұратын кубтық формулалардың 

асимптотилық оптималдығын дәлелдеді; шекаралық қабаты бар кубтық 

формуланың    
      кеңістігінде қателік функционалының нормасына  баға 

берді [119-121].  

Диссертациялық жұмыста шекаралық қабаты бар торлы кубтық 

формулалар бойнша алынған зерттеу нәтижелері мақсаттық функцияның 

глобалдық минимумын табу үшін қолданылды. Бұл  әдістегі кӛмекші функция 

бұрын-соңды қолданылмаған.  

Интегралдық глобалдық оптималдау мәселелерімен Шанхайдың ғылым 

және технология университетінің профессоры, физика-математика 

ғылымдарының  докторы  Q. Zheng айналысуда. Оның зерттеулері [122-126] 

орта мән шартын,  модификацияланған дисперсияны есептеуге негізделген. Q. 

Zheng ӛз еңбектерінде деңес емес, үзіліссіз және дискретті мақсатты 

функцияларды қарастырған және мақсатты функцияның еселі интеграл 

түріндегі орта мәні мен модификацияланған дисперсиясын  есептеу үшін  

Монте-Карло әдісін қолданған.  

Жүргізілген зерттеулер интегралдық глобалдық оптималдау әдістерінің 

кӛпэкстремалды, бірнеше айнымалылы мақсаттық функциямен жұмыс жасауға 

икемді екенің кӛрсетеді.  

Зерттеу мақсаты. Бірнеше айнымалылы кӛпэкстремалды үзіліссіз 

функцияның глобалдық минимумын жоғары дәлдікпен табудың жаңа тиімді 

әдісін құру. 

Зерттеу міндеттері:  
а) кӛп айнымалылы үзіліссіз мақсаттық функцияның глобалдық 

экстремумын табу есебін шешу үшін жаңа кӛмекші функция енгізіп глобалдық 

оптималдау әдісін құру және оның жинақтылыған дәлелдеу; 

ә) кӛп айнымалылы үзіліссіз мақсаттық функцияның глобалдық 

экстремумы  координаталарын табу алгоритмін құру; 
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б) еселі интеграл  түріндегі кӛмекші функция мәндерін тұрақты 

шекаралық қабаты бар соболевтік кубтық формулаларды қолданып есептеу; 

в)  кӛмекші функцияның маңызды қасиеттерін: терісеместігін, қатаң 

дӛңестігін, монотондылығын, бірқалыпты үзіліссіздігін, дифференциалдануын 

зерттеу; 

г) кӛп айнымалылы функцияның глобалдық экстремумының  қажетті 

шартын алу; 

ғ) кӛп айнымалылы функцияның глобалдық экстремумының  жеткілікті 

шартын алу; 

д) бірнеше айнымалылы әр түрлі тесттік функциялардың глобалдық 

минимумдарын табуға ұсынылып отырған  жаңа әдісті қолданып С++ 

программалау ортасында есептеу. 

Зерттеу нысаны. Үзіліссіз мақсаттық функция; бастапқы мақсаттық 

функцияны түрлендіру арқылы құрылған, еселі интеграл түрінде ӛрнектелген 

бір айнымалылы кӛмекші функция; кӛмекші функция негізінде құрылған 

глобалдық оптималдау әдісі. 

Зерттеу пәні. Үзіліссіз, кӛп айнымалылы мақсаттық функцияның 

глобалдық минимумының бар болуының қажетті және жеткілікті шарттары. 

Кӛмекші функцияның маңызды қасиеттері. Мақсаттық функцияның глобалдық 

минимумы мен оның координаталарын сандық әдіспен анықтау алгоритмі.  

Ғылыми жаңалығы. Диссертациялық жұмыста үзіліссіз функцияның 

глобалдық экстремумын табу үшін  алғаш рет құрылған арнайы кӛмекші 

функция енгізіліп зерттелді. 

а) кӛп айнымалылы үзіліссіз функцияның глобалдық экстремумын табу 

үшін жаңа глобалдық оптималдау әдісі құрылды және оның жинақтылығы 

дәлелденді; 

ә) үзіліссіз функцияның глобалдық минимумның координаталарын 

табудың нақты алгоритмі құрылды;  

б) құрылған әдіспен глобалдық минимумды табу үшін қажетті  

итерациялар саны алдын-ала берілген дәлдікке сәйкес  анықталды; 

в)  кӛмекші функцияның мәнің есептеу үшін «тұрақты шекаралық қабаты 

бар соболевтік кубтық» формулаларды қолданып есептеу; 

г) кӛмекші функцияның маңызды қасиеттері (терісеместігі, қатаң 

дӛңестігі, шектелген аралықта бірқалыпты үзіліссіздігі, 

дифференциалданатындығы және т.б.) зерттелді және дәлелденді; 

ғ) кӛп айнымалылы функцияның глобалдық экстремумының  қажетті 

шарты алынды; 

д) кӛп айнымалылы функцияның глобалдық экстремумының  жеткілікті 

шарты алынды; 

е) жаңа әдіс негізінде кӛп айнымалылы тесттік функциялардың глобалдық 

минимумдарын С++ программалау ортасында есептеу тәжірибесі ӛткізілді.  
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 Қорғауға ҧсынылатын негізгі нәтижелер:  

а) кӛп айнымалылы үзіліссіз функцияның глобалдық экстремумын табуға 

арналған жаңа  глобалдық оптималдау әдісі;  

ә) кӛп айнымалылы үзіліссіз мақсаттық функцияның глобалдық 

экстремумы  координаталарын табу алгоритмі; 

б) еселі интеграл  түріндегі кӛмекші функция мәндерін тұрақты 

шекаралық қабаты бар соболевтік кубтық формулаларды қолданып есептеу;  

в) кӛмекші функцияның қасиеттері: терісеместігі, қатаң дӛңестігі, 

монотондылығы,  бірқалыпты үзіліссіздігі, дифференциалданатындығы; 

г) кӛп айнымалылы функцияның глобалдық экстремумының  қажетті 

шарты; 

ғ) кӛп айнымалылы функцияның глобалдық экстремумының  жеткілікті 

шарты; 

д) С++ ортасында жаңа әдіспен кӛп айнымалылы тесттік функциялардың 

глобалдық минимумдарын табу  бағдарламасы.   

Алынған нәтижелердің нақтылығы және негізделуі. Диссертациялық 

жұмыстың ғылыми нәтижелері теоремалар, леммалар және салдарлар түрінде 

тұжырымдалады. Диссертацияның ғылыми жағдайы, қорытулары, мен 

нәтижелерінің нақтылығы және негізделуі алынған нәтижелердің жоғары 

рецензияланған журналдарда жариялануымен расталады. 

Алынған нәтижелердің практикалық және теориялық 

маңыздылығы. Диссертациялық жұмыста алынған нәтижелер теориялық 

сипатқа ие. Бірнеше айнымалылы үзіліссіз мақсаттық функцияның глобалдық 

минимумын табу үшін кӛмекші функция арқылы жаңа әдіс құрылуы; 

ұсынылған әдістің жинақтылығының дәлелденуі; кӛмекші функцияның 

маңызды қасиеттерінің (терісеместігі, қатаң дӛңестігі, бірқалыпты үзіліссіздігі, 

дифференциалданатындығы және т.б.) зерттелуі;  кӛп айнымалылы 

кӛпэкстремалды мақсаттық функцияның глобалдық минимумының қажетті 

және жеткілікті шарттарынын алынуы; ұсынылған әдіс пен алгоритмнің 

маңызды қосымшалар ретінде оптималдау теориясы мен сандық әдістердің 

қолданыс аясын кеңейтуге оң ықпал ету мүмкіндігі. Диссертациялық жұмыс 

нәтижелері осы теорияның одан әрі дамуына түрткі болуы мүмкін.   

Диссертациялық жұмыс нәтижелерін физика-математика, инженер, 

компьютерлік инженерия, есептеу техникасы және бағдарламалық қамтамасыз 

ету  және т.б. мамандықтарының студенттеріне, магистранттарына және 

докторанттарына элективті курстар жасақтау үшін де пайдалануға болады.  

Зерттеудің ғылыми мәні зор: мақсаттық функция бойынша интегралдық 

түрде құрылған көмекші функция   кӛп айнымалылы, үзіліссіз мақсатты 

функцияларды бір айнымалыдан тәуелді, дӛңес, үзіліссіз 

дифференциалданатын функцияға түрлендіреді. Мұндай функциялармен 

жұмыс жасау әлдеқайда оңай әрі тиімді. Сандық есептеу процестері толық 

жүзеге асқан, тәжірибелер алгоритмның дұрыстығын растап тұр. 

Алынған нәтижелердің практикалық маңызы үлкен. Ғылым мен 

техникада, шаруашылықта мақсаттық функциялардың глобалдық 
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минимумдарын табу арқылы шешілетін мәселелер кӛп. Зерттелетін нысанның 

ең үлкен немесе ең кіші мәнің табу есептері қолданыста: (физикада, 

биологияда, экономикада, инженерияда және басқа салаларда) кеңінен 

кездеседі. 

Зерттеудің  басқа ғылыми-зерттеу жҧмыстарымен байланысы. 

Диссертациялық жұмыс аясында жүргізілген зерттеулер бірнеше саламен 

сабақтасып жатыр: математикалық талдау, сандық әдістер, оптималдау 

теориясы. Есепті қою барысында оптималдық теорияның, кӛмекші функцияның 

қасиеттерін айқындағанда математикалық талдаудың маңызды қағидалары мен 

тұжырымдарын, кӛмекші функцияның «ең үлкен нӛлін» анықтау үшін сандық 

әдістерді, ал кӛмекші функциялар мәндерін есептегенде соболевтік кубтық 

формулаларды негізге алуға тура келді.   Еселі интегралдың мәнің «ең жақсы» 

әдіспен   есептеу үшін С.Л. Соболев, М.Д. Рамазанов, В.Л. Васкевич және басқа 

да ресейлік ғалымдардың зерттеу нәтижелері қолданылды  [110, 8 б; 111, 18 б]. 

Аталған бағыттар бойынша ғылыми зерттеулер нәтижелері сарапталып, 

қосымша зерттеулер жүргізілді. 

Докторанттың қосқан жеке ҥлесі.  Диссертацияда келтірілген барлық 

нәтижелер автордың ӛзіне тиесілі. Қосалқы авторлар және ғылыми кеңесшілер 

мәселенің қойылуына және алынған нәтижелерді талқылауға үлестерін қосты. 

Алынғын нәтижелерді апробациялау. Жұмыстың негізгі нәтижелері 

келесі іс-шараларда баяндалды және талқыланды:  

- дәстүрлі халықаралық сәуір ғылыми конференциясы, ҚР БҒМ 

Математика және математикалық модельдеу институты (Алматы, Қазақстан, 5- 

8 сәуір 2021 ж.);  

-«Дифференциалдық теңдеулер, анализ және алгебра проблемалеры» IX 

халықаралық ғылыми  конференциясы, Қ.Жұбанов атындағы Ақтӛбе ӛңірлік 

университеті  (Ақтӛбе, Қазақстан, 24-28 мамыр 2022 ж.); 

-дәстүрлі халықаралық сәуір ғылыми конференциясы, ҚР БҒМ 

Математика және математикалық модельдеу институты (Алматы, Қазақстан, 4- 

8 сәуір 2022 ж.);  

-«Дифференциалдық теңдеулерді зерттеудің сапалы және жуықтау 

әдістері» ғылыми семинары, ҚР БҒМ Математика және математикалық 

модельдеу институты, Алматы, Қазақстан (семинар жетекшісі – ф.-м.ғ.д., 

профессор А.Т. Асанова);  

-«Математиканың заманауи мәселелері» ғылыми семинары, М.В. 

Ломоносов атындағы ММУ-дың Қазақстандағы филиалының математика және 

информатика кафедрасы, Астана, Қазақстан (семинар жетекшілері – ф.-м.ғ.д., 

профессор Е. Д. Нурсултанов); 

- «Жаратылыстану ғылымының математикалық мәселелері. Кері және 

қате есептер» қалалық ғылыми семинары, Әль-Фараби атындағы ҚҰУ, Алматы, 

Қазақстан (семинар жетекшілері –д.ф.-м.н., профессор М.А. Бектемесов); 

-«Қолданбалы математика және информатика мәселелері» ғылыми 

семинары, Қ.Жұбанов атындағы Ақтӛбе ӛңірлік университеті математика 
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кафедрасы,  Ақтӛбе,  Қазақстан  (семинар жетекшісі – ф.-м.ғ.д.,  профессор 

Ж.А. Сартабанов); 

- «Семинар по вычислительной математике и смежным вопросам» 

ғылыми     семинары,  Уфа,  РФ   (семинар    жетекшісі – ф.-м.ғ.д.,    профессор 

Я. Ш. Ильясов); 

- «Обратные и некорректные задачи в естествознании и искусственный 

интеллект» атты халықаралық Евразиялық ғылыми конференциясы (Алматы, 

Қазахстан, 17-20 сәуір  2024 ж.).  

Жарияланымдар. Диссертациялық жұмыс нәтижелері 10 еңбекте 

жарияланды. Оның ішінде 2 мақала Scopus мәліметтер базасында индекстелген 

рейтингтік ғылыми журналда [127-128], 4 мақала ҚР ҒЖБССҚК ұсынған 

басылымдарда [129-132], 4 мақала халықаралық конференциялар 

материалдарында жарияланды [133-137].  

Диссертацияның қҧрылымы мен кӛлемі. Диссертациялық жұмыс 

кіріспеден, негізгі  3  бӛлімнен  (біріншісінде 7 бӛлімше, екіншісінде 3 бӛлімше, 

үшіншісінде 4 бӛлімше), қорытындыдан және әдебиеттер тізімінен тұрады.   

Формулалар, мысалдар, теоремалар мен анықтамаларды нӛмірлеу екі саннан: 

бірінші сан бӛлім нӛмірін, екіншісі - бӛлім ішіндегі формуланың, мысалдың, 

теореманың, анықтаманың тиісті нӛмірін білдіреді. Жұмыстың кӛлемі – 87 бет. 

Әдебиеттер саны – 142.  

Жҧмыстың қысқаша мазмҧны. Жұмыстың бірінші бӛлімінде      

кубында берілген       бірнеше айнымалылы үзіліссіз мақсаттық функцияның 

 ̂ глобалдық минимумын   алдын-ала берілген дәлдікпен табу мәселесі және 

әдістің жинақтылығы қарастырылды.  

1.1 бӛлімшесінде глобалдық минимум  табу  мәселесін тиімді шешу үшін  

жаңадан құрылған  кӛмекші функция еңгізілді: 

 

        ∫ [|      |        ]   
 

,     ,    . 

  

Ол –       мақсаттық функция  арқылы арнайы конструкциямен құрылған еселі 

интеграл түріндегі, бір ғана   параметрінен тәуелді функция. Мақсаттық 

функция берілген кеңістіктің ӛлшеміне байланысты, кӛмекші функция еселі 

интеграл болады. 

  айнымалысы арқылы ізделінді глобалдық минимумның деңгейін 

анықтайтын     гипержазықтығы сипатталады. 

Дербес жағдайларда: жазықтықта берілген мақсаттық функция үшін 

    – түзу; 3-ӛлшемді кеңістікте     – жазықтық. 

1.2 бӛлімшесінде мақсаттық функцияның глобалдық минимумы кӛмекші 

функция арқылы табылатыны дәлелденді:  

егер           функция үшін             теңдігі және            

теңсіздігі орындалса, онда мақсаттық функцияның глобалдық минимумы  

 ̂  [        аралығына тиісті.  

Яғни, мақсаттық функцияның глобалдық минимумы келесі аралықта болатыны 

анықталды: 
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    ̂    . 

 

Басқаша айтқанда, мақсаттық функцияның глобалдық минимумы      және 

     кӛлденең гипержазықтықтарының арасында орналасады.  

Егер            , онда       гипержазықтығы берілген   тұйық 

жиыныңда глобалдық минимумнан жоғары ӛтеді.  

Егер           , онда       гипержазықтығы берілген   тұйық 

жиыныңда глобалдық минимум арқылы немесе одан тӛмен ӛтеді. 

1.3 бӛлімшесінде мақсаттық функцияның глобалдық минимумын «қақ 

бӛлу» әдісі арқылы табу алгоритмі құрылды және оның жинақты болатыны 

дәлелденді: ізделінді  ̂ мәні жататын  [       аралығы әр итерация сайын екі 

есе қысқарады және итерациялық процесті қажетті дәлдікке дейін жалғастыру 

мүмкін болады:   ̂  [      . Яғни, глобалдық минимумның жуық мәні ретінде   

 ̂       алынады. Осы алгоритмнің жинақтылығы және жинақталу 

жылдамдығы сызықты болатыны дәлелденді.  

1.4 бӛлімшесінде глобалдық минимумның координаталарын табу 

алгоритмі қарастырылды. Оны құру үшін де қақ бӛлу принципі қолданылды: 

     функциясы анықталған     кубын әр координата бойынша екіге қақ 

бӛлеміз. Сонда    айнымалылар санына сәйкес, саны    куб пайда болады. 

Сонан соң        ̂     шарты орындалатындай,   ̂ – глобалдық минимум 

жатқан аралықтың оң жақ     ұшындағы мәнді кӛмекші функцияға қойып, оны 

алынған кіші кубтар бойынша есептейміз. Ең болмағанда біреуінде кӛмекші 

функция оң мән қабылдайды. Сол кубты негізге алып, жоғарыдағы процесс 

қажетті дәлдікке қол  жеткенше жалғастырылады. Глобалдық минимум 

координатасы ретінде соңғы куб центрінің координатасы алынады. 

1.5 бӛлімшесінде глобалдық минимумды және оның координаталарын 

алдын-ала берілген дәлдікпен есептеу үшін қажетті итерациялар саны 

анықталды. Әр итерацияда кӛмекші функцияның мәні бір рет есептеледі және 

бастапқы кесінді екі есе қысқарып отырады. Бастапқы ұзындық    итерациядан 

кейін      есе қысқарады: 

 

|         |  
 

  
                   

 

Егер алдын-ала     дәлдігі берілген  болса, онда 

 

      
     

  
. 

 

Мысалы, [   ] кесіндісінде берілген функцияның глобалдық минимумын 

         дәлдікпен  есептеу үшін қажетті итерация саны: 
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Яғни, глобалдық минимум мәні 10 итерацияда табылады. Бастапқы [   ]  
аралық 10 итерациядан кейін           есе қысқарады.  

Минимум координаталарын анықтау үшін қажетті итерация саны  [     ] 
аралығында жатады. Мұндағы,   –      функциясының аргументтерінің саны.  

Құрылған әдістің ерекшелігі, әрі артықшылығы – мақсатты функция 

аргументтері санының артуы глобалдық минимумды анықтау үшін қажет 

болатын итерация санына әсер етпейді.  

Құрылған әдісті қолдануда қиындық туғызатын негізгі мәселе – кӛмекші 

функцияның мәнің ең тиімді түрде есептеу. Кӛмекші функция күрделі 

функцияның еселі интегралы болғандықтан, оны жоғары дәлдікпен есептеуге 

мүмкіндік беретін сандық әдіс қолданылды. Еселі интегралдың мәнің 

компьютердің кӛмегімен есептеуге арналған кубтық формулалар 

пайдаланылды. 

1.6  бӛлімшесінде кӛмекші функция мәндерін есептеу үшін Соболевтің 

«тұрақты шекаралық қабаты бар» кубтық формулалары негізге алынды.  

  нақты айнымалыдан тәуелді  тегіс       функциясының    облысында 

 

     ∫      

 

 

 

 

интегралының жуық мәнін С.Л. Соболевтің «тұрақты шекаралық  қабаты бар» 

кубтық формулалары кӛмегімен есептеу үшін [111],      интегралының жуық 

мәні       функциясының                  нүктелердегі  мәндерінің сызықтық 

комбинациясы түрінде ізделеді:  

 

  (    )    ∑   (    )

 

   

  

 

мұндағы:    – функцияның анықталу жиынын   векторының әр компонентасы 

бойынша бӛлетін интервалдар саны,      – соболевтік кубтық формуланың 

түйіндері,   - қадам ӛлшемі,     – «шекаралық» коэффициенттері.  

Негізгі мәселе –    шексіздікке ұмтылғанда,       интегралы           

мәніне жылдам жуықтайтындай        коэффициенттерін анықтау. 

Соболев формулаларының коэффициенттері сызықтық алгебралық 

теңдеулер жүйесін шешу арқылы табылады. Ол үшін берілген нүктелерде      

функциясымен бірдей мәндер қабылдайтын, яғни  (    )          болатын, 

реті  -нен аспайтын      кӛпмүшелігін          теңдігі, мұндағы   
              жатық матрица,  
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  (

   
     

  
   

  
  

     
   

  
   

   

), 

 

орындалатындай етіп алсақ, онда            – локалдық коэффициенттері  

 

         

яғни 

 

          (

   
     

  
   

  
  

     
   

  
   

   

)                  

 

сызықты жүйесінен анықталады. Егер   матрицасына кері матрицаны табу 

үшін белгілі бағдарламалар қолдансақ, онда   матрицасының элементтері 

ондық бӛлшектермен анықталады және жуықтап дӛңгелектенеді, яғни ізделінді 

коэффициенттерді жоғары дәлдікпен анықтау үшін, сызықтық теңдеулер 

жүйесіндегі матрицаның кері матрицасының элементтері  рационал түрінде 

алынады.  

     полиномының анықталған    локалды коэффициенттерінің 

қосындысынан С.Л. Соболевтің кубтық формулаларындағы      шекаралық 

қабатының коэффициенттері анықталады:  

 

{
 
 

 
 
                        
                       

            
                

           
      

 

 

Шекаралық қабатының алғашқы         және соңғы             

коэффициенттерінің  мәндері үшін мына қатыстар орын алады:   

 

     ,        ,        ,…,            ,          . 

 

Ал  ішкі               коэффициенттерінің барлығы 1-ге тең. Анықталған 

коэффициенттерді ескеріп, кубтық формуланы қайта жазсақ:  

 

∫       
 

 
   ∑           

   ,            ,                 (0.1) 

 

мұндағы    - элементар ұяшықтың кӛлемін анықтайтын, масштабтық 

кӛбейткіш. 
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(0.1)  формуласы интегралдық күрделі          кӛмекші функциясының 

мәндерін үлкен дәлдікпен есептеу үшін негізгі құрал болып табылады. Осы 

кубтық формуладағы        орнына           функциясындағы интеграл 

астындағы ӛрнекті қойсақ:  

 

        ∫[|      |          ]   

  

 

  

 

   ∑  

 

   

[|        |            ]   

  

 Соболевтік кубтық формулалар жоғары дәлдікпен есептеуіне байланысты  

        функциясының мәндерін есептеуде қолдандық.  

 1.7 бӛлімшесінде Растригиннің [137] үшӛлшемді кеңістікте берілген 

кӛпэкстремалды функциясының глобалдық минимумы және оның 

координаталары анықталды. Барлық есептеулер С++ (VisualStudio 2017) 

бағдарламалау ортасында орындалды [138]. Есептеу нәтижелері         

дәлдігімен алынды. 

 Диссертациялық жұмыстың екінші  бӛлімнің 2.1 бӛлімшесінде  кӛмекші 

функцияның маңызды қасиеттері анықталды және дәлелденді. Олардың 

негізгілерін атап ӛтетін болсақ: терісеместігі, бірқалыпты үзіліссіздігі, қатаң 

дӛңестігі, қажетінше дифференциалданатындығы және тағы басқалары. Негізгі 

қасиеттерін сипаттайтын теоремаларға тоқталып, бірнеше теоремалерды 

келтірейік. 

0.1-теорема.           функциясы      ̂ үшін кез-келген             ,   

     шектелген аралығында бірқалыпты үзіліссіз,  мұндағы      ,    .       

 Теореманы дәлелдеу үшін             аралығынан     және    мәндері 

алынып, осы мәндердегі кӛмекші функциялардың айырмасының модулі 

зерттелді.  

0.2-теорема.          көмекші функция   ̂     аралығындағы әрбір    

нүктесінде дифференциалданады, мұндағы   ̂              . 

 Теореманы дәлелдеуі үшін кӛмекші функцияның ӛсімшесін 

қарастырылған. Кӛмекші функция реті    кӛрсеткішке байланысты. 

0.1-салдар.  Кез-келген натурал      саны  үшін көмекші функцияның 

  ретті туындысы 

 
    

   
                . 

 

Оптималдау теориясында маңызды болып келетін функция қасиеті –

функцияның дӛңестігі. Дӛңес оптималдау теориясының мәселелері шешімін 

тапқан.  
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0.3-теорема.          функциясы   ( ̂    аралығында қатаң дөңес,  

мұндағы     ,    . 

 Теореманы дәлелдеу үшін  

 

  (  
     

 
)  

 

 
(                  ) 

 

теңсіздігінің дұрыстығы дәлелдену керек. Теңсіздіктің сол  жағы  кӛмекші 

функция анықтамасы бойынша ашып, Коши теңсіздігі қолданып дәлелденді. 

Кӛмекші функцияның ӛзгеру тәртібіне қатысты келесі екі теорема да 

маңызды ақпарат береді: 

0.4-теорема.            функциясы    ̂     аралығында өспелі.   

0.5-теорема.  Егер                ̂,      ,         ,           

болса, онда 

А)    ,     ̂,   үшін                      ;  

Ә)    ,   ̂    
 

 
,   үшін                   . 

Жоғарыда дәлелденген қасиеттерге сүйеніп, кӛмекші функция графигінің 

сұлбасын кескіндеуге болады (0.1– сурет). 

 

 

0.1-сурет  – Кӛмекші функция графигінің сұлбасы 

 

Мақсатты функцияның локалды минимумдар санына, айнымалылар 

санына қарамастан, алынатын кӛмекші функция бір ғана   параметріне тәуелді, 

бірқалыпты үзіліссіз,  туындылары табылатын, дӛңес, теріс емес, ӛспелі 

болады. 

2.2 бӛлімшесінде кӛп айнымалылы мақсаттық функцияның глобалдық 

минимумының қажетті және жеткілікті оптималдық шарттары алынды және 

дәлелденді. Алынған шарттар мақсаттық функцияның глобалдық минимумын 

табу есебінен кӛмекші функцияның «ең үлкен нӛлін» табу есебіне ӛтуге әкелді.  
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0.6-теорема.  Егер               ̂      болса, онда  
 

        ̂   .     (0.2) 

 

0.2-салдар.    мақсаттық функцияның  глобалдық минимумы          

көмекші функцияның нөлі болады. 

0.7-теорема.  Егер                         ̂ болса, онда   
            ̂ . 

0.3-салдар.         көмекші функциясының ең үлкен нөлі    мақсаттық 

функциясының  глобалдық минимумының дәл мәніне тең. 

0.6, 0.7 теоремаларда  мақсатты функцияның глобалдық минимумы 

кӛмекші функцияның «ең үлкен нӛліне» сәйкес келетіні анықталып дәлелденді. 

Бұл – негізгі нәтиже болып табылады. Ендігі мәселе кӛмекші функцияның «ең 

үлкен нӛлін» анықтау  

 2.3 бӛлімшесінде бірнеше айнымалылы кӛпэкстремалды функциялардың 

глобалдық минимумын табу мысалдары келтірілді.  А.В.  Кузнецов пен А.И.  

Рубанның  еңбектерінде [135-135] сипатталған гиперболалық және 

экспоненциалдық потенциалдар әдісінің кӛмегімен, үш айнымалылы 

кӛпэкстремалды  арнайы тесттік функциялар құрылды. Кӛмекші функцияның 

әр түрлі   дәреже кӛрсеткіші үшін есептелген мәндері теоремадағы 

тұжырымның ақиқаттығын кӛрсетті. Тесттік функциялардың глобалдық 

минимумдары 42 итерациядан соң           дәлдігімен анықталды. 

Функцияның глобалдық минимумын табу үшін қажетті итерация саны 

функцияның аргументтері саны мен локалдық экстремумдары санынан тәуелсіз 

болады, яғни олардың саны ӛскенімен итерация саны артпайды.  

 Ҥшінші бӛлімде кӛмекші функцияның «ең үлкен нӛлін» табу үшін 5 

түрлі белгілі сандық әдістер бейімделді. Қаралған әдістерді атап ӛтсек: қақ бӛлу 

әдісі, алтын қима әдісі, Ньютон (жанамалар) әдісі, градиентпен түсу әдісі, 

Вегстейн әдісі. Аталған сандық әдістердің  бейімделген нұсқаларына 

салыстырмалы талдау жасалды. Әр әдістің жинақталу жылдамдықтары 

есептеліп, олардың қойылған есеп үшін  тиімді және тиімсіз тұстары 

анықталды.  

Қарастырылған әдістердің ішінде дихотомия және алтын қима әдістері 

дәлдікті апреорлық бағалау әдістемесімен айқындайды. Бұл нәтиженің дәл 

түбірге жақсы жуықтайтының кӛрсетеді. Алтын қима әдісінде қажетті 

итерация саны ең аз болды.  Ал әр итерациядағы есептеулер саны дихотомия 

әдісі бойынша ең аз. Жанамалар әдісі, градиентпен түсу әдісі және Вегстейн 

әдісі дәлдікті бағалау кезінде апостеорлық әдістемеге сүйенеді. Олар бойынша 

дәл  түбірге жақындаймыз, бірақ одан қаншалықты ауытқитынымыз белгісіз,  

алдыңғы екі әдіске қарағанда итерация саны да артық орындалады. 

Қорыта айтқанда, әзірше дихотомия және алтын қима әдістері кӛмекші 

функцияның «ең үлкен нӛлін» табу үшін тиімді әдістер болып тұр. 
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Мақсаттық функцияның глобалдық минимумын жоғарыда сипатталған 

әдістерді біртіндеп қолданып есептеудің кӛрнекілік үшін қарапайым түрде 

алынған  мысалын қарастырайық.  

Диссертациялық жұмыс нәтижелерінен шығатыны:   (    ) 

функциясының маңызды қасиеттері  (оның бірайнымалылы болатындығы, 

қатаң дӛңестігі, терісеместігі, бірқалыпты үзіліссіздігі, жоғары ретті 

туындыларының табылатындығы)      мақсаттық функцияның 

айнымалыларының санынан да, локалдық экстремумдары санынан да тәуелді 

емес және оның глобалдық минимумының қажетті және жеткілікті шарттарын 

айқындауға, глобалдық минимумын жоғары дәлдікпен анықтау үшін үнемді әрі 

ұтымды әдіс құруға мүмкіндік береді. Сонымен қатар,   (    ) 

функциясының ӛзгеруіне   кӛрсеткішінің әсерін тиімді пайдалана отырып, 

есептеу дәлдігін арттыруға және итерация санын азайтуға қол жеткізуге 

болады. 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



22 

 

1 БІРНЕШЕ АЙНЫМАЛЫСЫ БАР ТЕГІС ФУНКЦИЯЛАРДЫҢ 

ГЛОБАЛДЫҚ МИНИМУМДАРЫН ЖОҒАРЫ ДӘЛДІКПЕН АНЫҚТАУ 

 

1.1 Оптималдау есебінің кӛмекші функция негізінде қойылуы  

Оптималдау теориясында нақты бір практикалық мәселені шешу 

барысында қайсыбір шаманың ең үлкен немесе ең кіші мәнің анықтау есебі 

«мақсаттық  функция» деп аталатын функция арқылы сипатталады және 

зерттеледі.  

  -  айнымалыдан тәуелді, экстремумдарының саны ӛте кӛп күрделі 

үзіліссіз мақсаттық функцияны қарастырайық:    

 

                  ,      .                              (1.1) 

 

Мұндағы     –    ӛлшемді тұйық, шенелген куб: 

 

  {                      ̅̅ ̅̅ ̅}. 

 

Вейерштрасс теоремасына сәйкес,      тұйық жиынында үзілісіз      

функциясы ӛзінің ең үлкен және ең кіші мәндерін осы жиында қабылдайды. 

Сондықтан      функциясының глобалдық экстремумдарын қажетті дәлдікпен 

анықтау есебінің, яғни «оптималдау есебінің» шешімі бар:   жиынына тиісті 

      және        нүктелері табылып,       үшін                       

теңсіздігі орындалады. 

      функциясының   

 

 ̂                                                          (1.2) 

 

глобалдық минимумын және осы минимум қабылданатын 

 

 ̂                                                       (1.3) 

 

нүктесін алдын-ала берілген     дәлдікпен табу керек.  

Мәселені тиімді шешу үшін жаңа  

 

         ∫ [|            |                ] 
 

 
                 (1.4) 

 

функциясын енгіземіз. Мұнда:    - берілген натурал сан,    . (1.4) -       

мақсаттық функция арқылы арнайы конструкциямен құрылған еселі интеграл 

түріндегі, бір ғана   параметрінен тәуелді функция. Интегралдың неше еселі 

болатындығы, әрине, мақсаттық функция берілген кеңістіктің ӛлшеміне 

байланысты. 

Анықтама.          функциясын көмекші функция деп атаймыз.  
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  айнымалысы арқылы ізделінді глобалдық минимумның деңгейін анықтайтын 

    гипержазықтығы сипатталады. 

Дербес жағдайларда: жазықтықта берілген мақсаттық функция үшін 

    – түзу;  3-ӛлшемді кеңістікте     – жазықтық. 

  

1.2 Мақсаттық функцияның глобалдық минимумын табу  есебі 

шешімінің бар болуы 

(1.1) – (1.3) есеп шешімінің бар болуы мәселесін қарастырамыз.  

1.1-теорема. Егер (1.4) көмекші функция үшін            және 

          ,         болса, онда   мақсаттық функцияның   ̂  глобалдық 

минимумы [       аралығында жатады.  

Дәлелдеуі. Кӛмекші функциядағы модульге назар аударалық. Егер 

 ( nxx ,...,1 )      болса, онда модуль оң таңбамен ашылып, кӛмекші функция 

мәні нӛлге айналады:  

  

         ∫[|             |                 ]
 

 

 

        

 

 ∫ [                           ]
  

 
        , 

 

яғни             теңдігі орынды. 

Егер   ( nxx ,...,1 )      болса, онда кӛмекші функциядағы модуль теріс  

таңбамен ашылып, кӛмекші функцияның мәні нӛлден үлкен болады: 

 

         ∫[|             |                 ]
 

 

 

        

 

 ∫[                            ]
 

 

 

        

 

   

 ∫[                ]
 

 

 

       

 
Сонымен: 

{
 ( nxx ,...,1 )     

 ( nxx ,...,1 )     
 

 



24 

 

Демек, мақсаттық функцияның глобалдық минимумы келесі аралықта бар 

болатыны анықталды: 

    ̂    . 

 

Басқаша айтқанда, мақсаттық функцияның глобалдық минимумы      және 

      кӛлденең гипержазықтықтарының арасында орналасады.  

Егер            , онда       гипержазықтығы берілген   тұйық 

жиыныңда глобалдық минимумнан жоғары ӛтеді.  

Егер           , онда       гипержазықтығы берілген   тұйық 

жиыныңда глобалдық минимум арқылы немесе одан тӛмен ӛтеді. 

1.1-теорема дәлелденді.  

 

1.3 Глобалдық минимум мәнің «қақ бӛлу» әдісімен есептеу алгоритмі 

және оның жинақтылығы   

 1.1-теоремасын негізге  алып, (1.2)   глобалдық минимум мәнің қақ бӛлу 

әдісімен есептеуді қарастырайық.  ̂  глобалдық минимумы жоғарыда алынған 

[        аралығында жататын болғандықтан, алдымен, осы аралықтың    
     

 
    қақ ортасында кӛмекші функцияның            мәнің есептейміз. 

а) Егер            болса, онда  ̂   [      . Ары қарай      , 

       деп аламыз. 

ә) Егер            болса, онда  ̂  [      . Бұл жағдайда:      , 

      деп ауыстырамыз.  

Сонан соң [       аралығының    қақ ортасын анықтап,           

немесе             екеніне байланысты [        және [       

аралықтарының бірін  [        деп аламыз. 

Осы процесті аналогиялық түрде жалғастырсақ,      тізбегін аламыз:  

 

     
     

 
      

     

 
      

     

 
      

     

 
   .              (1.5) 

 

Енді әдістің жинақтылығын дәлелдейік. 

 1.2-теорема. Егер 1.1-теорема шарттары  орындалса, онда (1.5)  тізбегі 

ізделінді  ̂ глобалдық минимумға берілген          дәлдікпен жинақталады.  

 Дәлелдеуі.  (1.5) тізбегінің жалпы мүшесің қорытып жазсақ: 

 

   
 

 
       ,             ,              . 

 

(1.5) бойынша  

 
|     |, |     |,…, |       |, ...                         (1.6) 

 

тізбегін құрайық.  
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(1.6) тізбегінің глобалдық минимум мәніне жуықтайтын сандық тізбек екенің 

кӛрсетейік. Мұндағы аралықтардың   ,    ұштары            теңдігі мен  

            теңсіздігіне қанағаттандырады. (1.6)-ның алғашқы   мүшесі: 

 

|     |  
 

 
|           |  

 

 
|   

 

 
             |  

 

 
|     | 

 

немесе  

 

|     |  
 

 
|           |  

 

 
|
 

 
                |  

 

 
|     |. 

 

Аналогиялық  түрде,         ,      
 

 
              немесе        ,     

 

 
             деп алып, келесі айырмаларды ӛрнектейік: 

 

|     |  
 

 
|     |, 

|     |  
 

 
|     |  

 

 
|     |, 

|     |  
 

 
|     |  

 

 
|     |  

 

  
|     |, 

|     |  
 

 
|     |  

 

 
|     |  

 

  
|     |  

 

  
|     |, 

...      ...     ...     ...      ...     ... , 

|         |  
 

  
|     |. 

 

Бұдан шығатыны: [       аралығын қақ бӛлу процесін жалғастыру  арқылы,   -

нің қайсыбір  мәніңде   ̂  глобалдық минимум жататын [        аралығына  

жетеміз  және   оның        сол  жақ  ұшын   ̂   мәні  ретінде аламыз. 

1.3-теорема. 1.2-теорема шарттары орындалсын. Онда      
итерациялық тізбектің шегі              мақсаттық функцияның глобалдық 

минимумына           сызықтық жылдамдықпен жуықтайды. 

Дәлелдеуі. Алдыңғы теоремада  [       кесіндісі қысқарған сайын,    

мәні ізделінді  ̂ глобалдық минимумға жинақталатыны дәлелденді. Сонымен 

қатар, әр итерациядан кейін кесіндінің ұзындығы екі есе қысқаратыны анық.  

Демек,  

 

      
|       |

|       |
       

 

    
|     |

 

    
|     |

    . 

 

Яғни,      тізбегі глобалдық минимумға       жылдамдығымен 

жинақталады. Тізбектің мақсаттық функцияның глобалдық минимум мәніне 

жинақталатының ескерсек, бұл жақсы жылдамдық. 
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1.4  Глобалдық минимумның координаталарын табу алгоритмі 

   ӛлшемді   кубта берілген  

 

                
 

мақсаттық функцияның  глобалдық минимумы координаталарын анықтау 

алгоритмін қарастырайық. Жоғарыда табылған   ̂ глобалдық минимум 

нүктесінің координаталарын   кубында іздейік. Табылған аралықтың сол жақ 

ұшын глобалдық минимумның жуық  мәні     ̂  деп алынды, ал оның 

координаталарын іздеу барысында табылған аралықтың  оң жақ     ̂  ұшы 

алынады, себебі координаталарын табу үшін          ̂      теңсіздігі 

орындалғаны қажет:  

 

    ̂         
 

    . 

 

Табылған аралықтың ұзындығы     болатының ескеретін болсақ, соңғы 

ауыстыру елеулі ӛзгеріс әкелмейді.   кубын әр координата бойынша екіге қақ 

бӛлеміз. Сонда айнымалылар санына сәйкес, пайда болатын кубтар саны    

болып шығады. Оларды     ,     ,     ,... т.с.с. белгілейік, мұндағы бірінші 

индекс итерация ретін, екінші индекс бӛлуден кейінгі пайда болған 

квадраттардың реті. 

Кӛмекші функцияны осы кубтарда біртіндеп есептейміз: 

 

       

     ̂  ∫[|            ̂|               ̂ ] 
 

    

       

       

     ̂  ∫[|            ̂|               ̂ ] 
 

    

       

 

...      ...     ...     ...      ...     ...  . 

 

Ең болмағанда бір кубта кӛмекші функция оң мән қабылдайды. Кӛмекші 

функция оң мән қабылдаған кубты тағы    кубқа бӛлеміз:     ,      ,     ,.. . 

Осы бӛлуді қажетті дәлдікке жеткенімізше жалғастырамыз:         
 .  

Глобалдық минимум нүктесі ретінде кӛмекші функция оң мән 

қабылдайтын соңғы  кубтың ортасы алынады: 

 
     

 
  ̂ . 

 

Демек,  
                                                ̂              ̂     ̂  . 
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1.5  Итерация санын есептеу 

Құрылған әдістің әр итерациясында кӛмекші функция бір рет есептеледі 

және әр итерацияда глобалдық минимум жатқан аралық екі есе қысқарып 

отырады (1.5). Бастапқы ұзындық       итерациядан кейін: 

 

|         |  
 

  
                

 

қысқарады және бұл алгоритм қажетті дәлдікке жеткенше жалғасады. 

 

   
 

  
                                                 (1.7) 

 

Демек, егер     дәлдігі берілсе, онда  итерация санын алдын-ала есептеуге 

болады:  

      
     

  
                                             (1.8) 

 

Сонымен «кақ бӛлу» сандық әдісімен глобалдық минимумның жуық мәнің 

алдын ала берілген      дәлдікпен таба аламыз.  

Мысалы, [     кесіндісінде мақсаттық функцияның глобалдық 

минимумын          дәлдікпен есептеу керек. Демек,             және   

          орындалады. Олай болса,    ̂  мәнің есептеуге кететің итерация 

саны: 

  

      

   

     
      

 

Яғни, бүтін санға дӛңгелетсек, 10 итерация орындалу керек. Бастапқы [     
аралық 10 итерациядан кейін           есе қысқарады.  

1.1-суретте    итерация санының  
 

 
  шамасынан тәуелдігі графиктік түрде 

кескінделген. 

 

 
1.1-сурет –  Итерация санының ӛсу заңдылығы 

 

 

𝜀
 

 

𝑘 
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Минимум координаталарын анықтау үшін  кӛмекші функцияны есептеу 

саны:  [     ]. Мұндағы   – итерация саны,   –      функцияның 

аргументтерінің саны.  

Құрылған әдістің ерекшелігі, әрі артықшылығы – айнымалы санының 

артуы мен экстремум санының кӛптігі глобалдық минимумды есептеу үшін 

қажетті итерация санына әсер етпейді. 

1.1-мысал. Кӛрнекілік үшін жаpықтықта берілген бірнеше экстремумы 

бар үзіліссіз функцияны қарастырайық. 

 [      ] аралығында   берілген  

 

                                                      (1.9) 

 

мақсаттық функцияның глобалдық минимумын табу керек. Аналитикалық 

жолман есептейтін болсақ,  глобалдық   минимум:           . 

Берілген мақсаттық функция үшін     жағдайында  кӛмекші функция 

құрайық: 

        ∫[|                     |  

 

  

 

 

                        ]        
             

 Мақсаттық функцияның глобалдық минимумы жатқан  ̂  [        

ақырсыз аз аралығын 1.1-теоремасының шарттары орындалатындай етіп 

анықтау керек, яғни             және             болуы тиіс. 

 (1.9) мақсаттық функциясы мен     кӛлденең түзулердің графиктерін 

1.2-суреттен кескіндеуге болады.  
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1.2-сурет – (1.9) функция графигі және     түзулері 

 

Суретте                          функцияның графигі мен      

горизонталь түзулердің ӛзара орналасуы анық кӛрініп тұр. Глобалдық минимум 

 ̂  [     ,  себебі            және           . Кӛмекші функция 

таңбасы           .  Яғни глобалдық  минимум  тиісті  келесі    аралық: 

  ̂  [     .  Осылайша, глобалдық минимум жататын аралықты әр қадам 

сайын екі есеге қысқарта береміз. Әр итерацияда алынған   мен  
оған тәуелді         кӛмекші функциясының мәндері 1.1-кестесінде 

келтірілген. 

 

1.1-кесте – (1.9)  мақсаттық функциясының глобалдық минимумына жуықтау 

қадамдары 

  

  

Кӛмекші 

функцияның мәні 

y  жазықтығының 

орналасуы 
 ̂  глобалдық 

минимум тиісті 

аралық 

0                    түзуі  функция 

графигін қияды немесе 

одан жоғары орналасады 

 ̂          

0                       түзуі функция 

графигін жанайды немесе 

одан тӛмен орналасады 

 ̂  [        

1                 түзуі  функция 

графигін қияды немесе 

одан жоғары орналасады 

 ̂  [       
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1.1-кестенің жалғасы 

2                    түзуі функция 

графигін жанайды немесе 

одан тӛмен орналасады 

 ̂  [      

3                          түзуі функция 

графигін жанайды немесе 

одан тӛмен орналасады 

 ̂  [        

4  
       

                    түзуі  функция 

графигін қияды немесе 

одан жоғары орналасады 

 ̂
 [            

5    

       

                      түзуі 

функция графигін 

жанайды немесе одан 

тӛмен орналасады 

 ̂
 [              

6    

        

                        түзуі  

функция графигін қияды 

немесе одан жоғары 

орналасады  

 ̂   

[                

8    

         

                         түзуі 

функция графигін 

жанайды немесе одан 

тӛмен орналасады 

 ̂   

[          
         

9    

         

            
   

           түзуі 

функция графигін 

жанайды немесе одан 

тӛмен орналасады 

 ̂   

 [          
         

10    

         

            
   

           түзуі 

функция графигін 

жанайды немесе одан 

тӛмен орналасады 

 ̂   

[                  

11    

         

            
   

           түзуі  

функция графигін қияды 

немесе одан жоғары 

орналасады 

 ̂   

[          
          

12    

        

                         түзуі  

функция графигін қияды 

немесе одан жоғары 

орналасады  

 ̂   

[          
         

13    

         

                          түзуі  

функция графигін қияды 

немесе одан жоғары 

орналасады 

 ̂   

[          
          

14    

         

            
   

           түзуі  

функция графигін қияды 

немесе одан жоғары 

орналасады 

 ̂   

[          
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1.1-кестенің жалғасы 
15    

         

            
   

            түзуі 

функция графигін 

жанайды немесе одан 

тӛмен орналасады 

 ̂   

[          
          

16    

         

            
   

            түзуі  

функция графигін қияды 

немесе одан жоғары 

орналасады 

 ̂   

[          
          

17    

         

            
   

           түзуі 

функция графигін 

жанайды немесе одан 

тӛмен орналасады 

 ̂   

[          
          

 

Нәтижесінде, 17 итерациядан  кейін глобалды минимум жатқан [        

аралығынан [                   аралығына келдік. Функцияның  ̂           

глобалды минимумы          дәлдігімен табылды. (1.9) функциясының глобалды 

минимумын жоғарыда сипатталған әдіспен Visual Studio ортасында есептеу 

нәтижесі 1.3-суретте  кӛрсетілген. 
 

 
1.3-сурет – (1.9) функциясының глобалды минимумын 

VisualStudio ортасында есептеу нәтижесі 

 

1.6   Кӛмекші функция ҥшін соболевтік кубтық формула                                                                                                                                                                                                                                                   

Мақсаттық функцияның глобалдық минимумын табу үшін ұсынылып 

отырған  әдістің маңызды және қиындық туғызатын бӛлігі – кӛмекші функция 

мәндерін табу, дәлірек айтқанда, оның құрамындағы еселі интегралды (1.4) 

ттимді түрде есептеу. Бұндай күрделі функция мәндерін тез есептеу үшін 

сандық әдістерге жүгінеміз. Еселі интегралдың мәнің компьютердің кӛмегімен 

есептеуге арналған кубтық формулаларды қолданамыз. Кӛмекші функцияның 

мәнің есептеу үшін С.Л. Соболевтің кубтық формуласын [111, 5 б.] қолдану 

мүмкіндіктерін қарастырайық, себебі олар алгебралық жоғары дәлдікпен 

есептейді.   
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  нақты айнымалыдан тәуелді        функциясының   облысы бойынша 

 

     ∫       
 

 
                                (1.10)    

 

интегралының жуық мәнін есептеу үшін С.Л. Соболевтің «тұрақты шекаралық  

қабаты бар» торлы кубтық формулаларын қолданайық [111, 197 б.].  Оларға 

сәйкес, (1.10) интегралдың жуық мәні       функциясының                  

нүктелердегі  мәндерінің сызықтық комбинациясы түрінде ізделеді:  

 

            ∑           
                            (1.11) 

 

мұндағы:   – функцияның анықталу жиынын   векторының әр компонентасы 

бойынша бӛлетін интервалдар саны,      – соболевтік кубтық формуланың 

түйіндері.     – «шекаралық» коэффициенттері,   - тордың қадамы,   – 

элементар ұяшық,   – қадамдардың реті.  

Негізгі мәселе –    шексіздікке ұмтылғанда,       интегралы           

мәніне жылдам жуықтайтындай      коэффициенттерін табуға мүмкіндік 

беретін заңдылықты анықтау. 

Соболевтік кубтық формула (1.11) қарапайым формадағы интегралдау 

облысы бойынша жоғары алгебралық дәлдікпен есептелген, локалдық кубтық 

формулалардың қосындысы болып табылады. 

Соболев формулаларын құрайтын локалдық кубтық формулалардың 

коэффициенттері сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін шешу арқылы 

табылады. Ол үшін берілген нүктелерде      функциясымен бірдей мәндер 

қабылдайтын, яғни  (    )         ,              болатын,  реті   -нен 

аспайтын        полиномын табу керек. Ізделінді      кӛпмүшелігін          

теңдігі, мұндағы                жатық матрица,  

 

  (

   
     

  
   

  
  

     
   

  
   

   

), 

 

орындалатындай етіп алсақ, онда             локалдық коэффициенттері   

 

         

яғни 

 

          (

   
     

  
   

  
  

     
   

  
   

   

)                  

 

    (1.12) 



33 

 

сызықты жүйесімен анықталады. Мұндағы бүтінсанды матрицаның  

 

  |

   
     

  
   

  
  

     
   

  
   

   

|  ∏                    (1.13) 

 

анықтауышы – Вандермонд анықтауышы. Ол нӛлге тең емес.  

Есептеулердің тиімділігі және ықшамдылығы үшін   матрицасының 

ретін  -ға тең, яғни       деп алып,    локалдық   коэффициенттерін 

есептейік:   

 

∫        
 

 

 

 
;                                              (1.14) 

 

∫      

 

 

 ∑       
 

   
 

 

( 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
)   

 

                

(

  
 

      
      
     

     
     
        

    
     
      

        
          
            )

  
 

.   (1.15) 

 

Соңғы матрицалық теңдеуден      локалдық коэффициенттері анықталады: 

 

                

 

 ( 
 

 

 

 

 

 

 

 

 

 
)  

(

  
 

      
      
     

     
     
        

    
     
      

        
          
            )

  
 

   

  

 

Ізделінді коэффициенттерді жоғары дәлдікпен анықтау үшін, (1.15) 

формуладағы матрицаның кері матрицасының элементтерін рационал түрінде 

алу керек.  
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Егер кері матрицаны табудың белгілі бағдарламаларын қолдансақ, онда 

оның  элементтері ондық бӛлшектермен анықталады және жуықтап 

дӛңгелектенеді.Сондықтан, кері матрицаны «қолмен» есептеу арқылы табайық: 

 

    

(

 
 
 
 
 
 
 

   
  

  
 
  

 

   
    

 
  

   

  

   
   

 
   

 
  

  
 

 

 
  

 

   
   

  
  

  

  
  

 

  

 
   

  
 

 

 
  

 

  

        
   

  

  
  

 
 
  

 

  
   

  
 

  

 

   

  
  

  

  
  

 

  

 
  

  
 
 

 
  

 

  
  

  
 

 

 
  

 

   )

 
 
 
 
 
 
 

. 

 

Енді       полиномының локалды коэффициенттерін анықтаймыз:  

 

                

 

 (
    

    
 

    

    

    

    
 

    

    

    

    
 

   

    
). 

 

Осы нәтижелерден, С.Л. Соболевтің кубтық формулаларындағы шекара 

қабатының коэффициенттері табылады. Олар локалдық коэффициенттердің 

қосындысынан тұрады. 

  

{
 
 
 
 

 
 
 
 
                       

                   
    

    
 

               
    

    
 

             
    

    
 

         
    

    
 

       
   

    
 

 (1.16) 

 

(1.11) кубтық формулада алғашқы         және соңғы           

коэффициенттердің мәндерін (1.16)-дан аламыз: 

 

     ,        ,        ,        ,        , 

 

ал облыстың ортасындағы            коэффициенттерінің барлығы 1-ге тең. 

Анықталған коэффициенттердің кӛмегімен  (1.10) интегралын есептеуге 

мүмкіндік беретін кубтық формула  
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∫       
 

 
   ∑           

   ,                        (1.17) 

 

түрінде алынады. Мұндағы   айнымалылар саны,    - элементар ұяшықтың 

кӛлемін  анықтайтын, масштабтық кӛбейткіш.  

 Алынған кубтық формулаға кӛмекші функциядағы интеграл   астындағы 

ӛрнекті қойсақ: 

        ∫[|      |          ]   

  

 

  

 

   ∑   
 
   [| (    )   |  ( (    )   )]

 
                   (1.18) 

 

Кӛмекші функция мәндерін үлкен дәлдікпен есептеу үшін (1.18) 

соболевтік тұрақты шекаралық коэффициенттері бар кубтық формуласын 

қолданамыз.   Еселі интегралды есептеу біреселі интегралдардың 

кӛбейтінділерімен есептеледі. 

 

1.7 Тесттік функциялардың гобалды минимумдарын табу   

Тӛмендегі қарастыратын мысалдарда        үшін кӛмекші функция 

мәндері (1.18) формуласы бойынша есептеу жұмыстары кең тараған С++ 

(VisualStudio 2017) бағдарламалау тілінде орындалды [113]. 

1.2-мысал. Екі айнымалылы кӛпэкстремалды  

 

                                                (1.19) 

 

Растригин функциясын қарастырайық [112]. Бұл функцияның локалдық 

минимумдарының кӛптігі (1.4-сурет) функцияның ең кіші мәнді табуға 

қиындық туғызады. Сол себепті, ол глобалдық оптималдай алгоритмдерінің 

тиімділігін зерттеу үшін қолданатын тесттік функция болып табылады.       
         жиынында оның локалдық минимумдары кӛп.  
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1.4-сурет – Растригин функциясының графигі 

 

Жоғарыда сипаттаған жаңа алгоритмді негізге алып, (1.19) Растригин 

функциясының  ̂ глобалдық минимумын және оның координаталарын табу 

мәселесін градиент әдісімен шешу мүмкін емес, себебі градиент әдісі дӛңес 

функциялар үшін қолданылады, ал бұл жағдайда алғаш түскен локалды 

минимумды асып шыға алмайды. Растригин  функциясының ең кіші мәнің 

кӛмекші функция арқылы жоғары дәлдікпен табуға тырысайық. 

Алдымен Растригин функциясы үшін кӛмекші функцияны құрып аламыз: 

 

        ∫ ∫ [|                                |   

    

     

    

     

 

 

                                   ]     ,         (1.20) 

 

мұндағы  -ның бастапқы мәні ретінде кез-келген санды алуға болады. Егер 

мақсаттық функцияның мәндер жиыны белгілі болса, онда  -ны сол жиыннан 

аламыз. Ал мәндер жиыны белгісіз болса, онда     нүктесінен бастауға 

болады:       . Әрі қарай  -ның әрбір берілген мәнінде кӛмекші 

функцияның сәйкес мәнін есептейміз.  

Сипатталған алгоритм бойынша,      горизонталь жазықтығы 

мақсаттық функцияның графигін қимайды, оның тӛменгі жағынан ӛтеді.  

Қажетті дәлдікке қол жеткізілгенде есептеу тоқтатылады. 2.1-кестеде есептеу 

нәтижелері келтірілген: 
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1.2-кесте – (1.19)  функциясының глобалдық минимумына жуықтау қадамдары 

   

 

Кӛмекші 

функция 

мәндері 

    жазықтығының функция 

графигіне қатысты орналасуы 

 ̂  глобалдық 

минимумы жатқан 

аралық 

1             
 

    жазықтығы функция 

графигін жанайды немесе одан 

тӛмен ӛтеді  

 ̂  [      

2                 жазықтығы функция 

графигін қияды немесе одан  

жоғары ӛтеді  

 ̂  [   ] 

3                       горизонталь жазықтығы 

функция графигін қияды немесе 

одан  жоғары ӛтеді  

 ̂  [     ] 

4                
   

       жазықтығы функцияның 

графигін қияды немесе одан  

жоғары ӛтеді 

 ̂  [      ] 

 …. … … … 

  
         

 

            
   

           жазықтығы 

функцияның графигін қияды 

немесе одан  жоғары ӛтеді 

Берілген дәлдік 

орындалды:  
 ̂  [          ] 

 

Растригин    функциясының  жалғыз глобалдық   минимумы  бар  және ол  

  ̂    мәніне тең.

 Жоғарыда  қарастырылған  мысалдарда  глобалдық  минимумның   мәні 

           дәлдікпен  24 итерацияда анықталды. Глобалдық  минимум    мәні  

ретінде    ̂  [          ] аралықтың сол жақ ұшы алынды.  

1.3-мысал. 1.2 мысалда берілген Растригин функциясының глобалдық 

минимумның координаталарын табу керек. Глобалдық минимумның 

координаталарын табу үшін глобалдық минимумның мәні ретінде   ̂  
         табылған аралықтың оң жақ ұшын аламыз. Ӛйткені ол кӛмекші 

функция оң мәнге ие болатындай  -мен анықталады. 

Глобалдық минимумның координаталарын  мақсаттық функцияның 

               анықталу жиынынан іздейік. Берілген [          ]  
[          ]  квадратын тең тӛрт бӛлікке бӛліп, келесі квадраттарды аламыз: 

[       ]  [       ] , [       ]  [      ] , [      ]  [      ]  және 

[      ]  [       ] . Осы квадраттар үшін тӛрт ӛзгертілген  кӛмекші  

функция  құрамыз. Яғни,  (1.21)   кӛмекші   функцияға  ̂ мәнін береміз және 

оны табылған кіші квадратта интегралдаймыз. Бірінші квадрат бойынша 

алынған ӛзгертілген кӛмекші функция мына түрде болады: 

 

      ̂   

 ∫ ∫ [|                                       |   

 

     

 

     

 

 

                                           ]     .  (1.21) 
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Оның мәні – оң сан. Бұл мақсаттық функция осы квадратта ӛзінің ең кіші 

мәніне ие болатынын білдіреді.  Қалған квадраттар бойынша қарастырмауға 

болады. Енді [       ]  [       ]  бірінші квадратты тӛртке бӛлеміз. 

Алынған кіші кватраттар үшін ӛзгертілген кӛмекші функцияларды есептейміз. 

Аналогия бойынша осы процесті жалғастырамыз, яғни ӛзгертілген кӛмекші 

функцияның мәні оң болатын квадраттарды таңдап, оны қақ бӛлеміз. Сӛйтіп, 

глобалдық минимум  жатқан квадрат анықталады. Растригин функциясының 

глобалдық минимумының координаталарын табуда алынған аргумент пен 

кӛмекші функция мәндері 1.3-кестеде кӛрсетілген. 

 

1.3-кесте – (1.19) Растригин функциясының глобалдық минимумының 

координаталарын табу қадамдары кӛрсетілген 
Интегралдау жиыны Ӛзгертілген 

кӛмекші 

функцияның мәні 

Келесі қадам 

[          ]  [          ]        ̂    Қаралған жиынды тӛртке 

бӛлеміз 

[       ]  [       ]        ̂    Қаралған жиынды тӛртке 

бӛлеміз 

[           ]  [           ]        ̂    Бұл бӛлікті қарастырмаймыз, 

келесі квадратқа ӛтеміз  

[           ]  [       ]        ̂    Бұл бӛлікті қарастырмаймыз, 

келесі квадратқа ӛтеміз 

[       ]  [       ]        ̂    Қаралған жиынды тӛртке 

бӛлеміз 

… … ... 

yx ]0;000001.0[]0;000001.0[         ̂    Қажетті дәлдік алынды. 

Глобалдық минимумды 

іздеуді тоқтатамыз 

 

Глобалдық минимумның координаталарын іздеу қадамдары         

дәлдігіне  қол жеткен кезде алгоритм тоқтайды. 

Глобалдық минимум нүктесінің координаталары соңғы квадраттың 

ортасы болады:   ̂  
             

 
             және  ̂  

             

 
 

          .  

Сонымен, глобалдық минимумның жуық мәні мен координаталарын 

таптық:         . Олар Растригин функциясының этолонды мәндерімен 

сәйкес келеді. 

 Ескеретін жәйт, қарастырылған мысалдарда нәтижелері        

дәлдігімен алынды. Олар этолонды мәндермен сәйкес келді. Сипатталған 

алгоритм артық жұмыс жасамай, бірден глобалдық минимум мәніне 

жинақталады. Қолданылған әдістің ерекшелігі – алдымен мақсаттық 

функцияның глобалдық минимумы табылады, содан соң оның координаталары 

ізделеді. Мұндай процесс есептеулер санын күрт азайтуға ықпал етеді. 



39 

 

2  КӚМЕКШІ ФУНКЦИЯНЫҢ ҚАСИЕТТЕРІ    ЖӘНЕ 

ГЛОБАЛДЫҚ МИНИМУМ ШАРТТАРЫ 

   

2.1 Кӛмекші функцияның негізгі қасиеттері 

     – n-ӛлшемді Евклид кеңістігіндегі тұйық жиын. 

       үзіліссіз функция, яғни            |             
жиыны      үшін ӛлшенімді болсын.  

1.1 бӛлімінде қойылған негізгі мәселені шешу, яғни  

 

 ̂                                        (2.1) 

 

табу үшін маңызды рӛл атқаратын, еселі интеграл арқылы ӛрнектелген бір 

айнымалылы  

 

        ∫ [|      |        ]   
 

,     ,    ,   (2.2) 

 

кӛмекші функцияның негізгі қасиеттерін зерттейміз. 

1.1-лемма. Көмекші функция мынадай қасиеттерге ие: 

1)     үшін              
2)    ,     , үшін          ;  

3)     ,      және   ,    ̂,  үшін                     ; 

4)     ,     и    ,    ̂,  үшін                    ; 

5)   ,     ̂, үшін                  ;  

6)          ,  үшін                    . 

Дәлелдеуі. 

 

1)             |             жиыны үшін 

 

        ∫[|      |        ]   

 

  

 

 ∫ [|      |        ]   

        

 ∫ [|      |        ]   

      

  

 

 

 ∫ [               ]   

        

 ∫ [                ]   

      

  

 ∫ [ (      )]
 
  

      

    

 

2)          ∫ [|   |     ]    
 

∫ [         ]    
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3)             ∫ [|        |          ]   
 

   

 

   ∫[|      |        ]   

 

            

 

4)              ∫ [|          |            ]   
 

  

 

 ∫[|      |         ]   

 

          

 

5)           ∫ [|        |          ]   
 

  

 

 ∫[|      |        ]            

 

 

 

6)          ∫ [|       |         ]   
 

    

 

   ∫[|      |        ]   

 

            

1-лемма дәлелденді. 

2.1-теорема.           функциясы      ̂ үшін кез-келген             ,   

     шектелген аралығында бірқалыпты үзіліссіз,  мұндағы      ,    .       

Дәлелдеуі.             шарттары орындалатындай кез-келген      және 

    таңдап, айырманың модулін бағалайық: 

 

|                 |   
 

 |∫[|       |         ]
    ∫[|       |         ]

   

  

|   

 

 | ∫ [ (       )]
 
  

       

 ∫ [ (       )]
 
  

       

|   
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 | ∫ [ (       )]
 
   ∫ [ (       )]

 
  

               

 

       

 

 

 ∫ [ (       )]
 
  

       

|  | ∫ [        

       

(( (       ))
   

  

 

 ( (       ))
   

( (       ))    ( (       ))
   

)]   |   

 

 | ∫ [ (       )]
 
  

               

|         

 

   | ∫ [        

       

(( (       ))
   

  

 

 ( (       ))
   

( (       ))     

 

 (( (       ))) ( (       ))
   

 ( (       ))
   

)]   | 

 

   | ∫ [ (       )]
 
  

               

| 

 

        жиынында келесі теңсіздіктер орындалатыны анық: 

 

( (       ))
   

 (        )
   

    

 

( (       ))
   

 (        )
   

    

 

ал                 жиынында: 

 

( (       ))
 

 ( (       ))
   

 (       )    |     |  

 

Сондықтан тӛмендегі бағаларды алу қиын емес:  
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      |     | (       )     |     |       |     |  
 

мұндағы              
 

     |     | ( (       )   (       ))    |     | (       ) 

 

   |     |       |     |  
 

мұндағы              Олай болса, кез-келген      үшін  

 

  
 

     
 

 

              
 

 

           
  

 

мұндағы      ,  деп алу жеткілікті. Сонда |     |     теңсіздігін 

қанағаттандыратын кез-келген        сандары үшін мына теңсіздік 

орындалады:    

 

|                 |               |     |  
        

       
    

 

Кӛмекші функцияның бірқалыпты үзіліссіздігі дәлелденді. 

2.2-теорема.          көмекші функция   ̂     аралығындағы әрбір    

нүктесінде дифференциалданады, мұндағы   ̂              . 

Дәлелдеуі.        ̂ болсын. Функцияның ӛсімшесін қарастырайық: 

 

                   

 

 ∫[|          |            ]    

 

 

 ∫[|      |        ]    

 

 

 

 ∫ [ (        )]
 
  

        

 ∫ [ (      )]
 
  

      

  

 

 ∫ [ (        )]
 
  

      

 ∫ [ (        )]
 
  

               

  

 

 ∫ [ (      )]
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 ∫ *  ((        )
   

 (        )
   

(      )     

      

 

 

 (      )
   

(        )  (      )
   

)+     

 

 ∫ [ (        )]
 
  

               
       , 

 

мұндағы 

 

   ∫ * ((        )
   

 (        )
   

(      )     

      

 

 

 (      )
   

(        )  (      )
   

)+     

 

   ∫ [ (        )]
 
  

               

  

Олай болса, 

 

   
   

    ∫  [ (      )]
   

               

      

 

 

Ал      -да  

 

    ∫ [ (        )]
 
  

               
  

 

ақырсыз аз шама болатыны байқалады, себебі интеграл астындағы квадрат 

жақша ішіндегі ӛрнек    санынан аспайды          және   ӛлшемінің 

үзіліссіз болуынан 

 

          ( (        )   (      ))    

 

шығады. Демек 
   

  
              

 

Теорема дәлелденді. 

2.1-салдар.  Кез-келген натурал      саны  үшін көмекші функцияның 

   ретті туындысы 



44 

 

    

   
                . 

 

 2.3-теорема.          функциясы   ( ̂    аралығында қатаң дөңес,  

мұндағы     ,    . 

Дәлелдеуі.         ̂ орындалатындай        сандарын қалауымызша 

таңдайық. Кез-келген         үшін        
         

    
  ,    , 

    (Коши) теңсіздігін  қолданып, келесі теңсіздіктің дұрыстығын 

дәлелдейміз: 

 

  (  
     

 
)  

 

 
(                  )  

 

Соңғы теңсіздіктің сол жағын кӛмекші функцияның анықтамасы бойынша 

ашып, түрлендірсек: 

 

  (  
     

 
)  ∫[|     

     

 
|       

     

 
]
 

   

 

 

 

 
 

  
∫[|             |               ]

    

 

 

 
 

  
∫[|               |                     ]

    

 

 

 

 
 

  
∫[ |       |            |       |          ]

      

 

 

 

1-леммадағы 1) тұжырымға сәйкес интеграл таңбасы астындағы жай жақшалар 

ішіндегі ӛрнектер теріс емес, сондықтан жоғарыдағы Коши теңсіздігіне 

сүйеніп, келесі бағаларды аламыз: 

 

   

 
 

  
∫    [ |       |          

  

 

 

  |       |          
 ]    

 

 
 

 
(                  )  

яғни 

  (  
     

 
)  

 

 
(                  )  
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Теорема дәлелденді.  

 2.4-теорема.            функциясы    ̂     аралығында өспелі.  

Дәлелдеуі.             ̂    ,         , болсын.  

                  теңсіздігі орындалатынын кӛрсетейік. 

 

                  ∫[|       |           ]
    

 

 

 ∫[|       |           ]
    

 

 

 ∫ [|       |           ]
   

         

 ∫ [|       |           ]
    

       

 

 ∫ [|       |           ]
   

         

 ∫ [|       |           ]
    

       

 

 

 ∫    [       ]   

       

 ∫    [       ]   

       

  

 

 ∫    [       ]   

               

 ∫    [       ]   

       

  

 

 ∫    [       ]   
       

. 

 

Аралықта тек оң мәндер қабылдайтын функцияның осы аралық бойынша 

интегралы да оң сан болатындықтан: 

 

∫    [       ]   

               

   

және 
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∫    [       ]   

       

 ∫    [       ]   

       

  

 

   ∫  [       ]  [       ]  ]  
       

= 

 

   ∫        [                         (       )  

       

 

 

   (       )                          ]    

 

   ∫        [                          

       

 

 

                             ]    

 

    ∫                    
       

    , 

ӛйткені      . 

2.5-теорема.  Егер                ̂,      ,         ,           

болса, онда 

А)    ,     ̂,   үшін                      ;  

Ә)    ,   ̂     ̂  
 

 
,   үшін                   . 

Дәлелдеуі. А) Глобалдық минимум мақсатты функцияның барлық басқа 

мәндерінен кіші:  ̂     ̂      .    ,        ̂ ,  үшін кӛмекші функциядағы 

модуль оң мәнмен ашылады:   

 

        ∫[|      |          ]    

 

 

 

=∫ [             ]    
 

 . 

 

Тура осылайша,             орындалады. Демек,     ̂  болғанда  мәні   

үшін  нӛлге тең.  

Ә) Ал      ̂     үшін,  яғни       ̂   болғанда  модуль теріс таңбамен 

ашылады. Сондықтан 

 

        ∫[|      |          ]    

 

 

=∫ [              ]    
 

∫ [ (      )]
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   ∫[      ]     

 

 

 

және  аналогия бойынша             орындалады,  яғни    ,    ̂,  үшін 

кӛмекші функцияның мәні оң. 

Енді     ̂  болғанда         және            функцияларының  

айырмасын  түрлендірейік:       
 

                 
 

 ∫[|      |          ]    ∫[|      |          ]   

 

 

 

 

 

 ∫ [|      |          ]    ∫ [|      |          ]    

              

 

 

 ∫ [|      |          ]    

        

 

 

 ∫ [|      |          ]   

      

  

 

 ∫ [|      |          ]    

      

 ∫ [|      |          ]   

      

  

 

 ∫    [      ]   

      

 ∫    [      ]   

      

  

 

 ∫     [      ]     [      ]    

      

  

Сонымен 

                ∫     [      ]     [      ]    
      

.  (2.3) 
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Интегралдың қасиетін ескеріп: Егер      функциясы  [   ] кесіндісінде 

таңбасын сақтаса,  онда   ∫       
 

 
   интегралы      функциясымен таңбалас 

болады, яғни егер     [   ]  үшін          болса, онда    ∫       
 

 
  .  

 Егер      ̂     ̂  
 

 
 ,       болса,   онда           

 

 
   және      

   [      ]     [      ]   , себебі    . Демек, (2.3)  ӛрнегіндегі 

интеграл теріс мәнге ие болады                   . 

 Жоғарыда дәлелденген қасиеттерге сүйеніп, кӛмекші функция графигінің 

сұлбасын 2.1-суретте кескінделген: 

 

 
2.1-cурет –  Кӛмекші функция графигінің сұлбасы 

 

2.2  Глобалдық минимумның қажетті және жеткілікті шарттары  

Мақсаттық функцияны кқмекші функцияға түрлендіріп, қасиеттері 

зерттелді. Мақсаттық функцияның глобалдық минимумының кӛмекші 

функцияға қатысын қарастырайық. 

2.6-теорема.  Егер               ̂      болса, онда  
 

        ̂   .     (2.4) 

 

Дәлелдеуі.   ̂ – глобалдық минимум мәні  болсын, онда кез-келген      

үшін        ̂ орындалады. Олай болса,  2.5-теорема бойынша    

  
      ̂   

 

 ∫[|      ̂|        ̂]    

 

 

 ∫[       ̂        ̂]      
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2.2-салдар.       мақсаттық функцияның  глобалдық минимумы  

        көмекші функцияның нөлі болады.  

2.7-теорема.  Егер                         ̂ болса, онда   

            ̂ . 
Дәлелдеуі. Қарсы жору әдісін қолданайық.  ̂                    

    және    функциясының глобалдық минимумы   ̃-ға тең, бірақ    ̃   ̂, 

болсын. Егер      ̂    ̃  және     болса, онда      ̃  жиыны      ̂  

жиынының ішкі жиыны болады. Сондықтан  (     ̂ )   (     ̃ ). Бұдан 

шығатыны:  

  

      ̂   

 

 ∫[|      ̂|        ̂]    

 

∫ [|      ̂|        ̂]    

       ̂ 

 

 

 ∫ [|      ̂|        ̂]    

     ̂ 

∫ [       ̂        ̂]    

       ̂ 

 

 

 ∫ [        ̂        ̂]   

     ̂ 

 ∫ [ ( ̂      )]
 
  

     ̂ 

  

 

Олай солса,   

      ̂  ∫ [ ( ̂      )]
 
  

     ̂ 
      (2.5) 

 

 ̂    ̃     болғандықтан және   ̂    ̃      ̃. Онда:  

     ̂      |      ̂  ,         ̃         |       ̃      және  

      ̃      |       ̃   жиындары үшін 

 

      ̃       ̃          ̂  

 

орынды.   

Егер    ̃         ̃     ̂  болса, онда келесі теңсіздіктің 

орындалатынына кӛз жеткігу қиын емес:     ̂        ̂     ̃      .    (2.5) 

интегралын түрлендіріп, тӛменнен баға аламыз: 

 

      ̂   

 

 ∫ [ ( ̂      )]
 
  

     ̂ 

 ∫ [ ( ̂      )]
 
  

     ̂        ̃   
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 ∫ [ ( ̂      )]
 
  

      ̃   

 ∫ [ ( ̂      )]
 
   

      ̃   

 

 

 [  ] ∫   
      ̃   

 [  ]         ̃       . 

  

Соңғы теңсіздік  (2.4) теңдігіне қайшы келеді. Демек, жоруымыз – дұрыс емес. 

Теорема дәлелденді.  

2.3-салдар.         көмекші функциясының ең үлкен нөлі    мақсаттық 

функциясының  глобалдық минимумының дәл мәніне тең. 

 

2.3  Бірнеше айнымалылы функцияның глобалдық минимумын 

кӛмекші функцияның ең ҥлкен нӛлі ретінде анықтау мысалдары 

Осы және кейінгі бӛлімдерде берілген мақсаттық функцияның глобалдық 

минимумын анықтау үшін кӛмекші функция әдісін қолданудың тиімділігін 

кӛрнекі кӛрсету мақсатында әр түрлі негізде құрылған бірнеше айнымалылы 

типтік тесттік функциялар қарастырылады. Оларға сәйкес кӛмекші 

функциялардың қасиеттерін зерттеу, графиктерін стандартты Matlab, Exel 

бағдарламалары бойынша кескіндеу арқылы салыстырмалы талқылаулар және 

тиісті қорытындылар жасалады. 

2.1-мысал. Кӛмекші функция әдісін қолданудың кӛрнекілігі үшін 

алдымен  мақсаттық функцияны қарапайым етіп, яғни оның глобалдық 

минимумын аналитикалық жолмен де, кӛмекші функция арқылы да аныӛтап, 

нәтижелерін салыстыру мүмкін болатындай етіп таңдайық: 

 

                                                       (2.6) 

 

Бұл функцияның [    ]  кесіндісіндегі глобалдық минимумын аналитикалық 

жолмен тапсақ:    (
 

 
)   

  

  
        . Берілген (2.5) функциясының графигі 

2.2-суретте кӛрсетілген. 

 

 
2.2-сурет – (2.6) функциясының графигі 

-2

-1,5

-1

-0,5

0

0,5

1

-1 -0,9-0,8-0,7-0,6-0,5-0,4-0,3-0,2-0,1 0 0,1 0,2 0,3 0,4 0,5 0,6 0,7 0,8 0,9 1
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       функциясының глобалдық минимумын құрылған әдіспен анықтау үшін 

кӛмекші функция құрамыз: 

  

          
 

 ∫ [|                |                    ]    
 

  
     (2.7) 

                                                                    

(2.6) функциясының  графигі 2.3-суретте берілген. 

 

 
2.3-сурет –  (2.7) функциясының графигі 

 

2.5-теоремасында дәлелденгендей,  (2.6) мақсаттық функцияның 

глобалдық минимумының мәні оған сәйкес құрылған (2.7) кӛмекші 

функцияның ең үлкен нӛліне тең болады.  Кӛмекші функцияның ең  үлкен 

нӛлін қақ бӛлу әдісін қолданып, Visual Studio ортасында есептеу нәтижелері 

2.4-суретте келтірілген: 

 

 
2.4-сурет –  (2.7) функциясының ең үлкен нӛлін VisualStudio 

ортасында есептеу нәтижесі 

 

0

0,1

0,2

0,3

0,4

0,5

0,6

0,7

-2 -1,95 -1,9 -1,85 -1,8 -1,75 -1,7 -1,65 -1,6 -1,55 -1,5 -1,45 -1,4 -1,35 -1,3
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Демек, оптималдау есебі кӛмекші функцияның ең үлкен нӛлін табу 

есебіне ауысады. 2.4-суреттен (2.7) функциясының ең   үлкен нӛлінің          

дәлдікпен алынған жуық мәні         -ге тең.  

2.2-мысал. Екі айнымалылы дӛңес функция қарастырайық:  

 

                                                       (2.8) 

 

Берілген функцияның келесі жиында:  

 

                 

 

глобалдық минимумын табу керек. 

Бұл – графигі эллипстік параболоид болатын функция (2.4-сурет). Оның 

жалғыз минимум нүктесі бар:              . 

 

 
2.5-сурет –  (2.8) функциясының графигі 

 

Берілген                       жиында функцияның глобалдық 

минимумын табу үшін кӛмекші функция кұрамыз:   

  

          

 

 ∫ ∫[|                |

 

  

 

  

  

 

                   ]                                (2.9) 

 

Оның графигі 2.6-суретте кескінделген. 
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2.6-сурет– (2.8) функциясының графигі 

 

Берілген (2.8) мақсаттық функцияның глобалдық минимумын табу үшін 

(2.9) кӛмекші функцияның ең үлкен нӛлін табу қажетті және жеткілікті 

болғандықтан 2.7-суреттен кӛмекші функцияның ең үлкен нӛлінің жуық мәні 

VisualStudio ортасында   -ге  тең екені анықталды.  

 

 
2.7-сурет –  (2.9) функциясының ең үлкен нӛлін 

VisualStudio ортасында есептеу нәтижесі 

 

2.3-мысал. Екі айнымалылы кӛпэкстремалды Экли функциясын [112] 

қарастырамыз: Оның глобалдық минимумының эталонды мәні:          . 

 

                √                                              (2.10) 

 

Берілген функцияның келесі жиында:  

 

                 

 

глобалдық минимумын табу керек. Экли функциясының графигі 2.8-суретте 

кӛрсетілген. 

 

0

0,5

1

1,5

2

2,5

3

3,5

4

4,5

5

-8,2 -8 -7,8 -7,6 -7,4 -7,2 -7 -6,8 -6,6



54 

 

 
2.8-сурет– Экли функциясының графигі 

 

Экли функциясына сәйкес кӛмекші функцияны қарастырайық: 

 

          

 

 ∫ ∫*|        √                                         |

 

  

 

  

  

 

          √                                          +
 
           (2.11) 

Оның графигі  2.9-суретте кӛрсетілген.  

 

 
2.9-сурет –  (2.11) функциясының графигі 
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Экли функциясының глобалдық минимумының эталонды мәні:          . 

Есептеу тәжірибесі  келесі нәтижені кӛрсетеді:      
                . 

Әдістің дәлдігі:        . 

Енді құрылған әдістің тиімділігін кӛрнекі кӛрсету  мақсатында арнаулы 

түрлердегі тесттік функциялар құрып,   оларға сәйкес кӛмекші функцияларды 

әр түрлі   үшін зерттейміз, глобалдық минимумдарын анықтаймыз.    

А.В.  Кузнецов пен А.И.  Рубан [139-140] зерттеулерінде тесттік 

функциялар гиперболалық және экспоненциалдық потенциалдар негізінде  

құрылған. Сол әдістерді негізге алып тӛртӛлшемді кеңістікте бірнеше 

минимумдары бар тесттік функциялар құрамыз. Олардың тиімділігі – локалды 

және глобалдық минимумдарының координаталарын ӛзіміз таңдаймыз, яғни 

глобалдық минимумның мәнің  алдын-ала біле аламыз.  

2.4-мысал. Гиперболалық потенциал негізінде тӛмендегі 3 айнымалылы 

тесттік функцияны қарастырайық: 

 

           
 

   |   |  |   |  |   |    
  

 
 

   |   |  |   |  |   |      
  

 

 
 

    |   |    |   |    |   |      
  

 

 
 

   |   |    |   |    |   |        
.                             (2.12) 

 

Бұл функцияның 4 локалды минимумы бар:         ,          , 

        ,           және глобалдық минимум          нүктесінде 

қабылданатынына және глобалдық минимум,    ̂                екеніне кӛз 

жеткізу қиын емес. 

Енді           глобалдық минимумын кӛмекші функцияны қолданып 

анықтайық. 

          функциясы [      ]   [      ]    [      ] кубында 

кӛмекші функция құрайық: 

 

          

 

 ∫ ∫ ∫ [|           |               ]     
  

   

  

   

  

   
  ,    .    (2.13) 

 

Осылайша,           мақсаттық функцияның глобалдық минимумын табу 

есебінен           кӛмекші функцияның «ең үлкен нӛлін» табу есебіне кӛштік. 

Кӛмекші функцияның бір ғана   параметрінен тәуелді екені және «тиімді» 

қасиеттерге (теріс емес, қатаң дӛңес, бірқалыпты үзіліссіз және т.б.) ие екені 
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белгілі. Енді кӛп айнымалылы кӛпэкстремалды функциядан бір айнымалылы 

дӛңес функцияға ауыстық. 

 (2.13) функциясын  -нің бірнеше мәндері үшін зерттейік. Ол      

үшін қатаң ӛспелі функция. Оның графигі тӛмендегі 2.10-суретте  келтірілген. 

 

 
2.10-сурет –  (2.13) функциясының графигі 

 

         жағдайлары үшін   ̂                 ̂     мәндерін 

табу нәтижелерін есептеп кӛрсетейік. 

 

2.1-кесте –  (2.13) функциясының әр түрлі          жағдайлары үшін алынған 

мәндері 

                             

0 7,6 7,17809 8,73493 

-10 0 0 0 

-5 0 0 0 

-2,5 0 0 0 

-1,25 0 0 0 

-0,625 0,0013 0,0039362 0,00755927 

-0,9375                            

-1,09375 0 0 0 

-1,015625 0 0 0 

-0,9765925                           

-0,99609375                              

-1,005859375 0 0 0 

-1,0009765625                               
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2.1-кестесінің жалғасы 

-1,0034179688 0 0 0 

-1,0021972657 0 0 0 

-1,0015869141 0 0 0 

-1,0012817383                               

-1,0014343262 0 0 0 

-1,0013580323 0 0 0 

-1,0013198853                               

-1,0013389588 0 0 0 

-1,0013294221 0 0 0 

-1,0013246537                             

-1,0013270379 0 0 0 

-1,0013258458 0 0 0 

-1,0013252498                               

-1,0013255478 0 0 0 

-1,0013253988                               

-1,0013254733                             

-1,0013255106                             

-1,0013255292 0 0 0 

-1,0013255199                               

-1,0013255246 0 0 0 

-1,0013255223 0 0 0 

-1,0013255211 0 0 0 

-1,0013255205                               

-1,0013255208 0 0 0 

-1,0013255207 0 0 0 

-1,0013255206 0 0 0 

-1,00132552055                             

-1,00132552058                               

 

 Сонымен кӛмекші функцияның ең үлкен нӛлі  -нің әр түрлі үш мәні 

үшін 42 итерациядан соң           дәлдігімен   ̂   1,00132552058  

табылды. Кӛмекші функция мәндері VisualStudio ортасында есептелді. 

2.5-мысал. Үш айнымалылы кӛпэкстремалды мақсаттық функцияны 

экспоненциалдық потенциал негізінде құрайық: 

 

                 (|   |    |   |    |   |   )   
 

        |   |  |   |  |   |    
 

         |   |  | |  |   |         (|   |    |   |    |   |   )   
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        | |    | |    |   |                                       (2.14) 

 

Айқын кӛрінетіні, (2.13) функциясының 5 локалды минимумы бар: 

        ,           ,        ,          ,          нүктелерінде. Ал 

глобалдық минимум         нүктесінде қабылданады және  

 ̂               .  

Енді           мақсаттық функцияның глобалдық минимумын кӛмекші 

функцияны қолданып анықтайық.  

          функциясы үшін [      ]   [      ]    [      ] кубында 

кӛмекші функция құрамыз: 

 

          

 

 ∫ ∫ ∫ [|           |               ]     
  

   

  

   

  

   
        (2.15)       

 
          функциясынан          кӛмекші функциясына кӛштік. Мақсаттық 

функцияның  ̂ глобалдық минимумының мәні кӛмекші функцияның «үлкен» 

нӛліне сәйкес келетіндіктен, әрі қарай кӛмекші функцияның нӛлдерін 

зерттейміз.   кӛрсеткішінің бірнеше мәні үшін функциялардың  графиктері 

2.11-суретте кескінделген. 

 

 
2.11-сурет –  (2.15) функциясының графигі 

 

Кӛмекші функцияның «ең үлкен нӛлін» табу үшін алдыңғы мысалда 

қолданылған қақ бӛлу әдісін қолданамыз. «Ең  үлкен нӛлге» жуықтау процессі 

2.2-кестеде кӛрсетілген. 
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2.2-кесте. (2.15) функциясының әр түрлі          жағдайлары үшін мәндері 
                             

0         12620,1 1132,9 

-10 0 0 0 

-5 356,491 29,211 8,75615 

-7.5 0 0 0 

-6.25 0,469733 0,27444 0,21661 

-6.875                 0,00027718 

-7.1875 0 0 0 

-7.03125 0 0 0 

-6.953125                            

-6.9921875                            

-7.01171875 0 0 0 

-7.001953125 0 0 0 

-6.9970703125                             

-6.99951171875                                

-7.000732421875 0 0 0 

-7.0001220703125 0 0 0 

-6.99981689453125                               

-6.999969482421875                               

-7.000045776367187 0 0 0 

-7.000007629394531                               

-7.000026702880859 0 0 0 

-7.000017166137690000 0 0 0 

-7.000012397766110000 0 0 0 

-7.000010013580320000 0 0 0 

-7.000008821487420000                               

-7.000009417533870000                               

-7.000009715557090000                               

-7.000009864568710000                               

-7.000009939074510000                             

-7.000009976327410000                             

-7.000009994953870000                               

-7.000010004267090000 0 0 0 

-7.000009999610480000                             

-7.000010001938790000                               

-7.000010003102940000 0 0 0 

-7.000010002520870000 0 0 0 

-7.000010002229830000                             

-7.000010002375350000                               

-7.000010002448110000 0 0 0 

-7.000010002411730000 0 0 0 

-7.000010002393540000                             

-7.000010002402630000                               

 

Сонымен, кӛмекші функцияны қолданып, қарастырылыпотырған 

функцияның глобалдық минимумының  ̂                 мәнің  
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анықтадық. Табылған мән (2.14) тесттік функцияның алдын-ала анықталған 

мәніне сәйкес келеді. 

Глобалдық минимумды табу үшін  -нің үш түрлі мәнінде де 42 итерация   

орындалды және         дәлдігіне қол жеткізілді. 

 Қорыта айтқанда,  кӛмекші функцияның   кӛрсеткіші қақ бӛлу 

әдісінің итерация санына әсер етпейді. Туындыға қатысты әдістер тиімділігін 

арттыру мүмкін.  

Қорыта келсек, жоғарыда дәлелденген тұжырымдардардан шығатыны: 

  (    ) функциясының маңызды қасиеттері  (оның бірайнымалылы 

болатындығы, дӛңестігі, терісеместігі, шектелген аралықта бірқалыпты 

үзіліссіздігі, жоғары ретті туындыларының табылатындығы, монотонды ӛспелі 

болуы) мақсатты функцияның айнымалыларының санынан да, локалдық 

экстремумдар санынан да тәуелді емес және оның глобалдық минимумының 

қажетті және жеткілікті шарттарын айқындауға, яғни глобалдық минимумды 

жоғары дәлдікпен анықтау үшін үнемді әрі ұтымды әдіс құруға мүмкіндік 

береді. 

 Сонымен қатар   кӛрсеткішінің функцияның ӛзгеруіне әсерін тиімді 

пайдалана отырып, итерация санын азайтуға қол жеткізуге болады. 
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3  КӚМЕКШІ ФУНКЦИЯНЫҢ «ЕҢ ҤЛКЕН НӚЛІН» ЖУЫҚТАП 

ТАБУ ӘДІСТЕРІ ТУРАЛЫ 

 

Алдыңғы бӛлімде мақсаттық функцияның глобалдық минимумын анықтау 

есебінен кӛмекші функцияның «ең үлкен нӛлін» табу есебіне ӛттік. Бұл бӛлімде 

бұрыннан белгілі дихотомия [141, 39 б.], алтын қима [141, 50 б.], жанамалар 

[141, 134 б.], градиентпен түсу [141,126 б.] және Вегстейн әдістерін [142] 

кӛмекші функцияның «ең үлкен нӛлін» табу үшін қалай бейімдеуге болатынын 

талқылайық және  олардың  тиімді-тиімсіз тұстарын анықтайық.  Дихотомия, 

жанамалар және Вегстейн әдістері берілген кесіндіде бір ғана  түбірі болатын 

теңдеудің түбірін табуға арналған, ал алтын қима және градиентпен түсу 

әдістері – дӛңес функцияның глобалдық минимумын табуға арналған әдістер.  

Екінші бӛлімде  

 

        ∫ [|      |        ]   
 

                  (3.1) 

 

кӛмекші функцияның ӛте маңызды қасиеттерге  ие екендігі анықталды: қатаң 

дӛңес, ӛспелі, кемімейді, дифференциалданады, шектелген аралықта 

бірқалыпты үзіліссіз, теріс емес. Осы қасиеттерді ескере отырып, жоғарыда 

аталған сандық әдістерді кӛмекші функцияның ең үлкен нӛлін табу үшін 

бейімдеу мақсатында әр әдістің қолданылу тиімділігіне назар аударып, 

салыстырмалы талдау жасаймыз.   

  

3.1  Симметриялық әдістерді қолдану 

Кӛмекші функцияның «ең үлкен нӛлін» табу үшін екі симметриялық әдісті 

қарастырайық. Олар дихотомия және алтын қима әдістері. 

Дихотомия әдісі – ӛте қарапайым және оңай жүзеге асатын,          

теңдеуінің түбірін табуға арналған әдіс. Ол        функцияның [       

анықталу облысында нӛлін табуды қарастырады. Әдістің негізгі шарттары: 

[       аралығында бір ғана түбірі болуы керек және      
      

    шарты 

орындалуы тиіс.    Аралықтың    
     

 
 центрі анықталып, осы нүктеде 

функция мәні есептеледі: 

а) егер      
      

     болса, онда      мәні   ,  ал       мәні     деп алынады;  

ә) егер      
      

     болса, онда     мәні   ,  ал    мәні    деп алынады.   

Әрі қарай  [       кесіндісімен аналогиялық жұмыс жасалады. Яғни, әр 

итерацияда       кесіндінің ортасы анықталып,  пайда болған екі кесіндінің 

біреуі таңдалады. Әр итерацияда кесінді екі есе қысқарып отырады.  

2.6, 2.7-теоремаларына сәйкес мақсаттық функцияның глобалдық 

минимум мәні кӛмекші функцияның «ең үлкен нӛліне» тең болады.  Енді 

дихотомия әдісін кӛмекші функцияның     ̂  ең үлкен нӛлін табу үшін 

бейімдейміз.  Демек, 1.1-теорема бойынша келесі шарттар орындалса:  

 

            және            , 
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онда   ̂  мәні [       кесіндісінде жатады.   [       кесіндісінің    
     

 
  

центрін анықтап, табылған нүктеде            кӛмекші функция мәнің 

есептейміз: 

а) егер            болса, онда     мәнің   ,     мәнің    деп белгілеп 

аламыз; 

ә) егер            болса, онда     мәнің   ,      мәнің    деп белгілейміз.  

Әрі қарай  [     ] кесіндісімен жұмыс жасаймыз.  Демек,  әр итерацияда  

алынған кесіндінің  

   
     

 
                                                      (3.2)    

 

ортасын анықтап,  пайда болған екі кесіндінің біреуін таңдаймыз. Андын-ала 

берілген дәлдікке жеткенде есептеуді тоқтатамыз: 

 

         
 

Әр итерация нәтижесінде кесінді екі есе қысқарады.  -шы итерациядан соң 

бастапқы кесіндінің ұзындығы үшін мына теңсіздік орындалады: 

 

  
     

  
. 

 

Сондықтан кӛмекші функцияның үлкен нӛлі деп соңғы кесіндінің сол жақ 

ұшын  аламыз:  ̂    . 

Әдістің ұтымды тұсы - дәлдік алдын-ала берілсе, «ең үлкен  нӛл» жатқан 

аралықты анықтауға және  итерация санын алдын-ала білуге болады: 

 

      

     
 

  

  

Нәтиже 10 итерацияда 3 таңбаға дейін жуықталады:          . Есептеу 

қосымшаларының кӛбі жадыда 16 таңбаға дейін сақтайды, ал 50 итерацияда 15 

таңбаға дейін жуықтауға болады. Дихотомия әдісімен кӛмекші функцияң ең 

үлкен нӛлін іздеуде 50 итерациядан артық орындаудың қажеттілігі жоқ.  

Әдіс бойынша құрылған алгоритмнің жинақталу жылдамдығы туралы 

теореманы дәлелдейік. 

3.1-теорема. Егер 1.1-теорема шарттары  орындалса, онда дихотомия 

әдісі бойынша құрылған      тізбегі      мақсаттық функциясының  ̂ 

глобалдық минимумына сызықтық жылдамдықпен жинақталады, яғни  

         үшін 

 

 |       |  
 

 
|       |                                  (3.3) 
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Дәлелдеуі.  1.1-теорема  бойынша               және             

шарттары орындалса, онда мақсаттық функцияның глобалдық минимумы   

 ̂  [       кесіндісінде жатады.  

(3.3) теңдігінің сол жағын түрлендірсек: 

 

|       |  |
         

 
 

     

 
|  

 

 
|               |   

 

 
 

 
|           |  

 

 
|   

     

 
      |   

 

 
 

 
|     |  

 

 
|         |  

 

 
|     

         

 
|   

 

 
 

 
|
         

 
|  

 

 
|         | 

 

Сонымен: 

|       |  
 

 
|         |                             (3.4) 

 

Теоремадағы теңдіктің оң жағын ӛрнектесек: 

 

|       |  |
     

 
 

         

 
|  

 

 
|               |   

 

 
 

 
|                   |   

 

 
 

 
|     

         

 
          |  

 

 
|         | 

 

Яғни, 

|       |  
 

 
|         |                              (3.5) 

 

(3.4) және (3.5) теңдіктерінен, |       |  
 

 
|       | екендігі шығады. 

Теорема дәлелденді. 

 Алтын қима әдісі – дӛңес функцияның минимумын табуға арналған  

дихотомия әдісі тәрізді симметриялы әдіс. Бұл әдіс бойынша әр итерация сайын 

[       кесіндісі симметриялы екі нүкте арқылы 3 кесіндіге   

 
     

     
 

     

     
      және     

     

     
 

     

     
. 
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қатынастарында бӛлінеді. Алынған теңдеулерді шешу нәтижесінде екі нүкте 

анықталады: 

 

      
  √ 

 
           және          

√   

 
       . 

 

Осы нүктелерде функция  мәндері  есептелінеді:  

а) егер               орындалса, онда    мәнің   ,       мәнің    деп белгілеп 

аламыз;  

ә) егер               орындалса, онда     мәнің   ,      мәнің    деп белгілеп 

аламыз.  

Әрі қарай бастапқы кесіндіде пайда болған үш бӛліктің екі бӛлігін 

қамтитын  [        кесіндісімен жұмыс жасаймыз. а) жағдайында    -ді қайта 

табамыз, ал      нүктесі    -ге ауысады; ә) жағдайында    -ні қайта табамыз, ал 

   нүктесі   -ге ауысады. Әр итерацияда функция мәні бір рет есептеледі және  

минимумды іздеу аймағы          есеге қысқарады.  Осындай итерациялар 

қажетті дәлдікке жеткенше жалғасады.  

Енді алтын қима әдісін кӛмекші функцияның  ̂                   
[        «ең үлкен нӛлін» анықтау үшін қолданайық.  [        кесіндісінде      

және     нүктелерін анықтаймыз: 

 

      
  √ 

 
          және         

√   

 
       . 

 

    және     нүктелердің  мәндеріне  сәйкес  пайд    болған   үш     кесіндінің  

1.1-теорема шарттарын қанағаттандыратын біреуін [       деп таңдаймыз: 

а) егер             және             орындалса, онда     мәнің   , ал      

мәнің      деп белгілеп аламыз;   

ә) егер             және               орындалса, онда     мәнің   , ал      

мәнің      деп белгілеп аламыз;  

б) егер             және               орындалса, онда     мәнің   ,     

мәнің      деп белгілеп аламыз.  

Әрі қарай [       кесіндісімен алгоритм қайталанады. Егер 

 

        

 

шарты орындалса, онда есептеуді тоқтатамыз. Кӛмекші функцияның    ̂  «ең 

үлкен нӛлі»  ретінде      алынады. 

Енді осы алгоритмнің жинақталу жылдамдығы туралы теорема 

дәлелдейік.  

3.2-теорема. Егер 1.1-теорема шарттары  орындалса, онда алтын қима 

әдісі бойынша құрылған      тізбегі      мақсаттық функциясының  ̂ 

глобалдық минимумына сызықтық жылдамдықпен жинақталады, яғни кез-

келген          саны үшін |         |   |     | орындалатындай 

        табылады.   



65 

 

Дәлелдеуі. 1.1-теорема бойынша              және             

шарттары орындалса, онда мақсаттық функцияның  ̂ глобалдық минимумы   

[       кесіндісінде жатады. [       кесіндісіне тиесілі     және    мәндерін 

тапсақ: 

 

      
  √ 

 
          және         

√   

 
       , 

мұндағы 
  √ 

 
          және    

√   

 
         . 

 

1) Егер             орындалса, [       кесіндісі           есе қысқарады: 

 

                   
  √ 

 
           

  √ 

 
            

 

                  
 

2) егер              орындалса, [       кесіндісі          есе қысқарады: 

 

                      
√   

 
          

 

                  
 

3) егер              және              шарттары орындалса, [       

кесіндісі          есе қысқарады: 

 

                   
√   

 
           

  √ 

 
         

 

 (
√   

 
 

  √ 

 
)                          

 

Әр итерацияда |         |          |     |  немесе |         |  
         |     | шығады. Яғни,           немесе           екені 

анықталады. Теорема дәлелденді. 

Егер    дәлдік алдын-ала берілсе,  онда    итерация санын анықтауға 

болады. Ол үшін                    |   
    

|                    және 

|   
    

|      теңсіздіктерінен  
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теңсіздіктерін аламыз.  
Жалпы жағдайда, екінші итерациядан бастап, функция мәні бір нүктеде 

есептеледі. Ал кӛмекші функция мәні әр итерацияда екі  нүктеде есептеледі, 

себебі үш кесіндінің ішінен біреуі  ғана  қалып отырады.    

3.2  Кӛмекші функцияның туындысына қатысты әдістерді қолдану 

Функцияның туындысын қолданатын бірнеше әдіс бар. Жұмыста кӛмекші 

функцияның ең үлкен нӛлін табу үшін жанамалар және градиентпен түсу 

әдістерін бейімдеп қарастырайық. 2.2-теорема бойынша кӛмекші функция   

бойынша дифференциалданады және 2.1-салдар бойынша кез-келген натурал 

     саны  үшін кӛмекші функцияның    ретті туындысы болады. 

Жанамалар әдісі – берілген [     ]  кесіндісінде       функциясының 

нӛлін  табуға арналған сандық әдіс. Алдыңғы симметриялық әдістерден 

ерекшелігі – функцияның екінші ретті туындысын табу қажет болады. Егер 

                 болса, онда  бастапқы нүкте ретінде  [     ]  анықталу  

облысының  сол  жақ  ұшы   алынады:        ; егер                     

болса, онда  [     ] анықталу облысының оң  жақ ұшы  бастапқы нүкте болады: 

     . Таңдалған бастапқы нүктеде функция графигіне жанама жүргізіліп, 

оның абцисса ӛсімен қиылысу нүктесі анықталады:  

  

      
     

      
 . 

 

Осындай нүктелер тізбегінің жалпы мүшесі  

 

        
     

      
  ,          

 

рекуренттік формуласымен анықталады. Осы       тізбегі – берілген       

функциясының ізделінді түбірі үшін жуықтаулар тізбегі. 

Жанамалар әдісінің  [     ]  кесіндісінде жинақты болуының жеткілікті  

шарттары: 

1)       функциясының кемінде екі рет дифференциалдануы; 

2)        және         таңбаларының ӛзгермеуі, яғни      функциясының 

монотондылығы мен дӛңестігінің сақталуы; 

3)               шартының орындалуы, яғни функция графигінің абцисса осін 

бір рет қиюы. 

Егер қайсыбір       мәнінде   |         
|    (мұндағы   – алдын-ала 

берілген дәлдік) теңдігі орындалса, онда функция түбірін іздеу тоқтатылады. 

Әдісті алдын-ала берілген    дәлдікке жеткен кезде тоқтатамыз. 

Енді осы әдісті [       кесіндісінде (3.1) кӛмекші функцияның «ең үлкен 

нӛлін» табуға бейімдейік.  
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Кӛмекші функция үшін жанамалар әдісін бейіндейік.             

шартын қанағаттандыратын     -ды  бастапқы нүкте ретінде аламыз.  Яғни, 

кӛмекші функция графигіне                 нүктесінде жанама жүргіземіз: 

 

                     
             . 

 

Жанаманың абцисса ӛсімен        қиылысу нүктесін табамыз:  

 

      
 

    
       

          

 

Егер            болса, онда                  нүктесінде жүргізілетін 

жанаманың абцисса ӛсімен қиылысу нүктесі    анықталады. Осылайша 

жалғастырып, «ең үлкен нӛлге» жуықтаулардың       тізбегін аламыз: 

 

        
        

  
   
       

  ,           .                            (3.6) 

 

Бұл тізбектің жинақталатын болуы үшін           функцияның 

дифференциалданатын болуы, яғни  

 

  
        ∫  [ (      )]

   
               

      

 

 

туындысынның бар болуы жеткілікті, ӛйткені кӛмекші функция – мақсаттық 

функцияның түрі мен ӛлшеміне тәуелді емес, дӛңес (2.4-теорема)  және 

кемімейді (2.1-лемма).  

Ізделінді  ̂  мәнің алдын-ала берілген     дәлдікпен анықтау жұмысы, 
|       |     теңсіздігі орындалғанда тоқтатылады:  ̂      .  

Енді жанамалар әдісіне құрылған алгоритмнің жинақталу жылдамдығы 

туралы теорема дәлелдейік. 

3.3-теорема.            шарты отындалса, онда жанамалар әдісі 

бойынша құрылған       итерациялық тізбегі      мақсаттық функциясының 

глобалдық минимумына сызықтық жылдамдықпен жинақталады, яғни    , 

         үшін  |      ̂|   |    ̂| орындалатындай         саны 

табылады.   

Дәлелдеуі.        итерациялық тізбектің  ̂ мақсаттық функцияның 

глобалдық минимумына жуықтайтыны 2.1-лемма мен 2.5-теоремадан шығады. 

Барлық     үшін         теңсіздігі орындалатының кӛрсетейік. (3.6) 

рекуренттік формуласынан келесі теңдіктің орындалатыны шағады:   

   

         
∫ [ (       )]

 
  

 (    )

  ∫ [ (       )]
   

  
 (    )

. 
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Соңғы теңдіктің оң жағының оң еместігі 2.1-лемманың 1-ші тұжырымынан 

шығады:          ,  яғни          үшін    

 

                     (3.7) 

 

орындалады. Сонымен қатар 

 

|      ̂|  |    ̂|  |     
          

  
   
         

  ̂  
      ̂ 

  
   
     ̂ 

|   

 

 |       ̂    
  

 

        |  

 

Енді  Е  жиынында     
           туындысына баға берейік: 

  

  |   
         |  |(      

          

  
   
         

)
    

 

|   

 

 |  
(  

   
          )

 
            

 
   
          

(  
   
         )

 |   

 

 |
  ∫ [         ]   

         
        ∫ [         ]     

         

      (∫ [         ]     
         

)
 |   

 

 |
     ∫ [         ]   

         
∫ [         ]     
         

 (∫ [         ]     
         

)
 |   

 

 |
     [         ]   [         ]                 

 

  [         ]               
 

|   

  

 |
   

 
|       

Олай болса, 

|      ̂|  |    ̂|  |
   

 
| |       ̂ |  

 

Теорема дәлелденді.   
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Жанамалар әдісінің кемшілігі – дәлдікті нақты бағалай алмайтынымызда. 

Ӛйткені   ,      мәндерінің екеуі де жуық мәндер, дәлдікті   |       | 
бағалауымыз апостериорлық сипатқа ие. 

Кӛмекші функцияның «ең үлкен нӛлін» жанамалар әдісімен табудың 

ерекшелігі – функцияның монотондығы мен дӛңестігін  зерттеудің, екінші 

туындысын табудың қажеті жоқ, кӛмекші функцияның түрі алдын-ала белгілі. 

Жалпы жағдайдағыдай, берілген аралықта  функцияның бір ғана нӛлі болу 

керек деген шарт қою да артық. 

 Қазіргі уақытта кӛбірек қолданатын негізгі оптималдау әдістерінің бірі – 

градиентпен түсу әдісі. Бұл әдісті ең алғаш ӛз еңбектерінде 1847 жылы О. Л. 

Коши ұсынған. Әдіс Б.Т.Поляктың 1983 жылы шыққан кітабында жақсы 

сипатталған [20]. Оптимизациялауда қолданылатын сандық әдістердің 

кӛпшілігі осы әдістен туындайды. Градиенттік әдістердің басым бӛлігінің  

негізінде жататыны және олардың ішіндегі ең қарапайымы – градиентпен түсу 

әдісі.  

 Жалпы жағдайда градиентпен түсу әдісі дӛңес функция үшін 

қолданылады.  Бастапқы нүкте ретінде [     ]  анықталу облысының кез-

келген      нүктесі алынады. Итерациялық тізбек құрылады: 

 

           
    ,                                       (3.8) 

 

мұндағы   - қадамның ұзындығы.  

Итерациялық процесс: 

  |       | 
 

орындалғанда тоқтатылады, мұндағы     - әдістің дәлдігі. 

        функциясының «ең үлкен нӛлін» градиентпен түсу әдісімен 

табуды қарастырайық.            шартын қанағаттандыратын    мәнін 

бастапқы жуықтау нүктесі ретінде алып,    жуықтауды есептейміз: 

 

         
 
        

 
     тізбегінің қалған мүшелерін анықтайтын рекуренттік формула: 

 

           
 
      .                                    (3.9) 

 

Кӛмекші функцияның     бойынша туындысының формуласын ескерсек: 

 

           ∫ [ (       )]
   

  
       

 .               (3.10) 

 

Егер алынған        жуықтау үшін                 болса, онда итерациялық 

процесс тоқтап  қалады. Егер               шарты орындалса, онда тізбек 
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тез жинақталатын   қадамды таңдау керек. Тӛмендегі шарт орындалғанда, 

процесс аяқталады: 

 

   |       |  
 

мұндағы    – алдын-ала берілген есептеу дәлдігі.  

     мәні кӛмекші функцияның «ең үлкен нӛлі» деп қабылданады. 

Енді градиентпен түсу әдісіне құрылған алгоритмнің жинақталу 

жылдамдығы туралы теорема құрып, дәлелдейік. Алдағы уақытта керек 

болатын белгілеулерді жазып кетейік: 

3.4-теорема.  Егер             шарты отындалса, онда градиентпен 

түсу әдісі бойынша құрылған       итерациялық тізбегі      мақсаттық 

функциясының глобалдық минимумына сызықтық жылдамдықпен 

жинақталады, яғни    ,           , үшін  |      ̂|   |    ̂| теңсіздігі 

орындалатындай          саны (    мен  -тан тәуелді)   табылады.   

Дәлелдеуі.        итерациялық тізбектің  ̂ мақсаттық функцияның 

глобалдық минимумына жуықтайтынын дәлелдейік.  

 

|      ̂|  |      
         ̂     

     ̂  |  |     ̂     
 
 
      |. 

 

мұндағы:      
       - (3.10) функциясының     бойынша туындысы. 

Енді  Е  жиынында       
        туындысына баға берейік.   

  

  |     
      |  |(       ∫ [ (       )]

   
  

       

)

 

 

|   

 

 |           ∫ [       ]     

       

|   

 

 

 |      (       )
   

 (       )|   

 

 |           ̂     (   ̂    )|   

 

 |           ̂  |  |           ̂   |  
 

Сонымен,       
        жатқан аралықты таптық: 

 

  |     
      |  |           ̂   |. 
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|      ̂|   |    ̂| теңсіздігіне сәйкес:  

 

|      ̂|  |     ̂      
      |   

 

 |     ̂             ̂    |.  
 

|           ̂   |    
 

белгілеуін қабылдайық. Бұдан шығатыны    шамасы   пен   -ге тәуелді, яғни 

осы параметрлерді таңдау арқылы жинақталу жылдамдығына әсер етуге 

болады.           ̂    ӛрнегінің мәні  оң сан болатыны белгілі, себебі 

   ,     – градиентпен түсу әдісінің қадамы, ал       ̂   айырмасы 2.1-

леммаға сәйкес оң сан. Олай болса, 

 

  
   

        ̂   
  

 

Яғни әдістің тез жинақталуы үшін   параметрі мен         жылдамдықты 

тиімді таңдау керек, бірақ кӛмекші функцияның   ̂  глобалдық минимумы 

белгісіз. Сондықтан  -ты тиімді тандау мәселесі зерттеуді қажет етеді. 

 

3.3  Модификацияланған «қиюшылар әдісін» қолдану 

Бұл әдіс «қиюшылар әдісінің» модификациясы десек те болады. Кейбір 

әдебиеттерде Вегстейн әдісі деп аталады.         теңдеуін шешу үшін екі 

нүкте арқылы ӛтетін түзудің теңдеуінен әдістің рекуренттік формуласын 

қорытып жазамыз: 

 

        
                  

               
  

 

Байқап отырғандай, бұл әдіс екіқадамды, сондықтан екі бастапқы жуықтау    

және     берілуі керек.         теңдеуін          теңдеуімен алмастырсақ, 

жай итерациялық әдісті түрлендірген боламыз: 

 

        
            

  
               

         

  

 

 Вегстейн әдісін [142]             кӛмекші функцияның  -ға қатысты 

үлкен нӛлін анықтауға қолданайық. Алдағы қарастыруларымыз үшін тӛмендегі 

белгілеулерді қабылдайық: 
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   ∫|    |      

 

 

 

[137] зерттеу жұмысына сәйкес,   коэффициентін қалауымызша таңдай аламыз  

және  итерациялық процесс келесі екі рекуренттік формуладан тұрады: 

 

        ̃        (3.10) 

 

яғни,  

      ̃  
∫ [|      ̃  |        ̃ ]

   
 

   ∫ |    |     
 

  

және 

     ̃         
[       ][      ̃ ]

         ̃   ̃   
            .       (3.11) 

 

    ,        бастапқы жуықтауды таңдап алған соң, алғашқы екі жуықтау 

ретінде                      есептейміз және  ̃       ̃      деп 

белгілейміз. Сонан соң (3.8) және (3.9)  формулаларын қолданамыз.  Әр 

итерациядан соң   
| ̃   ̃   |

| ̃ |
     шартын тексереміз. Егер осы шарт орындалса, 

онда итерация тоқтайды және теңдеудің түбірі ретінде   ̃    – алынады, ал 

орындалмаса, процесс қайталанады.  

 Енді осы алгоритмнің жинақталу жылдамдығы туралы теорема құрып, 

дәлелдейік. 

3.5  – теорема. 2.5 теоремасының шарттары орындалса, онда  Вегстейн 

алгоритмі бойынша құрылған    ̃   итерациялық тізбегі      мақсаттық 

функциясының глобалдық минимумына сызықтық жылдамдықпен 

жинақталады, яғни      ,     , үшін  | ̃     ̂|   | ̃   ̂| 
орындалатындай         саны табылады.  

Дәлелдеуі.    ̃    итерациялық тізбектің  ̂ мақсаттық функцияның 

глобалдық минимумына жуықтайтыны 2.1-леммадан және 2.5-теоремадан 

шығады. Барлық     үшін       ̃  теңсіздігі орындалатының кӛрсетейік. 

Вегстейн алгоритмінен:          ̃  . Сондықтан мына теңдік орындалады:   

 

      ̃    ∫[|      ̃  |        ̃ ]
    

 

 

 

Соңғы теңдіктің оң жағының оң еместігі 1-лемманың 1-ші тұжырымынан 

шығады:       ̃   .  

Вегстейн алгоритмі       бастап қолданатындықтан, барлық        

үшін    

 

      ̃ . 
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Сонымен қатар,  бұл  әдістің негізгі идеясынан [137] кез-келген      үшін   ̃  

мәні       және     арасында жататыны шығады. Сондықтан (3.9) ескерсек,  

барлық      үшін       ̃     теңсіздіктері орындалады. Олай болса,  

   

      ̃                 (3.12) 

 

(3.12)  негізінде, келесі айырманың абсолюттік  мәніне баға  аламыз: 

 
| ̃     ̂|  |      ̂|  |    ̃       ̂ |  |  ̃   ̂      |  (3.13) 

 

мұндағы   -  ̃   және   ̂ арасында.  

  ̃   тізбегінің   жинақтылығынан,        үшін      табылады және 

|      |  |    | теңсіздігі орындалады. Енді  Е  жиынында        
туындысына баға берейік:   

 

  |     |  |(            )
   

 
|  |          (     )|   

 

 |   
  ∫ [|      |        ]     

 

   ∫ |    |      
 

|   

 

 |   
   ∫ [      ]     

      

   ∫ |    |      
 

|   

 

 |   
   ∫ |    |     

      

     ∫ |    |      
 

|       

 

Олай болса, (3.12)  қостеңсіздігін ескерсек,  келесі бағаны аламыз: 

 

| ̃     ̂|  |     || ̃   ̂|   | ̃   ̂|  
 

3.4-теорема дәлелденді. 

 3.1-салдар.  Егер      мақсаттық функция үшін 

 

∫ |    |     

      

 ∫|    |     

 

 

 

теңсіздігі орындалса, онда (3.8) тізбегінің жинақталу жылдамдығы:  
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  |  
   ∫ |    |     

      

     ∫ |    |      
 

|  |  
 

  
|  

 

мұндағы   – натурал сан.   

 

3.4  Әдістерге талдау жасау 

           теңдеуін шешу үшін қолданылатын жоғарыдағы 

итерациялық әдістердің қайсысы болмасын  дӛңгелектеу қателігін 

жинақтамайды. Жалпы, дӛңгелектеу қателігі соңғы итерациядағы 

есептеулерге ғана қатысты, алдыңғы итерациялардағы есептеулерден тәуелсіз.   

Қарастырылған сандық әдістерді кӛмекші функцияның «ең үлкен нӛлін» 

табу үшін қолданудың тиімді тұстары мен қолайсыз жақтары анықталды. 

Тӛмендегі 3.1-кестеде әдістердің сипаттамалары салыстырмалы түрде 

жинақталған. 

 

3.1-кесте. Қарастырылған  әдістердің ерекшеліктері  
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Дихотомия     ̂     1  
      

     
 

 
  + 

Алтын 

қима әдісі 
    ̂     2            

 

     
     

           

 

     
 

  + 

Жанамалар 

әдісі 
 ̂     2    

 

+   

Градиентп

ен түсу 

әдісі 

 ̂     2   +   

Вегстейн 

әдісі 
 ̂        2      

 
  

Дихотомия және алтын қима әдістері симметриялық әдістерге жатады. 

Олар бойынша табылған «ең үлкен нӛлге» жуықтауларда функцияның мәні 

ғана есептеліп отырады. Жуықтау дәлдігін нақты бағалауға және алдын-ала 

берілген дәлдікпен жуықтау үшін орындалуы қажетті итерация санын 

анықтауға болады. Дихотомия әдісінде функция мәні бір нүктеде, ал алтын 

қима әдісінде екі нүктеде есептелсе, ал итерация саны бойынша алтын кима 

әдісі тиімдірек. 
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Жанамалар және градиентпен түсу әдістері кӛмекші функцияның 

туындысын қарастыруды қажет етеді. Бұл әдістер  бойынша  алынған жуықтау 

дәлдігін нақты бағалай алмаймыз. Ӛйткені   ,      - екеуі де жуық мәндер 

болғандықтан,   |       | дәлдікті бағалауымыз апостериорлық сипатта 

болады.   

Соңғы екі әдісте алгоритм барысында функция мәнін де, туындының 

мәнін де есептеуді қажет етеді.  Бастапқы нүкте ретінде             

шартын қанағаттандыратын      нүктесі таңдалады. Яғни  симметриялық 

әдістердегідей ізделінді нүкте жатқан аралық емес, шартты 

қанағаттандыратын бір ғана нүкте алынады. Бұл әдістерде итерация саны 

алдын-ала берілген дәлдікке, бастапқы нүктеге және кӛмекші функцияның 

кӛрсеткіші  -ге, әдістің қадамына тәуелді болатыны анықталды.  Жуықтау 

жылдамдығын арттыру үшін  -нің мәнің ӛзгертіп отырудың маңызды екені 

түсінікті болды. Әрине, бұл мәселе алдағы уақытта тереңірек  зерттеуді қажет 

етеді. 

Градиентпен түсу әдісін кӛмекші функцияның «ең үлкен нӛлін» табу 

үшін қолдану – тәжірибе жасау барысында тиімсіз екені анықталды. Егер 

қадам тым үлкен болса, әдіс жинақталмайды, ал қадам қысқа болса, ұзақ 

жинақталады. Екінші бӛлімде дәлелденген 2.7-теорема бойынша  ̂  
 

 
  

шамасына дейін  -нің кіші мәнің,    ̂  
 

 
  шамасынан кейін  -нің үлкен мәнің 

қолданған тиімді екені анықталды.  Яғни  -нің бір мәнімен есептеулер 

жүргізу мүмкін емес. Басқаша айтқанда, бұл әдіс – әзірше тиімсіз және алдағы 

уақытта оның тиімділігі кӛмекші функцияның кӛрсеткіші мен әдістің қадамын 

тандау арқылы жақсарту мәселесі зерттеуді қажет етеді. 

Вегстейн  әдісі баяу жинақталады және әдістің дәлдігі апостеорлық 

бағалау әдістемесімен орындалғандықтан, алынған нәтиженің дәл түбірден 

қаншалықты ауытқитындығы туралы нақты айту қиын. 

Жұмыста орындалған зерттеулер мен талдауларға сүйенсек, дихотомия 

әдісі ең қарапайым, сенімді және тиімді. 

Қарастырылған әдістердің ішінде дихотомия және алтын қима әдістері 

дәлдікті апреорлық бағалау әдістемесімен айқындайды. Бұл нәтиженің дәл 

түбірге жақсы жуықтайтының кӛрсетеді. Алтын қима әдісінде қажетті 

итерация саны ең аз болды.  Ал әр итерациядағы есептеулер саны дихотомия 

әдісі бойынша ең аз. Жанамалар әдісі, градиентпен түсу әдісі және Вегстейн 

әдісі дәлдікті бағалау кезінде апостеорлық әдістемеге сүйенеді. Олар бойынша 

дәл  түбірге жақындаймыз, бірақ одан қаншалықты ауытқитынымыз белгісіз,  

алдыңғы екі әдіске қарағанда итерация саны да артық орындалады. 

Қорыта айтқанда, әзірше дихотомия және алтын қима әдістері кӛмекші 

функцияның «ең үлкен нӛлін» табу үшін тиімді әдістер болып тұр. 

Мақсаттық функцияның глобалдық минимумын жоғарыда сипатталған 

әдістерді біртіндеп қолданып есептеудің кӛрнекілік үшін қарапайым түрде 

алынған  мысалын қарастырайық.  
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3.1-мысал. 

                                                 (3.14) 

 

мақсаттық  функцияның  [    ]    кесіндісінде  глобалдық    минимумын  

            дәлдікпен анықтайық. Алдымен (3.14) мақсаттық функция 

бойынша       кӛрсеткішімен кӛмекші функция құрамыз: 

 

          

 

 ∫ [|                |                    ]   
 

  
  (3.15) 

 

Енді  осы функцияның  «ең үлкен нӛлін» жоғарыда аталған  әдістермен  

жуықтап анықтайық.  

Барлық әдістер үшін С++ тілінде жазылған Visual Studio бағдарламалау 

ортасында кодтары құрылды. 1-5 қосымшаларда (3.14) функциясының 

глобалдық минимумын 5 түрлі әдіспен есептеуге құрылған бағдарлама 

келтірілген. Барлық әдістер үшін соболевтік  кубтық формуладағы қадам саны  

       деп алынды.  2-кестеде әр әдіс бойынша итерация саны, әр 

итерациядағы есептеу саны, қажетті бастапқы мәлімет, дәлдіктің орындалғаны 

туралы ақпарат 3.2-кестеде кӛрсетілген: 

 

Кесте 3.2 – (3.15)  функциясының ең үлкен нӛлін табуды  бірнеше әдіспен 

есептеу  

Әдістер Бастапқы 

мәлімет  

Бір итерацияда 

функция мәнін 

есептеу саны 

     дәлдікпен 

есептеу үшін 

итерация саны 

Нәтиже   

Дихотомия     ̂     1 есептеу 22          

Алтын қима 

әдісі 
    ̂     2 есептеу 17          

Жанамалар 

әдісі 
 ̂     2 есептеу 83         

Градиентпен 

түсу әдісі 
 ̂     2 есептеу   -  

Вегстейн әдісі  ̂        2 есептеу 41          

 

Берілген мақсаттық функцияның глобалдық минимумының аналитикалық 

жолмен алынған жуық мәні:    ̂           . 
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ҚОРЫТЫНДЫ 

 

Диссертациялық зерттеу нәтижелері бойынша қысқаша 

қорытындылар.  Кӛп айнымалылы функцияның глобалдық минимумын 

жоғары дәлдікпен табудың тиімді әдісін құру барысында келесі нәтижелер 

алынды: 

- кӛп айнымалылы үзіліссіз функцияның глобалдық экстремумын табуға 

арналған жаңа  глобалдық оптималдау әдісі;  

- кӛп айнымалылы үзіліссіз мақсаттық функцияның глобалдық 

экстремумы  координаталарын табу алгоритмі; 

- еселі интеграл  түріндегі кӛмекші функция мәндерін тұрақты шекаралық 

қабаты бар соболевтік кубтық формулаларды қолданып есептеу;  

- кӛмекші функцияның қасиеттері: терісеместігі, қатаң дӛңестігі, 

монотондылығы,  бірқалыпты үзіліссіздігі, дифференциалданатындығы; 

- кӛп айнымалылы функцияның глобалдық экстремумының  қажетті 

шарты; 

- кӛп айнымалылы функцияның глобалдық экстремумының  жеткілікті 

шарты; 

- С++ ортасында жаңа әдіспен кӛп айнымалылы тесттік функциялардың 

глобалдық минимумдарын табу  бағдарламасы;  

Диссертациялық жұмыста жаңа кӛмекші функция негізінде глобалдық 

минимумды табудың тиімді жаңа  әдісі алғаш рет ұсынылды.   

Қойылған міндеттерді шешу толықтығын бағалау. Диссертациялық 

жұмыста қойылған мәселенің шешілуінің толықтық деңгейі жоғары: кӛмекші 

функция енгізіліп, кӛп айнымалылы мақсаттық функцияның глобалдық 

минимумы мен оның координаталарын  жоғары дәлдікпен табудың тиімді әдісі 

құрылды. Кӛмекші функцияның маңызды қасиеттері зерттеліп, дәлелденді. Ең 

жиі қолданылатын бірнеше сандық әдістер (дихотомия, жанамалар, 

градиентпен түсу, алтын қима, Вегстейн әдістері) кӛмекші функцияның ең 

үлкен нӛлін табу үшін бейімделді және алгоритмі қаралды, олардың жинақталу 

жылдамдықтары айқындалды және тиімділік тұрғысынан салыстырмалы талдау 

жасалды. 

  (    ) функциясының негізгі қасиеттері    мақсаттық функцияның 

айнымалыларының санынан да, локалдық экстремумдары санынан да тәуелді 

емес.  Функцияның глобалдық минимумның қажетті және жеткілікті шарттары 

глобалды минимумды  жоғары дәлдікпен анықтау үшін үнемді әрі ұтымды әдіс 

құруға мүмкіндік береді.   

 Жаңа әдістің негізгі идеясына – мақсаттық функцияның глобалдық 

минимумын табу мәселесінен кӛмекші функцияның «ең үлкен нӛлін» 

анықтауға келтіру және дӛңес функцияның «ең үлкен нӛлін» табу үшін әр түрлі 

белгілі сандық әдістерді бейімдеп қолдану.  

 

Нәтижелерін нақты қолдану бойынша ҧсыныстар мен бағдарларын 

дамыту. Зерттеу нәтижелері теориялық және практикалық сипатқа ие. 
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Глобалдық оптималдау мәселелері ғылым мен техниканың  барлық 

салаларында, сонымен қатар, әр түрлі ӛндірістік мәселелерді шешуде  

кездеседі. Диссертациялық жұмыстың негізгі нәтижелері физика-

математикалық, инженерлік мамандықтар студенттері, магистранттары мен 

докторанттары үшін элективті курстар ұйымдастыруда қолданылуы мүмкін. 

Осы саладағы ең жақсы жетістіктермен салыстырғанда орындалған 

жҧмыстың ғылыми деңгейін бағалау. Орындалған ғылыми жұмыстың 

нәтижелері 10 ғылыми еңбекте жарияланды. Оның ішінде 2 мақала Scopus 

мәліметтер базасында индекстелген рейтингтік ғылыми журналда, 4 мақала ҚР  

Ғылым және жоғары білім саласында сапаны қамтамасыз ету комитеті ұсынған 

басылымдарда және 4 мақала халықаралық конференциялар материалдарында 

жарияланды. 
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