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БЕЛГІЛЕУЛЕР МЕН ҚЫСҚАРТУЛАР 

 

ℂ([𝑡1, 𝑡2], 𝑅
𝑛) 

 

 

 

ℙℂ([𝑎, 𝑏]\𝑡∗, 𝑅
𝑛) 

– ‖𝑥‖0 = max
𝑡∈[𝑡1,𝑡2]

‖𝑥(𝑡)‖ нормалы үзіліссіз 𝑥: [𝑡1, 𝑡2] → 𝑅𝑛  

функциялар кеңістігі; 

– ‖𝑥‖1 = max { sup
𝑡∈[𝑎,𝑡∗)

‖𝑥(𝑡)‖ , sup
𝑡∈(𝑡∗,𝑏]

‖𝑥(𝑡)‖}  нормалы 

бөлік-үзіліссіз функциялар кеңістігі; 

ℙℂ([0, 𝑇]\𝐼𝑘 , 𝑅
𝑛) – ‖𝑥‖1 = max

 𝑖=0,𝑘̅̅ ̅̅
sup

𝑡∈[𝑡𝑖,𝑡𝑖+1)
‖𝑥(𝑡)‖ нормалы бөлік -үзіліссіз 

вектор-функциялар кеңістігі; 

ℂ([0, 𝑇], 𝐼𝑘, 𝑅
(𝑘+1)𝑛) – ‖𝑥‖1 = max

 𝑖=0,𝑘̅̅ ̅̅
sup

𝑡∈[𝑡𝑖,𝑡𝑖+1)
‖𝑥(𝑡)‖ нормалы барлық 𝑖 =

1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  үшін lim
𝑡→𝑡𝑟−0

𝑥𝑟(𝑡) ақырлы шектері бар 

𝑥𝑟: [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) → 𝑅𝑛 элементімен [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) аралығында 

үзіліссіз 𝑥[𝑡] = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡),… , 𝑥𝑘(𝑡), 𝑥𝑘+1(𝑡)) 

функциялар жүйесінің кеңістігі; 

ℂ([𝑡1, 𝑡2], 𝑡0, 𝑅
2𝑛) 

 

 

 

 

 

–  ‖𝑥[∙]‖1 = max
𝑟=1,2

𝑠𝑢𝑝
𝑡∈∆𝑟

‖𝑥𝑟(𝑡)‖ < ∞ нормалы 𝑥[𝑡] =

(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) функциялар жүйесінің Банах кеңістігі, 

мұндағы 𝑥𝑟: ∆𝑟→ 𝑅𝑛, (𝑟 = 1,2) үзіліссіз және 

lim
𝑡→𝑡0−0

𝑥1(𝑡) < ∞, lim
𝑡→𝑡0+0

𝑥2(𝑡) < ∞. 

 

ℙℂ([𝑡1, 𝑡2]\{𝑡
0}, 𝑅𝑛) 

 

 

 

 

– ‖𝑥‖1 = max { sup
𝑡∈[𝑡1,𝑡0)

‖𝑥(𝑡)‖ , sup
𝑡∈(𝑡0,𝑡2]

‖𝑥(𝑡)‖}  нормалы 

бөлік-үзіліссіз функциялар кеңістігі. 
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КІРІСПЕ 

 

 Диссертациялық жұмыстың жалпы сипаттамасы. Диссертациялық 

жұмыс уақыттың бекітілмеген мезетіндегі импульс әсерлі жәй 

дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептің шешімінің сапалық 

қасиеттерін зерттеуге және қарастырылған есептерді шешуге арналған.  

 Зерттеудің өзектілігі жаратылыстану есептерін шешуде импульс әсерлі 

дифференциалдық теңдеулердің көптеген қолданыстарына, сонымен қатар, 

импульстік дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептердің шешімділігін 

тиімді анықтауға және олардың шешімдерін табуға мүмкіндік беретін жаңа 

конструктивті әдістерді дамыту қажеттілігіне байланысты. 

 Жәй дифференциалдық теңдеулердің импульстік жүйелері объектілердің 

математикалық модельдері ретінде қызмет етеді, олардың эволюциясы кезінде  

қысқа мерзімді күштердің әсеріне ұшырайды. Қысқа мерзімді ауытқуы бар нақты 

процестердің эволюциясын математикалық сипаттауда көбінесе ауытқу 

ұзақтығын елемеу және бұл ауытқулар «лездік» сипатта деп болжауға болады. 

Мұндай сипаттау үзілісті траекториялары бар динамикалық жүйелерді немесе 

импульс әсерлі дифференциалдық теңдеулерді зерттеу қажеттілігін тудырады.  

 Осы тектес мәселелер IX ғасырдың соңы – XX ғасырдың басы, сызықты 

емес механиканың қалыптасу кезеңінде, ғалымдардың назарын қайтадан өзіне 

аударды. Ең алдымен, олар сызықты емес тербелмелі жүйелердегі процестерді 

пара-пар сипаттау мүмкіндігімен физиктердің назарын аударды. Сағат үлгісін 

сипаттайтын мысалды пайдалана отырып, Н.М. Крылов пен Н.Н. Боголюбов [1] 

импульс әсерлі дифференциалдық теңдеулер жүйесін зерттеуге сызықты емес 

механиканың асимптотикалық әдістерін қолданудың орындылығын көрсетті. 

Соңғы кездегі технологияның қарқынды дамуы математиктердің үзілісті 

траекториялары бар жүйелерді одан әрі зерттеу үшін қызығушылықтарын 

арттырды. Қолданбалы есептердің мысалдарына импульстік автоматты басқару 

жүйелері, импульстік есептеу жүйелері және т.б. жатады. Зерттеу нәтижелері 

көптеген инженерлік, техникалық, экономикалық, биомедициналық және басқа 

мәселелерде қолданыс табады, олардың шолуын Н.А. Перестюк, А.А. Асланян 

[2] еңбектерінен табуға болады. 

 Импульс әсерлі дифференциалдық теңдеулердің сапалық теориясы А.Д. 

Мышкис, А.М. Самойленко [3], А. Халанай, Д. Векслер [4] және т.б. 

жұмыстардан көрініс табады.  

 Импульс әсерлі дифференциалдық теңдеулер теориясы Киев математиктер 

мектебінің еңбектерінде маңызды дамуға ие болды. 

 Импульс әсерлі жәй дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік және 

периодты жағдайдағы шеттік есептер А.М. Самойленко, Н.И.Ронто [5], А.М. 

Самойленко, Н.А.Перестюк [7], Н.А.Перестюк, В.Н.Шавкопляс [8], Ю.В. 

С.И.Трофимчук [9] және т.б. қарастырылған. 

Тақырыптың қазіргі жағдайы.  

 Импульсті дифференциалдық теңдеулер үшін әртүрлі есептер, оларды 

шешу әдістерін және импульс теориясының басқа да мәселелерін К. К. 

Кенжебаев, А. Н. Станжицкий [10], И. Рахункова, Ю. Томочек [11],  Л. И. 
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Каранжулов [12], И. Бажо, Е. Лиз [13], С. Г. Христов, Д. Д. Байнов [14], И. Бажо, 

Н. Ян [15], А. Б. Дишлиев, Д. Д. Байнов [16], К. Шароп Каул [17], В. 

Лакшмикантам, Д. Д. Байнов, П. С. Симеонов [18], А. А. Мартынюк, Л. Н. 

Чернетская [19] және басқаларда [20 - 35] қарастырған. 

  Импульс әсерлі дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептерді 

зерттеуде түрлі әдістерді қолдану әртүрлі терминдермен қорытылған 

тұжырымдарға келтіріледі. 

 Осылайша, жәй дифференциалдық теңдеулердің сызықты жүйесінің 

жалпы шешімін пайдалану импульс әсерлі екінүктелі шеттік есептің бірмәнді 

шешілу мүмкіндігінің қажетті және жеткілікті шарттарын іргелі матрица 

тұрғысынан алуға мүмкіндік береді. 

 Алайда, егер айнымалылы коэффициентті дифференциалдық теңдеулер 

жүйелері үшін іргелі матрицаны сирек жағдайларда ғана құруға болатынын 

ескерсек, бұл бірмәнді шешілімділік критерийі шеттік есептердің тар класы үшін 

ғана қолданылады. 

 Импульстік әсері бар сызықтық емес шеттік есептер үшін олардың 

шешілімдігінің жеткілікті шарттары бұрын ғана белгіленген, бұл белгілі бір 

ұйғарымдарды қанағаттандыратын шеттік есептердің кластарын зерттеуге 

мүмкіндік береді. 

 Қарастырылып отырған жәй дифференциалдық теңдеулердің сызықты 

емес жүйелерінің жалпы шешімі белгілі болса, онда импульстік әсер ету 

шарттарын және шеттік шарттарды пайдалана отырып, кез-келген тұрақтыларға 

қатысты сызықты емес жүйені құруға болады. Есептің шешілімділігі осы 

құрастырылған жүйенің шешімінің бар болуымен пара-пар болады. Әдетте, 

қарапайым дифференциалдық теңдеулердің сызықтық емес жүйелері үшін 

жалпы шешімді табу мүмкін болмағандықтан, шешілімділіктің мұндай белгісі 

импульс әсерлі сызықтық емес шеттік есептерде ерекше жағдайларда 

қолданылады. 

Бекітілмеген импульсті бастапқы мән мәселелері бойынша көптеген 

зерттеулер жүргізілді. Осы мәселелер үшін шешімдердің бар болуы, 

орнықтылығы және басқа асимптотикалық қасиеттері [36-39] жұмыста және 

көптеген басқа да жұмыстарда зерттелген. Дегенмен, импульс әсерлі теңдеулер 

үшін шеттік есептерге қатысты нәтижелердің көпшілігі тек бекітілген уақыт 

мезетіндегі импульс әсеріне қатысты. Бекітілмеген уақыт мезетіндегі 

импульстардың болуы шеттік есептердің қасиеттерін айтарлықтай 

өзгертетінімен байланысты және [40] жұмыста егжей-тегжейлі түсіндіріледі. 

Бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульсті жүйелер үшін шеттік есептердің 

алғашқы нәтижелері периодты жағдай үшін [41] жұмыста алынған. Әлсіз 

сызықты емес бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульсті жүйелердің периодты 

шешімдерін зерттеу үшін авторлар аталған мәселені осыған ұқсас бекітілген 

уақыт мезетіндегі импульсті есептер жиынтығына келтіріп шешуді ұсынды. Осы 

техника периодты дерлік шешімдерді зерттеуге сәтті қолданылды [42-44]. 

Дегенмен, осы айтылған техника бойынша бастапқы жүйенің шамамен 

сызықтық бөлігі және шағын сызықты еместігі бар деп болжанады және бұл 

шешімдерді Грин функциясының көмегімен интегралдық түрде іздеуге 
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әкелетінін көрсетеді. Шеттік есептердің осындай түрін зерттеудің тағы бір тәсілі 

[45-48] жұмыстарда ұсынылған. Ол әдіс Самойленконың сандық-аналитикалық 

әдісінің идеяларына негізделген. Авторлар шеттік есептердің шешімдерінің бар 

болуын дәлелдеп қана қоймайды, сонымен бірге конструктивті жуықтауды 

дамыту, оларды іздеу схемаларын ұсынады.  

 Осы жұмыста бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі 

дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептерді шешуде Н.М. Крылов пен 

Н.Н. Боголюбов ұсынған «орталау» әдісі қолданылады. Орталау әдісі сызықты 

емес динамикалық жүйелер талдауының ең кең тараған және тиімді әдістерінің 

бірі. Жай дифференциалдық теңдеулер үшін орталау әдісінің математикалық 

негіздемесі Н.М. Крылов пен Н.Н. Боголюбовтың іргелі жұмыстарынан бастау 

алады. Дифференциалдық теңдеулердің әртүрлі класстары үшін орталау әдісін 

жасауда Е.А. Гребеников, Ю.А. Митропольский, Н.Н. Моисеев, Н.А. Перестюк, 

В.А. Плотников, А.М. Самойленко, А.Н. Филатова және басқалардың еңбектері 

үлкен роль атқарады. Импульстік әсерсіз шеттік есептерге орталау әдісі көп 

жиілікті тербелмелі жүйелер үшін, резонанс жағдайындағы, кейбір шеттік 

есептерді шешуде қолданыс тапқан. Кейіннен орталау әдісі оптимальді басқару 

мәселелерінде, стохастикалық жүйелерде, импульсті жүйелерде,  Фредгольм 

интегралдық дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептерді шешуде 

кеңінен қолданылды [49-60]. Орталау әдісінің көмегімен импульс әсерлі 

дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептің шешілімділігі орталанған 

шеттік есептің шешімділігіне келтіріледі. Бұл сәйкес орталанған шеттік есеп 

үшін орнатылған нәтижелерді бастапқы есептің шешілімділігін зерттеуге 

пайдалануға мүмкіндік береді. 

 Үзілісті динамикалық және нейрондық жүйелердің мәселелері [61-63], 

импульсті интегралдық-дифференциалдық теңдеулер үшін асимптотикалық 

жағдайлар, импульсті сызықты және квази сызықты жүйелердің болжанбайтын 

шешімдері [64-67] жұмыстарда қарастырылған. Сонымен қатар, импульсті 

сингулярлы жағдай, импульсті жүйелердің бифуркациялық процесстері және 

басқа да мәселелер [68-74] жұмыстарда зерттелген. Бастапқы секірісті 

сингулярлы ауытқыған интегралдық-дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік 

есептер және олардың шешімдерінің асимптотикалық жағдайлары [75-79] 

жұмыстарда келтірілген.  

Д.С. Джумабаев импульс әсерлі дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік 

есептерді зерттеуге және шешуге параметрлеу әдісіне [80] негізделген жаңа 

тәсілді ұсынды. Шеттік есеп қарастырылған аралық бөліктерге бөлінеді, 

шешімнің ішкі аралықтардың бастапқы нүктелеріндегі мәндері қосымша 

параметрлер ретінде енгізіледі және бастапқы шеттік есеп ішкі аралықтарда 

анықталған функциялар үшін эквивалентті параметрлі есепке келтіріледі. 

Қосымша параметрлерді енгізу жаңа белгісіз функциялар үшін ішкі 

аралықтардың бастапқы нүктелерінде бастапқы мәндерді береді. 

Параметрлердің бекітілген мәндерінде қарапайым дифференциалдық теңдеулері 

үшін Коши есебі алынады. Осылайша, импульс әсерлі дифференциалдық теңдеуі 
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қарастырылған аралықты бөліктеу, осы теңдеуге Коши есебін сәйкес қояды. Егер 

бұл есеп бірмәнді шешілімді болса, онда оның шешімін енгізілген параметрлер 

мен дифференциалдық теңдеудің бастапқы деректері арқылы өрнектеуге 

болады. Бұл өрнектерді шеттік шарттар мен импульстік шарттарға қойып, 

енгізілген параметрлерге қатысты сызықты емес алгебралық теңдеулер жүйесі 

құрылады. Шеттік есептің шешілімділігі осы жүйенің шешілімділігіне 

эквивалентті екендігі дәлелденеді. 

Бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі дифференциалдық теңдеуі 

үшін шеттік есепті шешуде басқаша жағдай орын алады. Коши есебінің шешімін 

енгізілген параметрлер мен дифференциалдық теңдеудің бастапқы деректері 

арқылы өрнектеп, сол өрнекті шеттік шарттар мен импульстік шарттарға қойып, 

енгізілген параметрлерге қатысты сызықты емес алгебралық теңдеулер жүйесін 

аламыз. Сонымен қатар, бекітілмеген мезеттегі импульс пен есептің шешімімен 

байланысты шарттан сызықты емес теңдеу құрылады. Қарастырылатын шеттік 

есептің шешімділігі аталған теңдеулер жүйесі мен бекітілмеген мезеттегі 

импульске қатысты сызықты емес теңдеудің шешілімділігіне эквивалентті 

екендігі дәлелденеді.  

Д.С. Джумабаевтың еңбектерінде шенелмеген операторлары бар сызықтық 

емес теңдеулер үшін итерациялық процестер құрылды және олардың 

жинақтылық шарттары орнатылды. Осы нәтижелер жәй дифференциалдық 

теңдеулер мен дербес туындылы теңдеулер үшін сызықтық емес шеттік 

есептерге қолданылды [81-85]. 

Д.С. Джумабаевтың параметрлеу әдісі сызықты емес шеттік есептердің 

оқшауланған шешімдерін табу, Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуі үшін шеттік есептерді шешу, импульсті жүктелген гиперболалық 

теңдеулердің периодты шешімдерін табу, импульс әсерлі жоғары ретті дербес 

туындылы теңдеулер жүйесі үшін бейлокал есептерді шешу және сызықты емес 

импульсті шеттік есептерді шешу мәселелерінде кеңінен қолданыс тапты [86-95]. 

Дифференциалдық теңдеулердің сызықтық емес болуы осы теңдеулер 

үшін сызықтық емес шеттік есептердің сапалық қасиеттерін зерттеуде де, 

олардың шешімдерін табуда да түбегейлі қиындықтарға әкеледі. 

Сызықты емес есептерді шешуде көп жағдайда итерациялық әдістер 

пайдаланылады. Ньютон, Ньютон-Канторович әдістері сияқты тиімді 

итерациялық әдістер "жақсы" бастапқы жуықтауды таңдауды талап етеді. 

Итерациялық процестердің жинақтылық мәселелері, бастапқы жуық мәнді 

таңдау мәселелері [96-100] және т.б. монографияларда жан-жақты талқыланған. 

Жұмыстың мақсаты: Импульс әсерлі дифференциалдық теңдеулер үшін 

шеттік есептерді шешуде орталау және параметрлеу әдістерін қолдану және 

есепті шешудің тиімді тәсілдерін құру. 

Зерттеу міндеттері:  

a) импульс әсерлі дифференциалдық теңдеулері жүйесінің шешімінің 

бастапқы шарттардан үзіліссіз тәуелділігін анықтау; 
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b) импульсті жүйенің вариациялау теңдеуін орталау әдісімен шешу; 

c) бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульсті дифференциалдық теңдеу 

үшін шеттік есебі шешілімділік шарттарын орталау әдісі арқылы орнату; 

d) импульсті дифференциалдық теңдеу үшін сызықтық емес шеттік 

есептің шешімділік шарттарын алу және оның шешімін табудың тиімді 

алгоритмін құру; 

e) бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі дифференциалдық 

теңдеу үшін шеттік есептің шешілімділік шарттарын параметрлеу әдісі арқылы 

анықтау; 

f) бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі дифференциалдық 

теңдеудің ось бойындағы екі жақты шенелген шешімдерінің бар болу шарттарын 

орнату. 

Зерттеу нысаны бекітілген және бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс 

әсерлі дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептер болып табылады. 

Зерттеу пәні импульс әсерлі дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік 

есептердің шешімділік мәселелері, кіші сандық параметрі бар бастапқы және 

шеттік есептер үшін орталау және параметрлеу әдісін негіздеу. 

Ғылыми жаңалық.  

1. Импульс әсерлі дифференциалдық теңдеуі үшін орталанған шеттік есептің 

шешімінің бар болуы жағдайында бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі 

дифференциалдық теңдеуі үшін шеттік есебінің шешімінің бар болу шарттары 

орнатылды. 

2. Бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульсті  дифференциалдық теңдеудің ось 

бойындағы екіжақты, шенелген шешімдерінің бар болу шарттары орталау әдісі 

арқылы анықталды. 

3. Д.С. Джумабаев параметрлеу әдісі бекітілген уақыт мезетіндегі импульсті 

сызықты емес жәй дифференциалдық теңдеуі үшін шеттік есептерді шешуге 

қолданылды. 

4. Д.С. Джумабаев параметрлеу әдісі бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс 

әсерлі дифференциалдық теңдеуі үшін шеттік есепті шешуге қолданылды. 

5.   Бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі дифференциалдық теңдеуі 

үшін сызықты емес шеттік есепті шешудің алгоритмдері және олардың сандық 

жүзеге асырылуы жасалды. 

Қорғауға шығарылатын негізгі ережелер: 

- импульсті жүйенің вариациялау теңдеуінің орталау әдісімен шешімін 

табу; 

- бекітілген және бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі 

дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептің шешімдерінің бар болуын 

зерттеуге орталау әдісін қолдану; 

- бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульсті дифференциалдық теңдеудің 

ось бойындағы екі жақты шенелген шешімдері орталау әдісі арқылы анықтау; 

- бекітілген уақыт мезетіндегі импульсті дифференциалдық теңдеуі үшін 

сызықтық емес шеттік есептің шешімділік шарттары; 

- бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульсті дифференциалдық теңдеу үшін 

шеттік есептің шешілімділік шарттарын параметрлеу әдісі арқылы анықтау; 
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- импульс әсерлі дифференциалдық теңдеуі үшін сызықты емес шеттік 

есепті параметрлеу әдісімен шешу; 

- бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі дифференциалдық теңдеуі 

үшін сызықты емес шеттік есепті шешудің алгоритмдері және олардың сандық 

жүзеге асырылуы; 

- импульс әсерлі дифференциалдық теңдеуі үшін шеттік есептің 

параметрлерге қатысты сызықты емес алгебралық теңдеулер жүйесінің шешімін 

табу алгоритмі құрылды. 

  Сенімділік және негізділік. Диссертацияда импульс әсерлі 

дифференциалдық теңдеулер теориясының әдістері мен нәтижелері кеңінен 

қолданылады. Диссертацияда қарастырылған есептерді зерттеудің және 

шешудің негізгі әдістері орталау және параметрлеу әдістері болып табылады. 

 Зерттеудің теориялық және практикалық маңыздылығы. 

Диссертацияның нәтижелері негізінен теориялық сипатта болып табылады. 

Жұмыстың ғылыми маңыздылығы бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс 

әсерлі дифференциалдық теңдеулер үшін зерттеу мен есептерді шешудің 

конструктивті әдісін құру болып табылады. 

Диссертациялық жұмыстың басқа ғылыми-зерттеу жұмыстарымен 

байланысы. Диссертациялық жұмыс "Бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс 

әсері бар дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептерді шешу әдістері" (№ 

AP15473190, 2022-2024 жж.) жобасы аясында «Жаратылыстану ғылымдары 

саласындағы іргелі зерттеулер» басымдығы бойынша гранттық қаржыландыру 

шеңберінде орындалды. 

Автордың жеке үлесі диссертациялық жұмыста келтірілген барлық 

нәтижелерді автор тарапынан алынды. Бірлескен авторлар мен ғылыми 

кеңесшілердің үлесі есептерді қоюдан және алынған нәтижелерді талқылаудан 

тұрады. 

Жұмысты апробациялау. Жұмыстың негізгі нәтижелері келесі іс-

шараларда баяндалды және талқыланды: 

– Сәуір айындағы дәстүрлі халықаралық ғылыми конференция. 

Математика және математикалық моделдеу институты. Алматы, Қазақстан 

(сәуір 2020 ж., сәуір 2024 ж.); 

– «Дифференциалдық теңдеулер, анализ және алгебра мәселелері» 

тақырыбында Халықаралық ғылыми конференция. Қ. Жұбанов атындағы Ақтөбе 

өңірлік университеті. Ақтөбе, Қазақстан (24-28 мамыр 2022 ж.); 

– Mathematical Analysis, Differential Equation & Applications – MADEA 9,  

Бішкек, Қырғызстан (21-25 маусым, 2021ж.); 

– International Workshop on the Qualitative Theory of Differential Equations 

QUALITDE – 2020, Тбилиси, Грузия (19-21 желтоқсан, 2020 ж.); 

 Жарияланымдар. Диссертация тақырыбы бойынша 8 жұмыс 

жарияланды [110-117], оның ішінде Scopus базасында индекстелетін рейтингтік 

ғылыми журналда 2 жарияланым, ҚР ҒЖБМ Ғылым және жоғары білім 

саласындағы сапаны қамтамасыз ету комитеті ұсынған ғылыми нәтижелерді 

жариялау тізіміне енетін ғылыми басылымдарда 2 мақала, халықаралық 

конференциялар мен семинарлар материалдарында 4 мақала жарияланды. 
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 Диссертацияның құрылымы мен көлемі. Диссертациялық жұмыс 

кіріспеден, екі бөлімнен, қорытындыдан, пайдаланылған әдебиеттердің 117 

шығу көзін қамтитын тізімнен тұрады. Формулалардың, теоремалардың, 

леммалар мен анықтамалардың нөмірленуі үш таңбалы: бірінші сан бөлім 

нөмірін, екіншісі ішкі бөлім нөмірін, үшіншісі формуланың меншікті нөмірін, 

теореманы, лемманы, ішкі бөлім ішіндегі анықтамаларды білдіреді. 

Диссертациялық жұмыс 141 беттен тұрады. 

 Диссертацияның қысқаша мазмұны. Кіріспе қарастырылып отырған 

есептердің қазіргі жәй-күйін бағалауды, ғылыми-зерттеу жұмыстарын жүргізу 

қажеттілігінің негіздемесін қамтиды. Кіріспеде тақырыптың өзектілігі мен 

жаңалығы, зерттеудің негізгі мақсаттары мен міндеттері, қорғауға ұсынылған 

ережелер көрсетілген. 

 Бірінші бөлімде бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі 

дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептерді шешудің орталау әдісі 

қарастырылады.  

 1.1 ішкі бөлімінде бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі 

дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептің қойылымы және оған 

қойылатын негізгі және қосымша шарттар, анықтамалар келтіріледі.   

 Кіші параметрмен импульс әсерлі дифференциалдық теңдеулер жүйесі 

үшін келесі шеттік есеп қарастырылады:  

 

�̇� = 𝜀𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖(𝑥),

△ 𝑥|  𝑡=𝑡𝑖(𝑥) = 𝜀𝐼𝑖(𝑥),
                                      (0.1) 

𝐹 (𝑥(0), 𝑥 (
𝑇

𝜀
)) = 0.                                      (0.2) 

 

Мұндағы 𝜀 > 0 – кіші параметр, 𝑇 > 0 бекітілген сан, 𝑡𝑖(𝑥) < 𝑡𝑖+1(𝑥) (𝑖 =
1, 2, … ) – импульс әсерлі мезеттер, 𝐼𝑖: 𝑅

𝑑 → 𝑅𝑑 , 𝑋: 𝑅𝑑 × 𝑅𝑑 → 𝑅𝑑 және 𝐹: 𝑅𝑑 ×
𝑅𝑑 → 𝑅𝑑 функциялары 𝑑 өлшемді вектор функциялар, ∆𝑥 = 𝑥(𝑡 + 0) − 𝑥(𝑡). 

 0.1-анықтама. 𝐴 = {𝑡 ∈ (0,
𝑇

𝜀
] , қайсыбір 𝑖 үшін 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) } ақырлы 

импульс әсерлі нүктелер жиыны (мүмкін бос) үшін  

(𝑖) барлық 𝑡 ∈ (0,
𝑇

𝜀
] \𝐴 үшін үзіліссіз дифференциалданатын; 

(𝑖𝑖) барлық 𝑡 ∈ (0,
𝑇

𝜀
] \𝐴 үшін (0.1) жүйенің дифференциалдық теңдеуін 

қанағаттандыратын; 

(𝑖𝑖𝑖) барлық 𝑡 ∈ 𝐴 үшін ∆𝑥 = 𝑥(𝑡 + 0) − 𝑥(𝑡) = 𝜀𝐼𝑖(𝑥(𝑡)) теңдеуін 

қанағаттандыратын 𝑥(𝑡): [0,
𝑇

𝜀
] → 𝑅𝑑 функциясын (0.1) жүйенің шешімі деп 

атаймыз.  

          Сонымен қатар, егер 𝑥(𝑡) функциясы 𝐹 (𝑥(0), 𝑥 (
𝑇

𝜀
)) = 0 шартын 

қанағаттандырса, онда ол (0.1), (0.2)  шеттік есептің шешімі болады.  

 Біз 𝑥(𝑡) функциясы сол жақты үзіліссіз, яғни барлық 𝑡 ∈ 𝐴 үшін 𝑥(𝑡) =
𝑥(𝑡 − 0) деп ұйғарамыз.  



12 

Айталық, 

 

𝑋0(𝑥) = lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ 𝑋(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡
𝑇

0

, 𝐼0(𝑥) = lim
𝑇→∞

1

𝑇
∑ 𝐼𝑖(𝑥)

0<𝑡𝑖(𝑥)<𝑇

,      (0.3) 

 

шектері бар болсын және (0.1), (0.2) шеттік есепке сәйкес   

 

                                         

�̇� = 𝜀[𝑋0(𝑦) + 𝐼0(𝑦)]

𝐹 (𝑦(0), 𝑦 (
𝑇

𝜀
)) = 0

                                           (0.4)                                            

                

орталанған шеттік есебін немесе баяу уақыт шакаласында 𝜏 = 𝜀𝑡 
 

                                         

𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝑋0(𝑦) + 𝐼0(𝑦)

𝐹(𝑦(0), 𝑦(𝑇)) = 0
                                       (0.5)                                            

 

есебін қояйық. 
(0.1), (0.2) есебі үшін 

1.1. 𝑋(𝑡, 𝑥) және 𝐼𝑖(𝑥) функциялары 𝑄 = {𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝑈𝑎} жиынында 

үзіліссіз, 𝑀 > 0 тұрақтысымен шенелген және 𝑥 бойынша 𝐿 > 0 тұрақтысымен 

Липшиц шартын қанағаттандырсын; 

1.2. Бірқалыпты (0.3) шектері (𝑥 ∈ 𝑈𝑎 бойынша) табылсын; 

1.3. (0.5) орталау есебінің қайсыбір 𝜌 маңайымен 𝑈𝑎 жиынында жататын 

шешімі бар болсын. Осы маңайда 𝑋(𝑡, 𝑥) функциясының 𝑥 бойынша бірқалыпты 

үзіліссіз 
𝜕𝑋(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥
 дербес туындылары және 𝐼𝑖(𝑥) функцияларының 𝑖 бойынша 

бірқалыпты үзіліссіз 
𝜕𝐼𝑖(𝑥) 

𝜕𝑥
 дербес туындылары бар болсын. 𝑋0(𝑥), 𝐼0(𝑥) және 

𝐹(𝑥, 𝑦) функциялары көрсетілген 𝜌 маңайда 
𝜕𝑋0(𝑥)

𝜕𝑥
, 
𝜕𝐼0(𝑥)

𝜕𝑥
, 
𝜕𝐹(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
 және 

𝜕𝐹(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
 

үзіліссіз дербес туындылары бар және  

 

𝑑𝑒𝑡
𝜕𝐹0(𝑥0)

𝜕𝑥0
≠ 0,                                      (0.6) 

 

орындалсын, мұндағы 𝑥0 = 𝑦(0), 𝐹0(𝑥0) = 𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0)); 

1.4. Бірқалыпты (𝑥 ∈ 𝑈𝑎 бойынша)  

 

lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫

𝜕𝑋(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝑑𝑡

𝑇

0

=
𝜕𝑋0(𝑥)

𝜕𝑥
, lim
𝑇→∞

1

𝑇
∑

𝜕𝐼𝑖(𝑥) 

𝜕𝑥
0<𝑡𝑖(𝑥)<𝑇

=
𝜕𝐼0(𝑥)

𝜕𝑥
 

 

шектері бар болсын; 
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1.5. Импульс әсерлі {𝑡𝑖(𝑥)} мезеттері 𝑈𝑎 жиынында үзіліссіз функциялар 

болсын, ал 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) беті бөлектеу шартын қанағаттандырсын, яғни 

 

min
𝑥∈𝑈𝑎

𝑡𝑖+1(𝑥) < max
𝑥∈𝑈𝑎

𝑡𝑖(𝑥), (𝑖 = 1, 2, …);                     (0.7) 

 

шарттары орындалсын. 

Айталық, барлық 𝑡 > 0 и  𝑥 ∈ 𝑈𝑎 үшін 

 

                                                         𝑖(𝑡, 𝑥) ≤ 𝐶 ∙ 𝑡                                             (0.8) 
 

орындалатын 𝐶 > 0 тұрақтысы табылсын, мұндағы 𝑖(𝑡, 𝑥) шамасы (0, 𝑡) 
аралығындағы импульс саны. 

Сондай-ақ, (0.1) жүйенің шешімі әрбір 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) бетімен бірден артық емес 

рет қиылыссын.  

 Бізге 𝑦 = 𝑦(𝜀𝑡) қисығы мен 𝑡 =
𝑇

𝜀
 үшін 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) бетінің орналасуына 

қатысты қосымша шарттарды қою қажет. Әрбір 𝜀 үшін 1.5 шартына сәйкес 𝑡 =
𝑇

𝜀
 

жазықтығы мен 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) беттерінің орналасуына қатысты үш мүмкін жағдай 

орын алады: 

1) 𝑡 =
𝑇

𝜀
 жазықтығы 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) беттерінің ешқайсымен қиылыспайды; 

2) қайсыбір 𝑖 үшін 𝑡𝑖(𝑥) ≡
𝑇

𝜀
, 𝑥 ∈ 𝑈𝑎; 

3) қайсыбір 𝑖 үшін 𝑡 =
𝑇

𝜀
 жазықтығы 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) бетімен қиылысады. 

(0.7) шартынан жазықтықтың бірден артық емес осы беттермен 

қиылыспайтындығы шығады. 𝑁𝑖(𝜀) = {𝑥 ∈ 𝑈𝑎:
𝑇

𝜀
= 𝑡𝑖(𝑥)} белгілеуін енгізейік. 

 𝑨 шарты. Егер қайсыбір 𝜀 < 𝜐 үшін 𝑁𝑖(𝜀) ≠ ∅ және 𝑁𝑖(𝜀) ≠ 𝑈𝑎 болатын 

𝜇 > 0 және 𝜈 > 0 сандары табылады, онда  

 

𝜌(𝑦(𝑇), 𝑁𝑖(𝜀)) > 𝜇. 

 

1.2 ішкі бөлімінде импульс әсерлі теңдеулер жүйесінің шешімінің 

бастапқы шарттардан үзіліссіз тәуелділігі қарастырылады.  

Дифференциалдық теңдеулер жүйесі 

 

�̇� = 𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖(𝑥),

△ 𝑥|  𝑡=𝑡𝑖(𝑥) = 𝐼𝑖(𝑥),
                                    (0.9) 

 

𝑡 ∈ [0, 𝑇] және 𝑥 ∈ 𝑈𝑎 үшін қарастырылады. (0.9) жүйесі 1.1 және 1.5 шарттарын 

қанағаттандырсын.  

(0.8) шарты бойынша (0, 𝑇) аралығында импульс мезеттері 𝐶𝑇 шамасынан 

артпайды.  𝑦1 , … , 𝑦𝑝 ∈ 𝑈𝑎 нүктелерін аламыз және олар импульс әсерлі мезеттер 
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тудырады, дәлірек айтқанда {𝜏𝑖(𝑦𝑖)}1
𝑝
. Жалпылықты жоғалтпау үшін 𝜏𝑝(𝑦𝑝) ≤ 𝑇 

болсын.  

 Айталық, 𝑥(𝑡, 𝑦), мұндағы 𝑦(𝑦1, … , 𝑦𝑝), функциясы 𝑥(0, 𝑦) = 𝑥(𝑦) 

бастапқы шартымен бекітілген мезеттер үшін  

  
�̇� = 𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖(𝑦𝑖),

△ 𝑥|  𝑡=𝑡𝑖(𝑦𝑖) = 𝐼𝑖(𝑥(𝑡𝑖)),
                                        

 

импульстік жүйесінің шешімі болсын. Айталық,  𝑥(𝑡, 𝑧) функциясы 𝑧 =

(𝑧, … , 𝑧𝑝), 𝑧𝑖 ∈ 𝑈𝑎 жиыны үшін импульстік мезеттердің жиынын қолдану арқылы 

құрылатын 𝑥(0, 𝑧) = 𝑥(𝑧) бастапқы шартымен ұқсас жүйенің шешімі. 𝑡𝑖(𝑥) 
функциясының үзіліссіздігі 𝑧 → 𝑦 болғанда 𝑡𝑖(𝑧𝑖) → 𝑡𝑖(𝑦𝑖) екенін білдіреді.  

Осыдан 𝑧 нүктесінің 𝑦 нүктесіне мейлінше жақын болғанда [0, 𝑇] аралығында 

𝑡𝑖(𝑧𝑖) импульстер саны 𝑝 − 1 шамасынан кем есе және 𝑝 шамасынан артық емес 

болады.  

 Айталық, 𝑡𝑖 = 𝑚𝑖𝑛{𝑡𝑖(𝑦𝑖), 𝑡𝑖(𝑧𝑖)}, 𝑡𝑖 = 𝑚𝑎𝑥{𝑡𝑖(𝑦𝑖), 𝑡𝑖(𝑧𝑖)} болсын. 

 0.1-лемма. (Үзіліссіз тәуелділік). 1.1 және 1.5 шарттары үшін, егер 𝑧 → 𝑦 

және 𝑥(𝑧) → 𝑥(𝑦) болса, онда  

 

𝑠𝑢𝑝
𝑡∈(𝑡𝑖,𝑡𝑖+1]

𝑖=1,𝑝−1

|𝑥(𝑡, 𝑧) − 𝑥(𝑡, 𝑦)| → 0                                     (0.10) 

 

орындалады. 

 Енді бекітілген мезеттегі импульстік әсері бар дифференциалдық 

теңдеулер жүйесінің шешімінің бастапқы берілгендер бойынша үзіліссіз 

дифференциалдануын зерттейміз.  

 

�̇� = 𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖 ,

△ 𝑥|  𝑡=𝑡𝑖 = 𝐼𝑖(𝑥)
                                       (0.11) 

 

уақыттың бекітілген мезетіндегі импульстік жүйесін қарастырамыз, мұндағы 𝑡 ∈
[0, 𝑇], 𝑥 ∈ 𝑈𝑎 және 𝑡𝑖 < 𝑡𝑖+1 нүктелері [0, 𝑇] аралығындағы импульс мезеттері. 

Сондай-ақ, импульс мезеттері [0, 𝑇] аралығында ақырлы болсын.  

 Айталық, 𝑥(𝑡, 𝑥0) функциясы [0, 𝑇] аралығындағы 𝑥(0, 𝑥0) = 𝑥0 бастапқы 

шартымен (0.11) жүйенің шешімі болсын. 

 0.2-лемма. (Бастапқы берілгендер бойынша үзіліссіз дифференциалдану). 

Айталық, (0.11) жүйе 1.1 және 1.5 шарттарын қанағаттандырады және 

𝑋(𝑡, 𝑥) және 𝐼𝑖(𝑥) функциялары 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑥 ∈ 𝑈𝑎  болғанда 𝑥 бойынша үзіліссіз 

дифференциалдансын. Онда 𝑥(𝑡, 𝑥0) шешімі 𝑥0 бойынша үзіліссіз 

дифференциалданады және 𝑧(𝑡) =
𝜕𝑋(𝑡,𝑥0)

𝜕𝑥0
 функциясы импульс әсерлі сызықты 

варияциациялау  
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𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
𝜕𝑋(𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑥0))

𝜕𝑥
𝑧, 𝑡 ≠ 𝑡𝑖 , 

△ 𝑧|  𝑡=𝑡𝑖 =
𝜕𝐼𝑖(𝑡, 𝑥0)

𝜕𝑥
𝑧(𝑡𝑖). 

 

теңдеуін қанағаттандырады.  

1.3 ішкі бөлімінде бекітілген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі жүйенің 

варияциялау теңдеуін орталау әдісімен шешу қарастырылады.  

 Бекітілген 𝑡𝑖 уақыт мезетінде импульс әсерлі дифференциалдық теңдеулер 

жүйесін қарастырамыз:  

 

�̇� = 𝜀𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖 ,

△ 𝑥|  𝑡=𝑡𝑖 = 𝜀𝐼𝑖(𝑥(𝑡𝑖)),
                                       (0.12) 

 

мұндағы 𝑖 = 1,2, … ;  𝜀 > 0 – кіші параметр.  

         Айталық, келесі шарттар орындалсын: 

         1.2.1. 𝑋(𝑡, 𝑥) және 𝐼𝑖(𝑥) функциялары 𝑡 ≥ 0 және  𝑥 ∈ 𝐷; 𝐷 ⊂ ℝ𝑑 үшін 

1.1 шартын қанағаттандырсын;  

         1.2.2. Бірқалыпты (𝑥 ∈ 𝐷 бойынша) шектер бар болсын:  

 

lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫𝑋(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡

𝑇

0

= 𝑋0(𝑥), lim
𝑇→∞

1

𝑇
∑ 𝐼𝑖(𝑥)

0<𝑡𝑖<𝑇

= 𝐼0(𝑥) 

 

шектері бар болсын; 

          1.2.3.  

 

𝑖(𝑡) ≤ 𝐶𝑡                                                      (0.13) 
 

теңсіздігі орындалатын 𝐶 > 0 тұрақтысы табылсын, мұндағы 𝑖(𝑡) шамасы (0, 𝑇) 
аралығындағы импульс саны; 

          1.2.4. Орталанған жүйенің   

 

�̇� = 𝜀[𝑋0(𝑦) + 𝐼0(𝑦)]                                    (0.14) 
 

𝜀 = 1 және 𝑡 ∈ [0, 𝑇] үшін 𝑦 = 𝑦(𝜀𝑡, 𝑥0), 𝑦(0, 𝑥0) = 𝑥0 ∈ 𝐷 шешімі бар және ол 𝜌 

маңайымен 𝐷 облысына тиісті; 

          1.2.5. 𝑋(𝑡, 𝑥) және 𝐼𝑖(𝑥) функциялары 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐷 үшін үзіліссіз 

дифференциалдансын және   

 

lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫
𝜕𝑋(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝑑𝑡

𝑇

0

=
𝜕𝑋0(𝑥)

𝜕𝑥
, lim

𝑇→∞

1

𝑇
∑

𝜕𝐼𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
0<𝑡𝑖<𝑇

=
𝜕𝐼0(𝑥)

𝜕𝑥
      (0.15) 
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бірқалыпты (𝑥 ∈ 𝐷 бойынша) шектері бар болсын. 

 0.1-теорема. (Варияциялау теңдеуінің орталауы туралы). Айталық, 1.2.1 

– 1.2.5 шарттары орындалсын және  
𝜕𝑋(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥
  және  

𝜕𝐼𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
 функциялары 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈

𝐷 үшін 𝐿  тұрақтысымен 𝑥 бойынша липшицтік функциялар болсын. Онда кез-

келген 𝜂 > 0 үшін 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] болғанда (0.12) дәл теңдеудің және (0.14) 
орташаланған теңдеуінің шешімдерінің бастапқы берілгендер бойынша 

туындылары  

 

‖
𝜕𝑥(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑧
|  𝑧=𝑥0 −

𝜕𝑦(𝜀𝑡, 𝑧)

𝜕𝑧
|  𝑧=𝑥0‖ ≤ 𝜂, 𝑡 ∈ [0,

𝑇

𝜀
]               (0.16) 

 

теңсізідігін қанағаттандыратын 𝜀0 = 𝜀0(𝜂) саны табылады. 

 1.4 ішкі бөлімінде бекітілген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі  

дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есептің шешімі қарастырылады. 

 

𝐹 (𝑥(0), 𝑥 (
𝑇

𝜀
)) = 0                                   (0.17) 

 

шеттік шартымен (0.12) жүйе үшін шеттік есепті қарастырамыз.  

 0.2-теорема. Айталық, 2.1–2.3 шарттары және сонымен қатар 

 1.2.6.  

 

�̇� = 𝜀[𝑋0(𝑦) + 𝐼0(𝑦)], 
 

𝐹 (𝑥(0), 𝑥 (
𝑇

𝜀
)) = 0, 

 
орталанған шеттік есебінің қайсыбір 𝜌 маңайымен 𝐷 облысына тиісті 𝑦 =
𝑦(𝜀𝑡) = 𝑦(𝜏) шешімі  және 𝑋(𝑡, 𝑥) функциясының 𝑦(𝑡) нүктесінің 𝜌 маңайында 

𝑥 бойынша үзіліссіз 
𝜕𝑋(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥
 дербес туындылары, ал 𝐼𝑖(𝑥) функцияларының 𝑖 ∈ 𝑁 

бойынша бірқалыпты үзіліссіз 
𝜕𝐼𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
 дербес туындылары бар болады. 

𝑋0(𝑥), 𝐼0(𝑥) және 𝐹(𝑥, 𝑦) функцияларының көрсетілген 𝜌 маңайда  
𝜕𝑋0(𝑥)

𝜕𝑥
, 
𝜕𝐼0(𝑥)

𝜕𝑥
, 

𝜕𝐹(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
, 
𝜕𝐹(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
  үзіліссіз дербес туындылары бар болсын және 

𝑑𝑒𝑡
𝜕𝐹0(𝑥)

𝜕𝑥0
≠ 0, 

мұндағы 𝑥0 = 𝑦(0), 𝐹0(𝑥0) = 𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0)). 

 1.2.7. 𝑦(𝑡) нүктесінің 𝜌 – маңайында x үшін шектер бар болсын: 
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𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

1

𝑇
∫
𝜕𝑋(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝑑𝑡

𝑇

0

=
𝜕𝑋0(𝑥)

𝜕𝑥
, 𝑙𝑖𝑚

𝑇→∞

1

𝑇
∑

𝜕𝐼𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
0<𝑡𝑖<𝑇

=
𝜕𝐼0(𝑥)

𝜕𝑥
 

 

шарттары орындалсын. 

 Онда 𝜀 ∈ (0, 𝜀0) болғанда (0.12), (0.17) шеттік есептің 𝑦(𝜀𝑡) нүктесінің 

ℴ0-маңайына тиісті болатын 𝑥(𝑡, 𝜀) жалғыз шешімі бар болатындай 𝜀0 > 0 

және ℴ0 < 𝜌 сандары табылады, яғни 

 

|𝑥(𝑡, 𝜀) − 𝑦(𝜀𝑡)| < ℴ0 , 𝑡 ∈ [0,
𝑇

𝜀
] , 𝜀 ∈ (0, 𝜀0)                     (0.18)                         

 

және 

 

𝑠𝑢𝑝
 𝑡∈[0,

𝑇

𝜀
]

|𝑥(𝑡, 𝜀) − 𝑦(𝜀𝑡)| → 0, 𝜀 → 0.                              (0.19)    

 

 1.5 ішкі бөлімінде бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі  

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін шеттік есепті орталау әдісімен шешу 

қарастырылады.  

 Кіші параметрмен бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі 

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін 

   
�̇� = 𝜀𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖(𝑥),

△ 𝑥|  𝑡=𝑡𝑖(𝑥) = 𝜀𝐼𝑖(𝑥),

𝐹 (𝑥(0), 𝑥 (
𝑇

𝜀
)) = 0

                                       (0.20) 

 

шеттік есебін қарастырамыз. Мұндағы 𝜀 > 0 – кіші параметр, 𝑇 > 0 бекітілген, 

𝑡𝑖(𝑥) < 𝑡𝑖+1(𝑥) (𝑖 = 1, 2,… ) – импульс әсерлі мезеттер, 𝑋, 𝐼𝑖 және 𝐹 функциялары 

𝑑 өлшемді вектор функциялар. 

Айталық, барлық 𝑡 > 0 және 𝑥 ∈ 𝑈𝑎 үшін 

 

                                                         𝑖(𝑡, 𝑥) ≤ 𝐶 ∙ 𝑡                                          (0.21)                                                
 

орындалатын 𝐶 > 0 тұрақтысы табылсын, мұндағы 𝑖(𝑡, 𝑥) шамасы (0, 𝑡) 
аралығындағы импульс саны. 

Сондай-ақ, (0.21) жүйенің шешімі әрбір 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) бетімен бірден артық 

емес рет қиылыссын.  

0.3-теорема. Айталық, 1.1-1.5 шарттары орындалсын. Онда барлық 𝜀 ∈
(0, 𝜀0) үшін (0.20) шеттік есебінің 𝑦(𝜀𝑡) нүктесінің 𝜎0 маңайында шешімі бар 

болатын 𝜀0 > 0 және 0 < 𝜎0 < 𝜌 сандары табылады, яғни 
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 |𝑥(𝑡, 𝜀) − 𝑦(𝜀𝑡)| < 𝜎0, 𝑡 ∈ [0,
𝑇

𝜀
], және 𝑠𝑢𝑝

𝑡∈[0,
𝑇

𝜀
]

|𝑥(𝑡, 𝜀) − 𝑦(𝜀𝑡)| → 0, 𝜀 → 0. 

 

1.6 ішкі бөлімінде бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульстік әсері бар 

дифференциалдық теңдеудің ось бойындағы екі жақты шенелген шешімдері 

қарастырылады.  

Кіші параметрмен бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі 

 

                             �̇� = 𝜀𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖(𝑥),                                  (0.22)      
                               

∆𝑥|𝑡=𝑡𝑖(𝑥) = 𝜀𝐼𝑖(𝑥)                                      (0.23) 

 

𝑥(0) = 𝑥0                                             (0.24) 
 

дифференциалдық теңдеулер жүйесі қарастырылады, мұндағы 𝜀 > 0 – кіші 

параметр, 𝑡𝑖(𝑥) < 𝑡𝑖+1(𝑥) (𝑖 = 1, 2, … ) – импульс әсерлі мезеттер, 𝑋 және 𝐼𝑖 
функциялары 𝑑 өлшемді вектор функциялар. 

𝑈𝑎 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑑: |𝑥| ≤ 𝑎} болсын. Айталық, келесі шарттар орындалсын: 

1. 𝑋(𝑡, 𝑥) және 𝐼𝑖(𝑥) функциялары 𝑄 = {𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝑈𝑎} жиынында үзіліссіз, 

𝑀 > 0 тұрақтысымен шенелген және 𝑥 бойынша 𝐿 > 0 тұрақтысымен Липшиц 

шартын қанағаттандырады; 
2. 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝑈𝑎 үшін 𝑡, 𝑥  бойынша бірқалыпты 

 

𝑋0(𝑥) = lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ 𝑋(𝑠, 𝑥)𝑑𝑠
𝑡+𝑇

𝑡

 

 

𝐼0(𝑥) = lim
𝑇→∞

1

𝑇
∑ 𝐼𝑖(𝑥)

𝑡<𝑡𝑖(𝑥)<𝑇

; 

 

ақырлы шектері бар болсын; 

3. Орталанған жүйенің 

 

                                         �̇� = 𝜀[𝑋0(𝑦) + 𝐼0(𝑦)]                                    (0.25)                                  
 

𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑦(0) = 𝑥(0) шешімі 𝑡 ≥ 0 үшін анықталған және қайсыбір 𝜌 

маңайымен 𝑈𝑎 жиыныда  жатады және бірқалыпты асимптотикалық орнықты; 

4. Импульс әсерлі {𝑡𝑖(𝑥)} мезеттері 𝑖 ∈ 𝑁 бойынша 𝑈𝑎 жиынында 

бірқалыпты үзіліссіз функциялар болсын, ал 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) беті бөлектеу шартын 

қанағаттандырсын, яғни 

 

min
𝑥∈𝑈𝑎

𝑡𝑖+1(𝑥) < max
𝑥∈𝑈𝑎

𝑡𝑖(𝑥), (𝑖 = 1, 2,…) 
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Айталық, барлық 𝑡 > 0 и  𝑥 ∈ 𝑈𝑎 үшін 

 

𝑖(𝑡, 𝑥) ≤ 𝐶 ∙ 𝑡 
 

орындалатын 𝐶 > 0 тұрақтысы табылсын, мұндағы 𝑖(𝑡, 𝑥) шамасы (0, 𝑡) 
аралығындағы импульс саны. 

Сонымен қатар, (0.22) − (0.24) есебінің шешімі әрбір 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) бетімен бірден 

артық емес рет қиылыссын, яғни соғу болмасын. 

0.4-теорема. Айталық, 1-4 шарттары орындалсын. Онда кез-келген 𝜂 > 0 

үшін 𝑡 ≥ 0  болғанда 𝜀 < 𝜀0 үшін 

 

                                                     |𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)| < 𝜂                                          (0.26)                                             
 

теңсіздігі орындалатын 𝜀0 саны табылады, мұндағы 𝑥(𝑡) (𝑥(0) = 𝑦(0) = 𝑥0) 
функциясы (0.22) − (0.24) дәл жүйенің шешімі. 

(0.22) − (0.24) импульстік жүйені қарастырамыз және импульс нүктелері 

барлық осьте анықталған болсын делік, яғни 𝑡𝑖(𝑥) импульс нүктелері 𝑖 ∈ 𝑍, 𝑖 =
±1, ±2, …  үшін анықталған. 

0.5-теорема. Айталық, 𝑋(𝑡, 𝑥) және 𝐼𝑖(𝑥) функциялары 𝑄 = {𝑡 ∈ 𝑅 , 𝑥 ∈
𝑈𝑎} (𝑈𝑎 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑑: |𝑥| ≤ 𝑎}) облысында анықталған және осы облыста  

1. 𝑋(𝑡, 𝑥) және 𝐼𝑖(𝑥) функциялары айнымалылар жиынтығы бойынша 

үзіліссіз, 𝑀 > 0 тұрақтысымен шенелген және 𝑥 бойынша 𝐿 > 0 

тұрақтысымен Липшиц шартын қанағаттандырады; 
2. Бірқалыпты 𝑡 ∈ 𝑅 және 𝑥 ∈ 𝑈𝑎  бойынша келесі шектер бар болсын 

 

𝑋0(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

1

𝑇
∫ 𝑋(𝑠, 𝑥)𝑑𝑠
𝑡+𝑇

𝑡

, 

 

𝐼0(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

1

𝑇
∑ 𝐼𝑖(𝑥)

𝑡<𝑡𝑖(𝑥)<𝑇

; 

шектері бар болсын; 

3. Орталанған (0.26) жүйесінің 𝑈𝑎 облысында 𝑥0 асимптотикалық 

орнықты тепе-теңдік жағдайы бар болсын; 

4. Импульс әсерлі {𝑡𝑖(𝑥)} мезеттері 𝑈𝑎 облысында 𝑖 ∈ 𝑁 бойынша 

бірқалыпты үзіліссіз функциялар болсын, ал 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) беті  

 

𝑚𝑖𝑛
𝑥∈𝑈𝑎

𝑡𝑖+1(𝑥) < 𝑚𝑎𝑥
𝑥∈𝑈𝑎

𝑡𝑖(𝑥), (𝑖 = 1, 2,…); 

 

бөлектеу шартын қанағаттандырсын; 

5. 𝑡 = 𝑡−1(𝑥) және 𝑡 = 𝑡1(𝑥) беттері 𝑡 = 0 гипержазықтығымен 

қиылыспасын. 

 Онда кел-келген 𝜂 > 0 үшін 𝜀 < 𝜀0 болғанда 𝑡 ∈ 𝑅 үшін дәл жүйенің 𝑥(𝑡) 
шешімі болатын және  
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                                                     |𝑥(𝑡) − 𝑥0| < 𝜂                                                                                                      
 

бағалауы орындалатын 𝜀0 саны табылады.  

2.1 ішкі бөлімінде импульс әсерлі сызықты емес жәй дифференциалдық 

теңдеуі үшін шеттік есепті параметрлеу әдісімен шешу қарастырылады. 

 Жәй дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін импульс әсерлі  

 

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ (0, 𝑇)\{𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑘},                     (0.27) 
 

𝐵𝑥(0) + 𝐶𝑥(𝑇) = 𝑑, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑑 ∈ 𝑅𝑛                  (0.28) 
 

𝑥(𝑡𝑖 + 0) − 𝑥(𝑡𝑖 − 0) = 𝑠𝑖, 𝑠𝑖 ∈ 𝑅
𝑛, 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅,         (0.29) 

 

есебін қарастырамыз, мұндағы 𝑓: [0, 𝑇] × 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 мүмкін 𝑡 = 𝑡𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅ 
нүктелерінде үзілісті вектор-функция; 𝐵 және 𝐶 (𝑛 × 𝑛) тұрақты матрицалар;  

0 = 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑘 < 𝑡𝑘+1 = 𝑇,  ‖𝑥‖ = max
𝑖=1,𝑛̅̅̅̅̅

|𝑥𝑖|.  

Белгілеу енгізейік: 𝐼𝑘 = {𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑘}. 
 Айталық, 𝑃𝐶([0, 𝑇]\𝐼𝑘 , 𝑅

𝑛) кеңістігі  

 

‖𝑥‖1 = max
 𝑖=0,𝑘̅̅ ̅̅

sup
𝑡∈[𝑡𝑖,𝑡𝑖+1)

‖𝑥(𝑡)‖ 

 

нормасылы бөлік-үзіліссіз вектор-функциялар кеңістігі болсын. 

 0.2 - анықтама.  (0.27) − (0.29) импульс әсерлі есептің шешімі деп  

 (0.27) теңдеуін (уақыт бойынша 𝑡 = 0, 𝑡 = 𝑇 нүктелерінде 𝑥+
∗ (0), 𝑥−

∗ (𝑇) 
біржақты туындылары қанағаттандырады); 

 (0.28) шеттік шартын; 

 𝐼𝑘 нүктелерінде (0.29) импульс әсер шартын 

қанағаттандыратын (0, 𝑇)\𝐼𝑘 аралығында бөлік-үзіліссіз дифференциалданатын 

𝑥∗(𝑡) ∈ 𝑃𝐶([0, 𝑇]\𝐼𝑘, 𝑅
𝑛) функциясын атаймыз.  

 [0, 𝑇] кесіндісін  

[0, 𝑇) = ⋃𝑟=1
𝑘+1[𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟). 

 

түріндегі бөлік интервалдарға бөлеміз. 

 Айталық, 𝐶([0, 𝑇], 𝐼𝑘 , 𝑅
(𝑘+1)𝑛) арқылы ‖𝑥[∙]‖2 = max

𝑟=1,𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
sup

𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟)
‖𝑥𝑟(𝑡)‖ 

нормалы барлық 𝑖 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  үшін lim
𝑡→𝑡𝑟−0

𝑥𝑟(𝑡) ақырлы шектері бар 

𝑥𝑟: [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) → 𝑅𝑛 элементімен [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) аралығында үзіліссіз 𝑥[𝑡] =

(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑘(𝑡), 𝑥𝑘+1(𝑡)) функциялар жүйесінің кеңістігін белгілейік.  

 Бөлік интервалдардағы 𝑥(𝑡) функциясының тарылуын 𝑥𝑟(𝑡): 𝑥𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡), 
𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   арқылы белгілейміз және 𝑥𝑟(𝑡) функциясы 
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𝑥�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑟), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                   (0.30) 
 

𝐵𝑥1(0) + 𝐶 lim
𝑡→𝑇−0

𝑥𝑘+1(𝑡) = 𝑑,                      (0.31) 

 

𝑥𝑖+1(𝑡𝑖 + 0) − lim
𝑡→𝑡𝑖−0

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑠𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅.             (0.32) 

 

көпнүктелі есебін қағаттандырады. 

 Бөлікше интервалдың ортасында белгісіз функцияның мәні ретінде 𝜉𝑟 =

𝑥𝑟 (
𝑡𝑟+𝑡𝑟−1

2
) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  параметрін енгіземіз және әрбір 𝑟 – інші интервалда 

𝑥𝑟(𝑡) = 𝑦𝑟(𝑡) + 𝜉𝑟 алмастыруын жасаймыз. 

(0.30) − (0.32) есебін оған эквивалентті 𝜉𝑟 параметрлі есебіне көшіреміз: 

 

𝑦�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑦𝑟 + 𝜉𝑟), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),                           (0.33) 
 

𝑦𝑟 (
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
) = 0, 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                           (0.34) 

 

𝐵𝑦1(0) + 𝐵𝜉1 + 𝐶 lim
𝑡→𝑇−0

𝑦𝑘+1(𝑡) + 𝐶𝜉𝑘+1 = 𝑑,         (0.35) 

 

𝑦𝑖+1(𝑡𝑖 + 0) + 𝜉𝑖+1 − lim
𝑡→𝑡𝑖−0

𝑦𝑖(𝑡) − 𝜉𝑖 = 𝑠𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅.  (0.36) 

 

 [𝑡𝑟 ,𝑡𝑟−1) аралығында үзіліссіз дифференциалданатын және (0.33) жүйесін, 

(0.34) шартын және 𝜉𝑟 = 𝜉𝑟
∗, 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  параметрімен бірге (0.35), (0.36) 

шарттарын қанағаттандыратын 𝑦𝑟
∗(𝑡), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  функциялары үшін (𝑦∗[𝑡], 𝜉∗) 

жұбы, мұндағы 𝑦∗[𝑡] = (𝑦1
∗(𝑡), 𝑦2

∗(𝑡), … , 𝑦𝑘+1
∗ (𝑡)) ∈ 𝐶([0, 𝑇], 𝐼𝑘 , 𝑅

(𝑘+1)𝑛), 𝜉∗ =

(𝜉1
∗, 𝜉2

∗, … , 𝜉𝑘+1
∗ ) ∈ 𝑅(𝑘+1)𝑛, (0.33)  − (0.36) есебінің шешімі деп аталады.  

 (0.27)  − (0.29) және (0.33)  − (0.36) есептерінің эквиваленттілігін келесі 

мағынада түсінеміз. 

 Айталық, 𝑥∗(𝑡) функциясы (0.27)  − (0.29) импульс әсерлі есебінің 

шешімі болсын, онда (𝑦∗[𝑡], 𝜉∗) жұбы (0.33) − (0.36) параметрлі есебінің 

шешімі болады, мұндағы 

 

𝑦∗[𝑡] = (𝑥∗(𝑡) − 𝑥∗ (
𝑡1 + 𝑡0
2

) , 𝑥∗(𝑡) − 𝑥∗ (
𝑡2 + 𝑡1
2

) , … , 𝑥∗(𝑡) − 

 

−𝑥∗ (
𝑡𝑘 + 𝑡𝑘−1

2
) , 𝑥∗(𝑡) − 𝑥∗ (

𝑡𝑘+1 + 𝑡𝑘
2

)) 

 

 және 

 

𝜉∗ = (𝑥∗ (
𝑡1 + 𝑡0
2

) , 𝑥∗ (
𝑡2 + 𝑡1
2

) , … , 𝑥∗ (
𝑡𝑘 + 𝑡𝑘−1

2
) , 𝑥∗ (

𝑡𝑘+1 + 𝑡𝑘
2

) ). 
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 Керісінше, егер �̃�[𝑡] = (�̃�1(𝑡), �̃�2(𝑡),… , �̃�𝑘+1(𝑡)) ∈ 𝐶([0, 𝑇], 𝐼𝑘, 𝑅
(𝑘+1)𝑛) 

және 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑘+1) ∈ 𝑅
(𝑘+1)𝑛 элементтерімен (�̃�[𝑡], 𝜉) жұбы (0.33) −

(0.36) параметрлі есептің шешімі болса, онда �̃�(𝑡) = �̃�𝑟 + 𝜉𝑟, 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 =

1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , және �̃�(𝑇) = lim
𝑡→𝑇−0

�̃�𝑘+1(𝑡) + 𝜉𝑘+1 арқылы анықталған �̃�(𝑡) функциясы 

(0.27) − (0.29) импульс әсерлі есептің шешімі болады.  

 (0.33) − (0.36) параметрлі есебінің (0.30) − (0.32) есебінен 

айырмашылығы оның 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  бөлік интервалдарда ізделінді 

функция мәні үшін (0.34) шартының болуында. 

 Бұл параметрлеу әдісінің модификациясы. Ізделінді функция үшін 

бастапқы шарт орнына [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  бөлік интервалдардың 

орталарында ізделінді функция мәндерімен (0.34) шарты пайда болатын 

(0.33) − (0.36) параметрлі есебін аламыз.   

 Айталық, барлық 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  үшін 𝜉𝑟 белгілі болсын. Сонда (0.33), (0.34) 
есебі  сызықты емес екінші текті Вольтерра интегралдық теңдеуі  

 

𝑦𝑟(𝑡) = ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑟(𝜏) + 𝜉𝑟)

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑡

𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , (0.37) 

 

𝑦𝑟(𝑡) = ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑟(𝜏) + 𝜉𝑟)

𝑡

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
, 𝑡𝑟−1) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  . (0.38) 

 

түріндегі есепке эквивалентті. 

 Белгісіз 𝑦𝑟(𝑡) функциясының мәндерін табу үшін 𝑡 = 𝑡𝑟 , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

нүктелерінің орналасуына байланысты (0.37) немесе (0.38) берілулерін 

пайдаланамыз.  

 

𝑦1(0) = ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦1(𝜏) + 𝜉1)

𝑡1
2

0

𝑑𝜏,                                  (0.39) 

 

lim
𝑡→𝑇−0

𝑦𝑘+1(𝑡) = ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑘+1(𝜏) + 𝜉𝑘+1)

𝑡

𝑡𝑘+1+𝑡𝑘
2

𝑑𝜏,           (0.40) 

 

𝑦𝑖+1(𝑡𝑖 + 0) = ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑖+1(𝜏) + 𝜉𝑖+1)

𝑡𝑖+1+𝑡𝑖
2

𝑡𝑖

𝑑𝜏,           (0.41) 
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lim
𝑡→𝑡𝑖−0

𝑦𝑖(𝑡) = ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑖(𝜏) + 𝜉𝑖)

𝑡𝑖

𝑡𝑖+𝑡𝑖−1
2

𝑑𝜏, 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅.   (0.42) 

 

 (0.39) − (0.42) берілулерін (0.35) және (0.36) қатынастарына және 

сәйкесінше 𝑦1(0), lim
𝑡→𝑇−0

𝑦𝑘+1(𝑡), 𝑦𝑖+1(𝑡𝑖 + 0), lim
𝑡→𝑡𝑖−0

𝑦𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅ мәндерін 

қойып,  

 

𝐵𝜉1 + 𝐵∫ 𝑓(𝜏, 𝑦1(𝜏) + 𝜉1)

𝑡1
2

0

𝑑𝜏 + 𝐶𝜉𝑘+1 + 

 

+ 𝐶 ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑘+1(𝜏) + 𝜉𝑘+1)

𝑇

𝑡𝑘+1+𝑡𝑘
2

𝑑𝜏 − 𝑑 = 0,                (0.43) 

 

∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑖+1(𝜏) + 𝜉𝑖+1)

𝑡𝑖+1+𝑡𝑖
2

𝑡𝑖

𝑑𝜏 + 𝜉𝑖+1 − 

 

− ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑖(𝜏) + 𝜉𝑖)

𝑡𝑖

𝑡𝑖+𝑡𝑖−1
2

𝑑𝜏 − 𝜉𝑖 − 𝑠𝑖 = 0, 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅, (0.44) 

 

теңдіктерін аламыз. 

 Белгілі 𝑦𝑟(𝑡) (𝑖 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) функциялары үшін (0.43), (0.44) жүйесі 

(𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑘+1) параметрлеріне қатысты 

 

𝑄(𝜉, 𝑦) = 0, 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑘+1) ∈ 𝑅
(𝑘+1)𝑛 

 

теңдеулер жүйесін құрайды. 

 Е шарты. 𝐼𝑘 таңдауы үшін 𝑄(𝜉, 0) = 0 сызықты емес теңдеулер 

жүйесінің  𝜉(0) = (𝜉1
(0) , 𝜉2

(0), … , 𝜉𝑘+1
(0) ) ∈ 𝑅(𝑘+1)𝑛 шешімі бар болады. 

 Айталық, Е шарты орындалсын.  

 

�̇�𝑟 = 𝑓 (𝑡, 𝑦𝑟 + 𝜉𝑟
(0)) , 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 
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𝑦𝑟 (
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
) = 0, 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

 

есебінің 𝑦𝑟
(0)(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  шешімі бар және 𝑦𝑟

(0)[𝑡] =

(𝑦1
(0)(𝑡), 𝑦2

(0)(𝑡), … , 𝑦𝑘+1
(0) (𝑡) ) функциялар жүйесі 𝐶([0, 𝑇], 𝐼𝑘, 𝑅

(𝑘+1)𝑛) кеңістігіне 

тиісті болсын.  

 (𝑦(0)[𝑡], 𝜉(0) ) жұбын ескере отырып, [0, 𝑇] аралығында бөлік-үзіліссіз 

функцияны анықтаймыз: 𝑥(0)(𝑡) = 𝑦(0)(𝑡) + 𝜉𝑟
(0)
, 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  және 

𝑥(0)(𝑇) = lim
𝑡→𝑇−0

𝑦𝑘+1
(0) (𝑡) + 𝜉𝑘+1

(0) . 

 Алдымен 𝜌𝜉 > 0, 𝜌𝑦 > 0, 𝜌𝑥 > 0 сандарын таңдаймыз және 

 

𝑆(𝜉(0), 𝜌𝜉) = {𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑘+1) ∈ 𝑅
(𝑘+1)𝑛: ‖𝜉 − 𝜉(0)‖ = 

 

= max
𝑟=1,𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

‖𝜉𝑟 − 𝜉𝑟
(0)
‖ <  𝜌𝜉}, 

 

𝑆(𝑦(0)[𝑡], 𝜌𝑦) = {𝑦[𝑡] ∈ 𝐶([0, 𝑇], 𝐼𝑘, 𝑅
(𝑘+1)𝑛): ‖𝑦[∙] − 𝑦(0)[∙]‖

2
< 𝜌𝑦}, 

 

𝑆(𝑥(0)(𝑡), 𝜌𝑥) = {𝑥(𝑡) ∈ 𝑃𝐶([0, 𝑇]\𝐼𝑘 , 𝑅
𝑛): ‖𝑥 − 𝑥(0)‖

1
< 𝜌𝑥}, 

 

𝐺(𝜌𝑥) = {(𝑡, 𝑥): 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑥 ∈ 𝑆(𝑥(0)(𝑡), 𝜌𝑥)}. 
 

жиындарын анықтаймыз. 

 Айталық E шарты орындалсын.  

 Келесі алгоритм бойынша (𝑦(𝑚)[𝑡], 𝜉(𝑚)),𝑚 ∈ 𝑁 тізбектер жұбын құрамыз. 

 1-қадам.  

(1) Біз 𝑄(𝜉, 𝑦(0)) = 0 теңдеулер жүйесінен 

 

𝜉(1) = (𝜉1
(1), 𝜉2

(1), … , 𝜉𝑘+1
(1)  ) ∈ 𝑅(𝑘+1)𝑛 

 

табамыз;  

 (2) Содан соң 𝜉𝑟 = 𝜉𝑟
(1), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  үшін (0.33), (0.34) есебін шеше отырып 

𝑦(1)[𝑡] = (𝑦1
(1)(𝑡), 𝑦1

(1)(𝑡), … , 𝑦𝑘+1
(1) (𝑡)) функциялар жүйесінің элементтерін 

табамыз. 

 2-қадам.  

(1) Біз 𝑄(𝜉, 𝑦(1)) = 0 теңдеулер жүйесінен 

 

𝜉(2) = (𝜉1
(2), 𝜉2

(2) , … , 𝜉𝑘+1
(2)  ) ∈ 𝑅(𝑘+1)𝑛  
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табамыз; 

(2) Содан соң 𝜉𝑟 = 𝜉𝑟
(1)
, 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  үшін (0.33), (0.34) есебін шеше отырып 

𝑦(2)[𝑡] = (𝑦1
(2)(𝑡), 𝑦1

(2)(𝑡), … , 𝑦𝑘+1
(2) (𝑡)) функциялар жүйесінің элементтерін   

табамыз. 

Осылай процессті жалғастыра отырып 𝑚-қадам аламыз.   

 𝒎-қадам.   

(1) Біз 𝑄(𝜉, 𝑦(𝑚−1)) = 0 теңдеулер жүйесінен  

 

𝜉(𝑚) = (𝜉1
(𝑚)
, 𝜉2
(𝑚)
, … , 𝜉𝑘+1

(𝑚)
 ) ∈ 𝑅(𝑘+1)𝑛  

 

табамыз; 

(2) 𝜉𝑟 = 𝜉𝑟
(𝑚), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  үшін (0.33), (0.34) есебін шеше отырып 

𝑦(𝑚)[𝑡] = (𝑦1
(𝑚)(𝑡), 𝑦1

(𝑚)(𝑡),… , 𝑦𝑘+1
(𝑚)(𝑡)) ,𝑚 = 1,2, … функциялар жүйесінің 

элементтерін табамыз. 

 C шарты. 𝑓(𝑡, 𝑥) функциясы үзіліссіз және 𝐺(𝜌𝑥) облысында бірқалыпты 

үзіліссіз 𝑓𝑥
′(𝑡, 𝑥) дербес туындылары бар және барлық (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐺(𝜌𝑥) үшін  

 

‖𝑓𝑥
′(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿 

 

орындалатындай 𝐿 > 0 саны табылады. 

 Белгілеулер енгізейік  

 

ℎ = max
𝑖=1,𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

{ sup
𝑡∈[𝑡𝑖−1,

𝑡𝑖+𝑡𝑖−1
2

)

(
𝑡𝑖 + 𝑡𝑖−1

2
− 𝑡) , sup

𝑡∈[
𝑡𝑖+𝑡𝑖−1

2 ,𝑡𝑖)

(𝑡 −
𝑡𝑖 + 𝑡𝑖−1

2
)}. 

 

 0.6-теорема. Айталық 𝐼𝑘, 𝜌𝜉 > 0, 𝜌𝑦 > 0, 𝜌𝑥 > 0 үшін E шарты және C 

шарттары орындалсын, және 
𝜕𝑄(𝜉,𝑦)

𝜕𝜉
: 𝑅(𝑘+1)𝑛 → 𝑅(𝑘+1)𝑛 Якоби матрицасы 

барлық (𝑦[𝑡], 𝜉) ∈ 𝑆(𝑦(0)[𝑡], 𝜌𝑦) × 𝑆(𝜉
(0)[𝑡], 𝜌𝜉) үшін қайтымды болсын, және 

келесі теңсіздіктер орындалсын: 

 

i)  ‖(
𝜕𝑄(𝜉, 𝑦)

𝜕𝜉
)

−1

‖ ≤ 𝛽, 𝛽 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 

 

ii) 𝑞 = 𝛽max{2, ℎ‖𝐵‖ + ℎ‖𝐶‖} ∙ max
𝑖=1,𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

{𝑒𝐿
(
𝑡𝑖+𝑡𝑖−1

2
)
− 1 − 𝐿 (

𝑡𝑖 + 𝑡𝑖−1
2

)} < 1; 

 

iii)  
𝛽

1 − 𝑞
‖𝑄(𝜉(0), 𝑦(0))‖ ≤  𝜌𝜉; 
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iv) 
𝛽

1 − 𝑞
max
𝑖=1,𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

{𝑒
𝐿(
𝑡𝑖+𝑡𝑖−1

2
)
− 1} ‖𝑄(𝜉(0), 𝑦(0))‖ ≤  𝜌𝑦; 

 

v) (1 + 𝐿ℎ) 𝜌𝜉 + 𝐿ℎ 𝜌𝑦 <  𝜌𝑥. 

 

 Онда алгоритм бойынша анықталған 𝑆(𝑦(0)[𝑡], 𝜌𝑦) × 𝑆(𝜉
(0)[𝑡], 𝜌𝜉) 

облысына тиісті және (𝑦∗[𝑡], 𝜉∗) жұбына жинақталатын  (𝑦(𝑘)[𝑡], 𝜉(𝑘)), 𝑘 ∈ 𝑁 

жұп тізбегі (0.33) − (0.36) есебінің 𝑆(𝑦(0)[𝑡], 𝜌𝑦) × 𝑆(𝜉
(0)[𝑡], 𝜌𝜉) облысында 

оқшауланған шешімі болады және  

 

 ‖𝜉∗ − 𝜉(𝑘)‖ ≤
𝑞𝑘

1 − 𝑞
𝛽‖𝑄(𝜉(0), 𝑦(0))‖, 

 

‖𝑦𝑟
∗(𝑡) − 𝑦𝑟

(𝑘)(𝑡)‖ ≤ 

 

≤ ‖𝜉∗ − 𝜉(𝑘)‖ max
𝑖=1,𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

{𝑒𝐿
(𝑡−

𝑡𝑖+𝑡𝑖−1
2

)
− 1, 𝑒𝐿

(
𝑡𝑖+𝑡𝑖−1

2 −𝑡) − 1, } 

 

бағалаулары орынды. 

 (0.27) − (0.29) және (0.33) − (0.36) есептері эквивалентті болғандықтан 

келесі тұжырым орынды. 

 0.7 - теорема. Айталық, 0.6-теореманың шарттары орындалсын. Онда 

(0.27) − (0.29) есебінің 𝑆(𝑥(0)(𝑡), 𝜌𝑥) облысында оқшауланған шешімі бар 

болады. 

2.2 ішкі бөлімінде жәй дифференциалдық теңдеу үшін екінүктелі шеттік 

есепті шешудің алгоритмінің бір модификациясы қарастырылады. 

Екінүктелі сызықты шеттік есебін қарастырамыз: 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥 + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2), 𝑥 ∈ 𝑅

𝑛,                   (0.45) 

 

𝐵𝑥(𝑡1) + 𝐶𝑥(𝑡2) = 𝑑, 𝑑 ∈ 𝑅𝑛                             (0.46) 
 

мұндағы 𝐴(𝑡), 𝑓(𝑡) − [𝑡1, 𝑡2] аралығында үзіліссіз, 𝐵 және 𝐶 − берілген 𝑛 × 𝑛 

матрицалар, 𝑑 −  берілген 𝑛 − вектор, ‖𝑥‖ = max
𝑟=1,2

|𝑥𝑖|, ‖𝐴(𝑡)‖ =

max
𝑟=1,2

∑ |𝑎𝑖,𝑗(𝑡)|
𝑛
𝑗 ≤ 𝛼 , 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  

𝐶([𝑡1, 𝑡2], 𝑅
𝑛) арқылы ‖𝑥‖0 = max

𝑡∈[𝑡1,𝑡2]
‖𝑥(𝑡)‖ нормалы үзіліссіз 𝑥: [𝑡1, 𝑡2] →

𝑅𝑛  функциялар кеңістігін белгілейік.  

0.3 – анықтама. (0.45), (0.46) есебінің шешімі деп (𝑡1, 𝑡2) аралығында 

үзіліссіз дифференциалданатын және (0.45) дифференциалдық теңдеуін, (0.46) 
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шеттік шартын қанағаттандыратын 𝑥∗(𝑡) ∈ 𝐶([𝑡1, 𝑡2], 𝑅
𝑛) функциясын 

атаймыз. 

Есептің қойылымы. (0.45), (0.46) есебін шешу алгоритмін құру және 

оның жалғыз шешімінің бар болуының жеткілікті шарттарын орнату қажет.  

Айталық 𝑡0 ∈ (𝑡1, 𝑡2) болсын. Келесі белгілеулер енгіземіз: 

 

∆𝑟= [𝑡𝑟 , 𝑡0) = {
[𝑡𝑟 , 𝑡0), 𝑡𝑟 < 𝑡0,
(𝑡0, 𝑡𝑟], 𝑡𝑟 > 𝑡0,

  𝑟 = 1,2, 

 

және 

 

𝐼𝑟[𝑡𝑟 , 𝑡0) = {
1, 𝑡 ∈ ∆𝑟,
0, 𝑡 ∉ ∆𝑟 ,

  𝑟 = 1,2, 

 

∆𝑟 аралығында функция индикаторы. 

𝐶([𝑡1, 𝑡2], 𝑡0, 𝑅
2𝑛) арқылы ‖𝑥[∙]‖1 = max

𝑟=1,2
𝑠𝑢𝑝
𝑡∈∆𝑟

‖𝑥𝑟(𝑡)‖ < ∞ нормалы банах 

кеңістігіндегі 𝑥[𝑡] = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) функциялар жүйесін белгілейміз, мұндағы 

𝑥𝑟: ∆𝑟→ 𝑅𝑛, (𝑟 = 1,2) үзіліссіз және lim
𝑡→𝑡0−0

𝑥1(𝑡) < ∞, lim
𝑡→𝑡0+0

𝑥2(𝑡) < ∞. 

𝜆1 = 𝑥(𝑡1), 𝜆2 = 𝑥(𝑡2) параметрлерін енгіземіз және 𝑢𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡) ∙ 𝐼∆𝑟(𝑡) −

𝜆𝑟 , 𝑡 ∈ ∆𝑟, 𝑟 = 1,2 алмастыруын жасап, келесі  

 
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝜆𝑟 + 𝑢𝑟) + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ ∆𝑟 , 𝑟 = 1,2,              (0.47) 

 

𝑢𝑟(𝑡𝑟) = 0, 𝑟 = 1,2,                                  (0.48) 
 

𝐵𝜆1 + 𝐶𝜆2 = 𝑑,                                     (0.49) 
 

𝜆1 + lim
𝑡→𝑡0−0

𝑢1(𝑡) = 𝜆2 + lim
𝑡→𝑡0+0

𝑢2(𝑡)                 (0.50) 

 

параметрлі көпнүктелі шеттік есепті аламыз. 

(0.47) − (0.50) есебінің шешімі элементтері 𝜆∗ = (𝜆1
∗, 𝜆2

∗) ∈ 𝑅2𝑛, 𝑢∗[𝑡] =

(𝑢1
∗(𝑡), 𝑢2

∗(𝑡)) ∈ 𝐶([𝑡1, 𝑡2], 𝑡0, 𝑅
2𝑛) болатын (𝜆∗, 𝑢∗[𝑡]) жұбы болып табылады,  

мұндағы 𝑢𝑟
∗(𝑡) функциясы 𝜆𝑟 = 𝜆𝑟

∗, 𝑟 = 1,2, болғанда (0.47), (0.48) Коши 

есебінің шешімі және lim
𝑡→𝑡0−0

𝑢1(𝑡), lim
𝑡→𝑡0+0

𝑢2(𝑡) үшін (0.49), (0.50) теңдіктері 

орындалады.  

Бекітілген 𝜆𝑟 параметрі үшін (0.47), (0.48) Коши есебі  

 

𝑢𝑟(𝑡) = ∫ 𝐴(𝜏1)(𝜆𝑟 + 𝑢𝑟(𝜏1))𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ ∫ 𝑓(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

, 𝑡 ∈ ∆𝑟, 𝑟 = 1, 2.     (0.51) 

 

екінші текті Вольтерра интегралдық теңдеуіне эквивалентті болады. 
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 (0.51) теңдікте 𝑢𝑟(𝑡) орнына сәйкесінше теңдіктің оң жағын қойып және 

осы процессті 𝜐 рет (𝜐 ∈ ℕ)  қайталап, 𝑢𝑟(𝑡) үшін келесі өрнекті аламыз: 

 

𝑢𝑟(𝑡) = (∫𝐴(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝐴(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

+

𝑡

𝑡𝑟

 

 

+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

) ∙ 𝜆1 + (∫𝑓(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ 

 

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝑓(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

+

𝑡

𝑡𝑟

∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝑓(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

) + 

 

+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑢𝑟(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐𝑑𝜏𝜐−1…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2. 

   

Өрнекті қысқаша жазу мақсатында 

  

𝐷𝜐,𝑟(𝑡) = ∫𝐴(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝐴(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

+ 

 

+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

, 

   

𝐹𝜐,𝑟(𝑡) = ∫𝑓(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝑓(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

+ 

 

+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝑓(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

, 

  

𝐺𝜐,𝑟(𝑢𝑟 , 𝑡) = ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑢𝑟(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐𝑑𝜏𝜐−1…𝑑𝜏1,

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

 

𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2.   (0.52) 
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белгілеулерін енгізіп, (0.52) теңдігін 

 

𝑢𝑟(𝑡) = 𝐷𝜐,𝑟(𝑡) ∙ 𝜆1 + 𝐹𝜐,𝑟(𝑡) + 𝐺𝜐,𝑟(𝑢𝑟 , 𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡𝑟], 𝑟 = 1,2. 
 

түрінде жазамыз. 

Енді 

 

lim
𝑡→𝑡0−0

𝑢1(𝑡) = 𝐷𝜐,1(𝑡0) ∙ 𝜆1 + 𝐹𝜐,1(𝑡0) + 𝐺𝜐,1(𝑢1, 𝑡0), 

 

lim
𝑡→𝑡0+0

𝑢2(𝑡) = 𝐷𝜐,2(𝑡0) ∙ 𝜆2 + 𝐹𝜐,2(𝑡0) + 𝐺𝜐,2(𝑢2, 𝑡0), 

 

шектерінің мәндерін (0.50) теңдігіне қойып, 𝜆 параметрі мен 𝑡0 мәндеріне 

қатысты  

 

𝑄𝜐(𝑡0) ∙ 𝜆 = 𝐹𝜐(𝑡0) + 𝐺𝜐(𝑢, 𝑡0), 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2) ∈ 𝑅
2𝑛,   (0.53) 

 

𝑃𝜐(𝑡0, 𝜆1, 𝑢1) = 0, 𝑡0 ∈ 𝑅,                                   
 

теңдеуін жазамыз, мұндағы 

 

𝑄𝜐(𝑡0) = (
𝐵 𝐶

𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡0) −𝐼 − 𝐷𝜐,2(𝑡0)
), 

 

𝐹𝜐(𝑡0) = (
𝑑

𝐹𝜐,2(𝑡0) − 𝐹𝜐,1(𝑡0)
) , 𝐺𝜐(𝑢, 𝑡0) = (

𝑂𝑛×1
𝐺𝜐,2(𝑢1, 𝑡0) − 𝐺𝜐,1(𝑢2, 𝑡0)

), 

 

𝑃𝜐(𝑡0, 𝜆1, 𝑢1) = 𝑡0 + 𝛽 ∙ ((𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡0)) ∙ 𝜆1 + 𝐹𝜐,1(𝑡0) + 𝐺𝜐,1(𝑢1, 𝑡0)) . 

 
(0.53) теңдеуінің бірмәнді шешілуі үшін 𝑄𝜐(𝑡0) матрицасының қайтымды 

болсын. Осы мақсатпен блокты матрицаның кері матрицасын табу үшін 

Фробениус формуласын [120, 62-бет] пайдаланамыз. Алдымен  

 

𝐻𝜐
−1(𝑡0) = −(𝐼 + 𝐷𝜐,2(𝑡0)) − (𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡0)) ∙ 𝐵

−1 ∙ 𝐶 

 

матрицасын анықтаймыз. Сонда 𝑄𝜐(𝑡0) матрицасына кері матрица 

 

(𝑄𝜐(𝑡0))
−1
= 

= (
𝐵−1 ∙ (𝐼 + 𝐶 ∙ 𝐻𝜐

−1(𝑡0) ∙ (𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡0)) ∙ 𝐵
−1) −𝐵−1 ∙ 𝐶 ∙ 𝐻𝜐

−1(𝑡0)

−𝐻𝜐
−1(𝑡0) ∙ (𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡0)) ∙ 𝐵

−1 −𝐻𝜐
−1(𝑡0)

), 

 

түрінде болады. 
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Элементтері 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2) ∈ 𝑅
2𝑛, 𝑢[𝑡] =  (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡)) ∈ 𝐶([𝑡1, 𝑡2], 𝑡0, 𝑅

2𝑛) 

болатын (𝜆, 𝑢[𝑡]) жұптар тізбегін құрамыз.  

0 - қадам. 

(a) 𝜆(0) = (𝜆1
(0)
, 𝜆2
(0)
) ∈ 𝑅2𝑛 параметрін 𝑄𝑣(𝑡0)𝜆 = 𝐹𝑣(𝑡0) теңдеулер жүйесінен 

табамыз;  

(b)  𝑢(0)[𝑡] = (𝑢1
(0)
(𝑡), 𝑢2

(0)
(𝑡)) функциялар жүйесінің компоненттерін 

  
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡) (𝜆𝑟
(0)
+ 𝑢𝑟) + 𝑓(𝑡), 𝑢𝑟(𝑡𝑟) = 0, 𝑡 ∈ Δ𝑟 , 𝑟 = 1,2, 

 

Коши есебін шешу арқылы табамыз; 

(c)  

𝑥(0)(𝑡) =

{
 
 

 
 𝜆1

(0)
+ 𝑢1

(0)(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡0) болса

𝜆1
(0)
+ lim
𝑡→𝑡0−0

𝑢1
(0)(𝑡) немесе

𝜆2
(0)
+ 𝑢2

(0)(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡2] болса

𝜆2
(0)
+ lim
𝑡→𝑡0+0

𝑢2
(0)(𝑡),  𝑡 = 0 болса,   

 

функциясын анықтаймыз. 

1 - қадам.  

(a) 𝜆(1) = (𝜆1
(1)
, 𝜆2
(1)
) ∈ 𝑅2𝑛 параметрін 𝑄𝑣(𝑡0)𝜆 = 𝐹𝑣(𝑡0) + 𝐺𝑣(𝑣

(0), 𝑡0) 

теңдеулер жүйесінен табамыз; 

(b) 𝑢(1)[𝑡] = (𝑢1
(1)(𝑡), 𝑢2

(1)(𝑡)) функциялар жүйесінің компоненттерін  

 
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡) (𝜆𝑟
(1)
+ 𝑢𝑟) + 𝑓(𝑡), 𝑢𝑟(𝑡𝑟) = 0, 𝑡 ∈ Δ𝑟 , 𝑟 = 1,2, 

 

Коши есебін шешу арқылы табамыз; 

(c)  

𝑥(1)(𝑡) =

{
 
 

 
 𝜆1

(1)
+ 𝑢1

(1)(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡0) болса

𝜆1
(1)
+ lim
𝑡→𝑡0−0

𝑢1
(1)(𝑡) немесе

𝜆2
(1)
+ 𝑢2

(1)(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡2] болса

𝜆2
(1)
+ lim
𝑡→𝑡0+0

𝑢2
(1)(𝑡),  𝑡 = 0 болса,   

 

функциясын анықтаймыз. 

Осы процессті жалғастырып, {(𝜆(𝑘), 𝑢(𝑘)[𝑡])}
𝑘=0

∞
 жұптар тізбегін және 

{𝑥(𝑘)(𝑡)}
𝑘=0

∞
 функциялар тізбегін аламыз. 

 Ұсынылған алгоритмнің жинақтылығының, сонымен қатар (0.47) −
 (0.50) есебінің жалғыз шешімінің бар болуының да жеткілікті шарттарын 

тұжырымдаймыз.  
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0.8 - теорема. Айталық, қайсыбір 𝑡0 ∈ (𝑡1, 𝑡2), 𝑣 ∈ 𝑁 үшін В, 𝐻𝑣(𝑡0): 𝑅
𝑛 →

𝑅𝑛 матрицалары қайтымды және   

 

‖𝑄𝑣(𝑡0)
−1‖ ≤ 𝛾𝑣(𝑡0), 

 

𝑞𝑣(𝑡0) < 1, 
 

теңсіздіктері орындалсын, мұндағы  

 

𝑞𝑣(𝑡0) = 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ 2𝑚𝑎𝑥
𝑟=1,2

(𝑒𝛼∙|𝑡0−𝑡𝑟| −∑
(𝛼|𝑡0 − 𝑡𝑟|)

𝑗

𝑗!

𝑣

𝑗=0

) . 

 

Онда ұсынылған алгоритм жинақталады, яғни {(𝜆(𝑘), 𝑢(𝑘)[𝑡])}
𝑘=0

∞
 жұптар 

тізбегі 𝑘 → ∞ болғанда (0.47) − (0.50) есебінің (𝜆∗, 𝑢∗[𝑡]) жалғыз шешіміне  

жинақталады және  

 

‖𝜆∗ − 𝜆(𝑘)‖ ≤
𝑞𝑣
𝑘(𝑡0)

1 − 𝑞𝑣(𝑡0)
 ‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖, 

 

‖𝑢∗[∙] − 𝑢(𝑘)[∙]‖
1
≤ (𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1) ‖𝜆(∗) − 𝜆(𝑘)‖, 𝑘 = 0, 1, 2,… 

 

бағалаулары орынды. 

2.3 ішкі бөлімінде бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі жәй 

дифференциалдық теңдеуі үшін шеттік есепті параметрлеу әдісімен шешу 

қарастырылады. 

         [𝑡1, 𝑡2] кесіндісінде бекітілмеген 𝑡0 уақыт мезетіндегі  импульс әсерлі 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥 + 𝑓1(𝑡) ∙ 𝐼[𝑡1,𝑡0)(𝑡) + 𝑓2(𝑡) ∙ 𝐼(𝑡0,𝑡2](𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2)\{𝑡

0}, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 (0.54) 

 

 x(𝑡0 − 0) − 𝑥(𝑡0 + 0) = 𝑝, 𝑝 ∈ 𝑅𝑛                          (0.55) 
 

 𝑡0 + 𝛽 ∙ 𝑥(𝑡0 − 0) = 0,                                   (0.56) 
 

 𝐵𝑥(𝑡1) + 𝐶𝑥(𝑡2) = 𝑑, 𝑑 ∈ 𝑅𝑛 ,                              (0.57) 
 

екінүктелі шеттік есебі қарастырылады. 

Мұндағы 𝐴(𝑡), 𝑓1(𝑡),  𝑓2(𝑡) ∈ 𝐶([𝑡1, 𝑡2]), 𝐵, 𝐶 - берілген (𝑛 × 𝑛)-өлшемді 

матрицалар, 𝑝, 𝑑 -  берілген 𝑛 - өлшемді векторлар, 𝛽 - матрица-жол, ‖𝑥‖ =

max
𝑟=1,2

|𝑥𝑖| < ∞,  ‖𝐴(𝑡)‖ = max
𝑟=1,2

∑ |𝑎𝑖,𝑗(𝑡)|
𝑛
𝑗=1 ≤ 𝛼, 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 
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𝐼[𝑡𝑟,𝑡0)(𝑡) = {
1, 𝑡 ∈ [𝑡𝑟 , 𝑡0) болғанда,

0, 𝑡 ∉ [𝑡𝑟 , 𝑡0) болғанда ,
  𝑟 = 1,2. 

𝑃𝐶([𝑡1, 𝑡2]\{𝑡
0}, 𝑅𝑛) арқылы ‖𝑥‖1 = max { sup

𝑡∈[𝑡1,𝑡0)
‖𝑥(𝑡)‖ , sup

𝑡∈(𝑡0,𝑡2]
‖𝑥(𝑡)‖}  

нормалы бөлік-үзіліссіз функциялар кеңістігін белгілейміз. 

0.4 – анықтама. (0.54) − (0.57) есебінің шешімі деп   

    • (0.54) дифференциалдық теңдеуін,  

    • (0.55) импульс әсер шартын,  

    • (0.56) шартын,  

    • (0.57) шеттік шартын  

қанағаттандыратын (𝑥∗(𝑡), 𝑡∗) жұбын атаймыз, мұндағы 𝑥∗(𝑡) ∈ 𝑃𝐶([𝑡1, 𝑡2]\
{𝑡0}, 𝑅𝑛) және 𝑡0 ∈ (𝑡1, 𝑡2). 

Есептің қойылымы.  (0.54) − (0.57) есебін шешу алгоритмін құру және 

оның жалғыз шешімінің бар болуының жеткілікті шарттарын орнату қажет.  

Белгілеулер енгіземіз: ∆𝑟
0= {

[𝑡𝑟 , 𝑡
0), егер 𝑡𝑟 < 𝑡

0,

(𝑡0,𝑡𝑟], егер 𝑡𝑟 > 𝑡0,
  𝑟 = 1, 2. Әрі қарай қайсыбір ∆ 

аралықтың индикаторы болатын 𝐼∆(𝑡) = {
1, егер 𝑡 ∈ ∆,
0, егер  𝑡 ∉ ∆,

 функциясын 

пайдаланамыз.   

𝐶([𝑡1, 𝑡2], 𝑡
0, 𝑅2𝑛) арқылы ‖𝑥[∙]‖1 = max

𝑟=1,2
𝑠𝑢𝑝
𝑡∈∆𝑟

0
‖𝑥𝑟(𝑡)‖ < ∞ нормалы 𝑥[𝑡] =

 (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) функциялар жүйесінің банах кеңістігін белгілейміз, мұндағы 

𝑥𝑟: ∆𝑟→ 𝑅𝑛 (𝑟 = 1, 2) үзіліссіз және lim
𝑡→𝑡0−0

𝑥1(𝑡) < ∞, lim
𝑡→𝑡0+0

𝑥2(𝑡) < ∞ шектері 

табылады.  

𝜆1 = 𝑥(𝑡1), 𝜆2 = 𝑥(𝑡2) параметрлерін енгіземіз және 𝑢𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝜆𝑟 , 𝑡 ∈
[𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1, 2 алмастыруларын жасап, 

 
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝜆𝑟 + 𝑢𝑟) + 𝑓𝑟(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1, 2,                (0.58) 

 

𝑢𝑟(𝑡) = 0, 𝑟 = 1, 2,                                            (0.59) 
 

𝜆1 + lim
𝑡→𝑡0−0

𝑢1(𝑡) − 𝜆2 − lim
𝑡→𝑡0+0

𝑢2(𝑡) − 𝑝 = 0,                   (0.60) 

 

𝑡0 + 𝛽 ∙ (𝜆1 + lim
𝑡→𝑡0−0

𝑢1(𝑡)) = 0,                       (0.61) 

 

𝐵𝜆1 + 𝐶𝜆2 − 𝑑 = 0                                   (0.62) 
 

көпнүктелі параметрлі есепті аламыз. 
(0.58) − (0.62) есебінің шешімі деп компоненттері (0.58) теңдеуін және 

(0.59) − (0.62) теңдіктерін қанағаттандыратын ((𝜆∗, 𝑢∗[𝑡]), 𝑡∗) жиынтығын 
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атаймыз, мұндағы 𝜆∗ = (𝜆1
∗ , 𝜆2

∗) ∈ ℝ2𝑛 , 𝑢∗[𝑡] = (𝑢1
∗(𝑡), 𝑢2

∗(𝑡)) ∈ 𝐶([𝑡1, 𝑡2]\
{𝑡∗}, ℝ2𝑛 ).   

Егер ((𝜆∗, 𝑢∗[𝑡]), 𝑡∗) жиынтығы (0.58) − (0.62) есебінің шешімі болса, 

онда (𝑥∗(𝑡), 𝑡∗) жұбы (0.54) − (0.57) есебінің шешімі болады, мұндағы 

  

𝑥∗(𝑡) =

{
 
 

 
 
𝜆1
∗ ,                              𝑡 = 𝑡1 болса,

𝜆1
∗ + 𝑢1

∗(𝑡) ∙ 𝐼∆̇1∗ , 𝑡 = ∆̇1∗  болса,

𝜆2
∗ + 𝑢2

∗(𝑡) ∙ 𝐼∆̇2∗ , 𝑡 = ∆̇2
∗  болса,

𝜆2
∗ ,                              𝑡 = 𝑡2 болса,

   ∆̇𝑟∗= {
(𝑡𝑟 , 𝑡

∗), егер 𝑡𝑟 < 𝑡∗,
( 𝑡∗, 𝑡𝑟), егер 𝑡𝑟 > 𝑡∗,

𝑟 = 1,2. 

 

Керісінше, егер (�̃�(𝑡), �̃�) жұбы (0.54) − (0.57) есебінің шешімі болса, 

онда ((�̃�, �̃�[𝑡]), �̃�) жиынтығы 

�̃� = (�̃�(𝑡1), �̃�(𝑡2)),  �̃�[𝑡] = ((�̃�(𝑡) − �̃�(𝑡1)) ∙ 𝐼∆̃1(𝑡), (�̃�(𝑡) − �̃�(𝑡2)) ∙ 𝐼∆̃2(𝑡)) 

элементтерімен (0.58) − (0.62) есебінің шешімі болады, мұндағы 

∆̃𝑟= {
[𝑡𝑟 , �̃�), егер 𝑡𝑟 < �̃�,

(�̃�, 𝑡𝑟], егер 𝑡𝑟 > �̃�,
  𝑟 = 1,2. 

 Айталық, 𝜆𝑟 белгілі болсын. Онда (0.58), (0.59) Коши есебі 

  

𝑢𝑟(𝑡) = ∫𝐴(𝜏1)(𝜆𝑟 + 𝑢𝑟(𝜏1))𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

, 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡𝑟], 𝑟 = 1,2̅̅ ̅̅ .        (0.63) 

 

екінші текті Вольтерра интегралдық теңдеуіне эквивалентті болады. 

 (0.63) теңдікте 𝑢𝑟(𝑡) орнына сәйкесінше теңдіктің оң жағын қойып және 

осы процессті 𝜐 рет (𝜐 ∈ ℕ)  қайталап, 𝑢𝑟(𝑡) үшін келесі өрнекті аламыз:  

 

𝑢𝑟(𝑡) = (∫𝐴(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝐴(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

+

𝑡

𝑡𝑟

 

 

+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

) ∙ 𝜆1 + (∫𝑓(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ 

 

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝑓(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

+

𝑡

𝑡𝑟

∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝑓(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

) + 
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+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑢𝑟(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐𝑑𝜏𝜐−1…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2. 

   

𝐷𝜐,𝑟(𝑡) = ∫𝐴(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝐴(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

+ 

 

+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

, 

   

𝐹𝜐,𝑟(𝑡) = ∫𝑓(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝑓(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

+ 

 

+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝑓(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

, 

  

𝐺𝜐,𝑟(𝑢𝑟 , 𝑡) = ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑢𝑟(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐𝑑𝜏𝜐−1…𝑑𝜏1,

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

 

𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2. 
 

белгілеулерін пайдаланып, 𝑢𝑟(𝑡) берілуін 

 

𝑢𝑟(𝑡) = 𝐷𝜐,𝑟(𝑡) ∙ 𝜆𝑟 + 𝐹𝜐,𝑟(𝑡) + 𝐺𝜐,𝑟(𝑢𝑟 , 𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡𝑟], 𝑟 = 1,2.  (0.64) 
 

түрінде жазамыз. 

Енді 

 

lim
𝑡→𝑡0−0

𝑢1(𝑡) = 𝐷𝜐,1(𝑡0) ∙ 𝜆1 + 𝐹𝜐,1(𝑡0) + 𝐺𝜐,1(𝑢1, 𝑡0), 

 

lim
𝑡→𝑡0+0

𝑢2(𝑡) = 𝐷𝜐,2(𝑡0) ∙ 𝜆2 + 𝐹𝜐,2(𝑡0) + 𝐺𝜐,2(𝑢2, 𝑡0), 

 

шектерінің мәндерін (0.60) теңдігіне қойып, 𝜆 параметрі мен 𝑡0 мәндеріне 

қатысты  

 

𝑄𝜐(𝑡
0) ∙ 𝜆 = 𝐹𝜐(𝑡

0) + 𝐺𝜐(𝑢, 𝑡
0), 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2) ∈ 𝑅

2𝑛, (0.65) 
 

𝑃𝜐(𝑡
0, 𝜆1, 𝑢1) = 0, 𝑡0 ∈ 𝑅,                                   
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теңдеуін жазамыз, мұндағы 

 

𝑄𝜐(𝑡
0) = (

𝐵 𝐶
𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡

0) −𝐼 − 𝐷𝜐,2(𝑡
0)), 

 

𝐹𝜐(𝑡
0) = (

𝑑
𝐹𝜐,2(𝑡

0) − 𝐹𝜐,1(𝑡
0)) , 𝐺𝜐

(𝑢, 𝑡0) = (
𝑂𝑛×1

𝐺𝜐,2(𝑢2, 𝑡
0) − 𝐺𝜐,1(𝑢1, 𝑡

0)
), 

 

𝑃𝜐(𝑡
0, 𝜆1, 𝑢1) = 𝑡0 + 𝛽 ∙ ((𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡

0)) ∙ 𝜆1 + 𝐹𝜐,1(𝑡
0) + 𝐺𝜐,1(𝑢1, 𝑡

0)) . 

 

(0.65) теңдеуінің бірмәнді шешілуі үшін 𝑄𝜐(𝑡
0) матрицасы қайтымды болсын. 

0.1 – ескерту. (𝑄𝜐(𝑡
0))

−1
 матрицасы келесі түрде анықталады: 

 

(𝑄𝜐(𝑡
0))

−1
= 

 

= (
𝐵−1 ∙ (𝐼 + 𝐶 ∙ 𝐻𝜐

−1(𝑡0) ∙ (𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡
0)) ∙ 𝐵−1) −𝐵−1 ∙ 𝐶 ∙ 𝐻𝜐

−1(𝑡0)

−𝐻𝜐
−1(𝑡0) ∙ (𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡

0)) ∙ 𝐵−1 −𝐻𝜐
−1(𝑡0)

), 

 

мұндағы 𝐻𝜐
−1(𝑡0) = −(𝐼 + 𝐷𝜐,2(𝑡

0)) − (𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡
0)) ∙ 𝐵−1 ∙ 𝐶. 

0.1 – шарт.  

𝑖) 𝑄𝜐(0.5(𝑡1 + 𝑡2)) ∙ 𝜇 = 𝐹𝜐(0.5(𝑡1 + 𝑡2)) орындалатын жалғыз 𝜇∗ = (𝜇1
∗, 𝜇2

∗) ∈

𝑅2𝑛 параметрі табылсын.  

𝑖𝑖) 𝑃𝜐(𝑡
0, 𝜇1

∗, 𝑂𝑛×1) = 0 орындалатын жалғыз 𝜃 ∈ (𝑡1, 𝑡2) нүктесі табылсын. 

Айталық, 2.3.1 – шарт орындалсын және таңдалған 𝜐 үшін 𝑄𝜐(𝜃): 𝑅
2𝑛 →

𝑅2𝑛 матрицасы қайтымды болсын.  

Төмендегі алгоритм бойынша ((𝜆(𝑘), 𝑢(𝑘)[𝑡]), 𝑡(𝑘)) тізбектер жиынтығын 

тұрғызамыз, мұндағы 𝜆(𝑘) = (𝜆1
(𝑘)
, 𝜆2
(𝑘)
) , 𝑢(𝑘) [𝑡] = (𝑢1

(𝑘)(𝑡), 𝑢2
(𝑘)(𝑡)).  

0 - қадам.  

(0.1) 𝜆(0) = (𝜆1
(0)
, 𝜆2
(0)
) параметрін 𝑄𝜐(𝜃)𝜆 = 𝐹𝜐(𝑡

(0)) теңдеулер жүйесінен 

табамыз. 

(0.2) 𝑢(0)[𝑡] = (𝑢1
(0)(𝑡), 𝑢2

(0)(𝑡)) функциялар жүйесінің компоненттерін  

 
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡) (𝜆𝑟
(0) + 𝑢𝑟) + 𝑓𝑟(𝑡),   𝑢𝑟(𝑡𝑟) = 0, 𝑟 = 1,2 

 

Коши есебін шешу арқылы анықтаймыз. 

 



36 

(0.3) 𝑡(0) нүктесін 𝑃𝜐 (𝑡, 𝜆1
(0)
, 𝑢1
(0)
) = 0 теңдеуінен табамыз. 

(0.4)  

𝑥(0)(𝑡) =

{
 
 

 
 𝜆1

(0)
,                                     𝑡 = 𝑡1 болса,

𝜆1
(0)
+ 𝑢1

(0)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇1
(0)(𝑡), 𝑡 = ∆̇1

(0)
 болса,

𝜆2
(0) + 𝑢2

(0)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇2
(0)(𝑡), 𝑡 = ∆̇2

(0) болса,

𝜆2
(0)
,                                    𝑡 = 𝑡2 болса 

 

 

функциясын анықтаймыз. 

1 – қадам .  

(1.1) 𝜆(1) = ( 𝜆1
(1)
, 𝜆2
(1)
) параметрін 𝑄𝜐(𝜃)𝜆 = 𝐹𝜐(𝜃) + 𝐺𝜐(𝑢

(0), 𝜃) 

теңдеулер жүйесінен табамыз. 

(1.2) 𝑢(1)[𝑡] = (𝑢1
(1)(𝑡), 𝑢2

(1)(𝑡)) функциялар жүйесінің компоненттерін 

  
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡) (𝜆𝑟
(1) + 𝑢𝑟) + 𝑓𝑟(𝑡),   𝑢𝑟(𝑡𝑟) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2 

 

Коши есебін шешу арқылы анықтаймыз. 

 (1.3) 𝑡(1) нүктесін 𝑃𝜐 (𝑡, 𝜆1
(0)
, 𝑢1
(0)
) = 0 теңдеуінен табамыз. 

 (1.4) 

  

𝑥(1)(𝑡) =

{
 
 

 
 𝜆1

(1)
,                                     𝑡 = 𝑡1 болса,

𝜆1
(1) + 𝑢1

(1)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇1
(1)(𝑡), 𝑡 = ∆̇1

(1) болса,

𝜆2
(1) + 𝑢2

(1)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇2
(1)(𝑡), 𝑡 = ∆̇2

(1) болса,

𝜆2
(1)
,                                    𝑡 = 𝑡2 болса 

 

 

функциясын анықтаймыз. 

k - қадам.  

 

(k.1) 𝜆(𝑘) = ( 𝜆1
(𝑘)
, 𝜆2
(𝑘)
) ∈ 𝑅2𝑛 параметрін 𝑄𝜐(𝜃)𝜆 = 𝐹𝜐(𝜃) + 𝐺𝜐(𝑢

(𝑘−1), 𝜃) 

теңдеулер жүйесінен табамыз. 

(k.2) 𝑢(𝑘)[𝑡] = (𝑢1
(𝑘)(𝑡), 𝑢2

(𝑘)(𝑡)) функциялар жүйесінің компоненттерін 

  
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡) (𝜆𝑟
(𝑘)
+ 𝑢𝑟) + 𝑓𝑟(𝑡),   𝑢𝑟(𝑡𝑟) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2 

 

Коши есебін шешу арқылы анықтаймыз. 

(k.3)  𝑡(𝑘) нүктесін 𝑃𝜐 (𝑡, 𝜆1
(𝑘−1)

, 𝑢1
(𝑘−1)

) = 0 теңдеуінен табамыз. 
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(k.4)    

 

𝑥(𝑘)(𝑡) =

{
 
 

 
 𝜆1

(𝑘),                                     𝑡 = 𝑡1 болса,

𝜆1
(𝑘) + 𝑢1

(𝑘)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇2
(𝑘)(𝑡), 𝑡 = ∆̇1

(0) болса,

𝜆2
(𝑘)
+ 𝑢2

(𝑘)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇2
(𝑘)(𝑡), 𝑡 = ∆̇2

(0)
 болса,

𝜆2
(𝑘),                                    𝑡 = 𝑡2 болса 

 

 

фунциясын табамыз. 

Осылайша  {((𝜆(𝑘) , 𝑢(𝑘)[𝑡]), 𝑡(𝑘))}
𝑘=0

∞
 тізбектер жиынтығы және сонымен қатар  

{𝑥(𝑘)(𝑡)}
𝑘=0

∞
 функциялар тізбегін аламыз. 

 0.2 – шарт. Барлық (𝑡, 𝜆1, 𝑢1) үшін 

(1) 𝑃𝜐
′(𝑡, 𝜆1, 𝑢1) туындысы 𝑆(𝜃∗, 𝜌∗) = {𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2): |𝑡 − 𝜃

∗| < 𝜌∗} 
шарында бірқалыпты үзіліссіз; 

(2) кез-келген 𝑡 ∈ 𝑆(𝜃∗, 𝜌∗) үшін (𝑃𝜐
′(𝑡, 𝜆1, 𝑢1))

−1
 табылады және 

‖(𝑃𝜐
′(𝑡, 𝜆1, 𝑢1))

−1
‖ ≤ 𝜒, 𝜒 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 

(3) 𝜒 ∙ |𝑃𝜐(𝜃
∗, 𝜆1, 𝑢1)| ≤ 𝜌∗ 

шарттары орындалсын. 

 Ұсынылған алгоритмнің жинақтылығының, сонымен қатар (0.58) −
 (0.62) есебінің жалғыз шешімінің бар болуының да жеткілікті шарттарын 

тұжырымдаймыз.  

0.9 – теорема. Айталық, қайсыбір 𝜐 (𝜐 – натурал сан) үшін 0.1-ші және 

0.2-ші шарттары орындалсын, 𝑄𝑣(𝜃): 𝑅
2𝑛 → 𝑅2𝑛 матрицасы қайтымды болсын 

және 

 

(a) ‖(𝑄𝑣(𝜃))
−1
‖ ≤ 𝛾𝑣(𝑡

(0)), 

 

(b) 𝑞𝑣(𝜃) < 1, 
 

(c) 

2 ∙ 𝜒 ∙ ‖𝑃𝑣 (𝜃, 𝜆1
(0), 𝑢1

(0) )‖ +
2𝛾𝑣(𝜃) ∙ 𝜒 ∙ ‖𝛽‖

1 − 𝑞𝜈(𝜃)
sup

𝑡∈(𝑡1,𝑡2)
𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| ∙ 

 

∙ max {
(𝛼(𝜃 − 𝑡1))

𝑣

𝑣!
,
(𝛼(𝑡2 − 𝜃))

𝑣

𝑣!
} ∙ max

𝑟=1,2
{ sup
𝑡∈[𝑡𝑟,𝜃)

((𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1) ∙ 𝛾𝑣(𝜃) ∙ 𝑀 ∙ 
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∙ 𝑚𝑎𝑥 {1, 1 +∑
(𝛼 ∙ (𝑡(0) − 𝑡1))

𝑗+1

𝑗!

𝑣−1

𝑗=0

+∑
(𝛼 ∙ (𝑡2 − 𝑡

(0)))
𝑗+1

𝑗!

𝑣−1

𝑗=0

}

}
 
 

 
 

+ 

 

+|𝑡𝑟 − 𝜃| ∙  sup
𝑡∈[𝑡𝑟,𝜃)

‖𝑓𝑟(𝑡)‖ < 𝜌, 

 

мұндағы 

 

𝛾𝑣(𝜃) − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,    𝑞𝑣(𝜃) = 2 ∙ 𝛾𝑣(𝜃) ∙ max
𝑟=1,2

(𝑒𝛼|𝜃−𝑡𝑟| −∑
(𝛼|𝜃 − 𝑡𝑟|)

𝑗

𝑗!

𝑣

𝑗=0

) 

 

теңсіздіктері орындалсын. 

Онда ұсынылған алгоритм жинақталады, яғни {((𝜆(𝑘), 𝑢(𝑘)[𝑡]), 𝑡(𝑘))}
𝑘=0

∞
 

тізбегі 𝑘 → ∞ болғанда (0.58) − (0.62) есебінің ((𝜆(∗), 𝑢(∗)[𝑡]), 𝑡(∗)) жалғыз 

шешіміне жинақталады және  

 

‖𝜆∗ − 𝜆(𝑘)‖ ≤
𝑞𝑣
𝑘(𝜃)

1 − 𝑞𝑣(𝜃)
‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖, 𝑘 ≥ 1 

 

‖𝑢𝑟
∗(𝑡) − 𝑢𝑟

(𝑘)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1) ∙ ‖𝜆𝑟
∗ − 𝜆𝑟

(𝑘)
‖ , 𝑘 ≥ 1, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2, ], 𝑟 = 1,2  

 

‖𝑡∗ − 𝑡(𝑘)‖ ≤ 𝜒 ∙ ‖𝛽‖ sup
𝑡∈(𝑡1,𝑡2)

𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡1| ∙ ‖𝜆𝑟
∗ − 𝜆𝑟

(𝑘)
‖ , 𝑘 ≥ 1 

 

бағалаулары орынды. 

Автор 2019 жылдан бастап өмірінің соңы - 2020 жылдың 20 ақпанына дейін 

ғылыми кеңесшісі болған Математика және математикалық моделдеу 

институтының Математикалық физика және моделдеу бөлімінің меңгерушісі, 

физика-математика ғылымдарының докторы, профессор Дулат Сыздықбекұлы 

Джумабаевқа есептің қойылымы, пайдалы кеңестері мен ескертулері үшін 

шынайы алғысын білдіре отырып, рухына тағзым етеді. Автор ғылыми 

кеңесшілері Математика және математикалық моделдеу институтының бас 

ғылыми қызметкері, физика-математика ғылымдарының докторы, профессор 

Анар Тұрмағанбетқызы Асановаға және Т.Г. Шевченко атындағы Киев Ұлттық 

университетінің Жалпы математика кафедрасының меңгерушісі, физика-

математика ғылымдарының докторы, профессор Александр Николаевич 

Станжицкийге диссертациялық жұмыста орнатылған ғылыми нәтижелерді 

талқылау кезіндегі пайдалы кеңестері, жан-жақты қолдаулары үшін үлкен 

ризашылығын білдіреді.  
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Автор Қазақстан Республикасының Үкіметіне және Қ. Жұбанов атындағы 

Ақтөбе өңірлік университетіне көрсеткен қолдауы үшін және шетелдік ғылыми 

кеңесшімен жұмыс жасауға мүмкіндік бергені үшін рақмет айтады.  
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1 ИМПУЛЬС ӘСЕРЛІ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУДІ 

ЗЕРТТЕУДІҢ ОРТАЛАУ ӘДІСІ 

 Бірінші бөлімде бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі 

дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есепті орталау әдісімен шешу келтіріледі. 

1.2,1.3 және 1.4 бөлімшелерде 1.5 бөлімшеде алынған негізгі нәтижені дәлелдеу 

үшін қажетті көмекші нәтижелер, яғни шешімнің бастапқы шарттардан үзіліссіз 

тәуелділігі, шешімнің бастапқы берілгендер бойынша үзіліссіз 

дифференциалдануы және бекітілген мезеттегі импульс әсерлі жүйе үшін 

вариациялау теңдеуін орталау әдісімен шешу және бекітілген мезеттегі импульс 

әсерлі шеттік есептің шешілімдік шарттары келтіріледі.  

 1.1 Бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі дифференциалдық 

теңдеулер үшін шеттік есептің қойылымы  

 Кіші параметрлі бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі 

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін келесі шеттік есепті қарастырамыз:  

   
�̇� = 𝜀𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖(𝑥),   𝑥 ∈ 𝑅

𝑑                       (1.1.1) 

 

△ 𝑥|  𝑡=𝑡𝑖(𝑥) = 𝜀𝐼𝑖(𝑥),                                 (1.1.2) 

 

𝐹 (𝑥(0), 𝑥 (
𝑇

𝜀
)) = 0.                               (1.1.3) 

 

Мұндағы 𝜀 > 0 – кіші параметр, 𝑇 > 0 бекітілген сан, 𝑡𝑖(𝑥) < 𝑡𝑖+1(𝑥) (𝑖 =
1, 2, … ) – импульс әсерлі мезеттер, 𝐼𝑖: 𝑅

𝑑 → 𝑅𝑑 , 𝑋: 𝑅𝑑 × 𝑅𝑑 → 𝑅𝑑 және 𝐹: 𝑅𝑑 ×
𝑅𝑑 → 𝑅𝑑 функциялары 𝑑 өлшемді вектор функциялар, ∆𝑥 = 𝑥(𝑡 + 0) − 𝑥(𝑡). 

 1-анықтама. 𝐴 = {𝑡 ∈ (0,
𝑇

𝜀
] , қайсыбір 𝑖 үшін 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) } ақырлы импульс 

әсерлі нүктелер жиыны (мүмкін бос) үшін  

(𝑖) барлық 𝑡 ∈ (0,
𝑇

𝜀
] \𝐴 үшін үзіліссіз дифференциалданатын; 

(𝑖𝑖) барлық 𝑡 ∈ (0,
𝑇

𝜀
] \𝐴 үшін (0.1) жүйенің дифференциалдық теңдеуін 

қанағаттандыратын; 

(𝑖𝑖𝑖) барлық 𝑡 ∈ 𝐴 үшін ∆𝑥 = 𝑥(𝑡 + 0) − 𝑥(𝑡) = 𝜀𝐼𝑖(𝑥(𝑡)) теңдеуін 

қанағаттандыратын 𝑥(𝑡): [0,
𝑇

𝜀
] → 𝑅𝑑 функциясын (1.1.1) жүйенің шешімі деп 

атаймыз.  

          Сонымен қатар, егер 𝑥(𝑡) функциясы 𝐹 (𝑥(0), 𝑥 (
𝑇

𝜀
)) = 0 шартын 

қанағаттандырса, онда ол (1.1.1), (1.1.2)  шеттік есептің шешімі болады.  

 Біз 𝑥(𝑡) функциясы сол жақты үзіліссіз, яғни барлық 𝑡 ∈ 𝐴 үшін 𝑥(𝑡) =
𝑥(𝑡 − 0) деп ұйғарамыз.  

Айталық, 
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𝑋0(𝑥) = lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ 𝑋(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡
𝑇

0

, 𝐼0(𝑥) = lim
𝑇→∞

1

𝑇
∑ 𝐼𝑖(𝑥)

0<𝑡𝑖(𝑥)<𝑇

,    (1.1.4) 

 

шектер бар болсын және (1.1.1) − (1.1.3) шеттік есепке сәйкес  

 

                                         

�̇� = 𝜀[𝑋0(𝑦) + 𝐼0(𝑦)]

𝐹 (𝑦(0), 𝑦 (
𝑇

𝜀
)) = 0

                                 (1.1.5)                                           

                

орталау шеттік есебін немесе баяу уақыт шакаласында 𝜏 = 𝜀𝑡 
 

                                        

𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝑋0(𝑦) + 𝐼0(𝑦)

𝐹(𝑦(0), 𝑦(𝑇)) = 0
                                 (1.1.6) 

 

есебін қояйық. 

 Бұл жұмыстың мақсаты егер (1.1.5) орталау шеттік есебінің шешімі бар 

болса, онда 𝜀 параметрінің мейлінше аз мәні үшін орталау есебінің шешімінің 

маңайында берілген (1.1.1) − (1.1.3) шеттік есебінің де шешімі бар болатынын 

дәлелдеу.  

Келесі белгілеулер қолданылады: | ∙ | нормасы 𝑅𝑑 кеңістігіндегі норма  

және ‖ ∙ ‖ нормасы векторға сәйкес матрицаның нормасы. 𝑈𝑎 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑑: |𝑥| ≤ 𝑎} 
деп алайық.  

Келесі шарттар (1.1.1) − (1.1.3) есебі үшін орындалсын делік: 

1.1. 𝑋(𝑡, 𝑥) және 𝐼𝑖(𝑥) функциялары 𝑄 = {𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝑈𝑎} жиынында 

үзіліссіз, 𝑀 > 0 тұрақтысымен шенелген және 𝑥 бойынша 𝐿 > 0 тұрақтысымен 

Липшиц шартын қанағаттандырады; 

1.2. Бірқалыпты (1.1.4) шектері (𝑥 ∈ 𝑈𝑎 бойынша) бар болады; 

1.3. (1.1.6) орталау есебінің қайсыбір 𝜌 маңайымен 𝑈𝑎 жиынында 

жататын шешімі бар болсын. Осы маңайда 𝑋(𝑡, 𝑥) функциясының 𝑥 бойынша 

бірқалыпты үзіліссіз 
𝜕𝑋(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥
 дербес туындылары және 𝐼𝑖(𝑥) функцияларының 𝑖 

бойынша бірқалыпты үзіліссіз болатын 
𝜕𝐼𝑖(𝑥) 

𝜕𝑥
 дербес туындылары бар болады. 

𝑋0(𝑥), 𝐼0(𝑥) және 𝐹(𝑥, 𝑦) функциялары көрсетілген 𝜌 маңайда 
𝜕𝑋0(𝑥)

𝜕𝑥
, 
𝜕𝐼0(𝑥)

𝜕𝑥
, 
𝜕𝐹(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
 

және 
𝜕𝐹(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
 үзіліссіз дербес туындылары және 

 

𝑑𝑒𝑡
𝜕𝐹0(𝑥0)

𝜕𝑥0
≠ 0,                                    (1.1.7) 

 

бар болсын, мұндағы 𝑥0 = 𝑦(0), 𝐹0(𝑥0) = 𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0)); 
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1.4. Бірқалыпты (𝑥 ∈ 𝑈𝑎  бойынша) 

 

lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫

𝜕𝑋(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝑑𝑡

𝑇

0

=
𝜕𝑋0(𝑥)

𝜕𝑥
, lim
𝑇→∞

1

𝑇
∑

𝜕𝐼𝑖(𝑥) 

𝜕𝑥
0<𝑡𝑖(𝑥)<𝑇

=
𝜕𝐼0(𝑥)

𝜕𝑥
 

 

шектері бар болсын; 

1.5. Импульс әсерлі {𝑡𝑖(𝑥)} мезеттері 𝑈𝑎 жиынында үзіліссіз функциялар 

болсын, ал 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) беті бөлектеу шартын қанағаттандырсын, яғни 

 

min
𝑥∈𝑈𝑎

𝑡𝑖+1(𝑥) < max
𝑥∈𝑈𝑎

𝑡𝑖(𝑥), (𝑖 = 1, 2, …).             (1.1.8) 

Айталық, барлық 𝑡 > 0 и  𝑥 ∈ 𝑈𝑎 үшін 

 

                                                         𝑖(𝑡, 𝑥) ≤ 𝐶 ∙ 𝑡                                  (1.1.9) 
 

теңсіздігі орындалатындай 𝐶 > 0 тұрақтысы табылсын, мұндағы 𝑖(𝑡, 𝑥) шамасы 

(0, 𝑡) аралығындағы импульс саны. 

Сондай-ақ (1.1.1) − (1.1.3) есебінің шешімі әрбір 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) бетімен бірден 

артық емес рет қиылыссын.  

1.1.1-ескерту. Шешімдердің әрбір бетпен бірден артық емес рет қиылысу 

жағдайлары үшін жеткілікті шарттар жақсы зерттелген (мысалы, [44, 48, 102]).   

 Бізге 𝑦 = 𝑦(𝜀𝑡) қисығы мен 𝑡 =
𝑇

𝜀
 үшін 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) бетінің орналасуына 

қатысты қосымша шарттарды қою қажет. Әрбір 𝜀 үшін 1.5 шартына сәйкес 𝑡 =
𝑇

𝜀
 

жазықтығы мен 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) беттерінің орналасуына қатысты үш мүмкін жағдай 

орын алады: 

1) 𝑡 =
𝑇

𝜀
 жазықтығы 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) беттерінің ешқайсымен қиылыспайды; 

2) қайсыбір 𝑖 үшін 𝑡𝑖(𝑥) ≡
𝑇

𝜀
, 𝑥 ∈ 𝑈𝑎; 

3) қайсыбір 𝑖 үшін 𝑡 =
𝑇

𝜀
 жазықтығы 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) бетімен қиылысады. 

(1.1.8) теңсіздігінен жазықтықтың бірден артық емес осы беттермен 

қиылыспайтындығы шығады. Осы мезеттерді белгілейік: 

 

𝑁𝑖(𝜀) = {𝑥 ∈ 𝑈𝑎 :
𝑇

𝜀
= 𝑡𝑖(𝑥)}. 

 

 𝑨 шарты. Егер қайсыбір 𝜀 < 𝜐 үшін 𝑁𝑖(𝜀) ≠ ∅ және 𝑁𝑖(𝜀) ≠ 𝑈𝑎 болатын 

𝜇 > 0 және 𝜈 > 0 сандары табылады, онда  

 

𝜌(𝑦(𝑇), 𝑁𝑖(𝜀)) > 𝜇. 
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1.2 Бекітілген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі дифференциалдық 

теңдеулер жүйесінің шешімінің бастапқы шарттардан үзіліссіз тәуелділігі 

Импульсті дифференциалдық теңдеулер жүйесін 

 

�̇� = 𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖(𝑥),                                     (1.2.1) 
 

△ 𝑥|  𝑡=𝑡𝑖(𝑥) = 𝐼𝑖(𝑥),                                         (1.2.2) 

 

𝑡 ∈ [0, 𝑇] және 𝑥 ∈ 𝑈𝑎 үшін қарастырамыз. (1.2.1) жүйесі 1.1 және 1.5 шарттарын 

қанағаттандырсын. 
(1.1.9) шарты бойынша (0, 𝑇) аралығында импульс мезеттері 𝐶𝑇 

шамасынан артпайды.  𝑦1, … , 𝑦𝑝 ∈ 𝑈𝑎 нүктелерін аламыз және олар импульс 

әсерлі мезеттер тудырады, дәлірек айтқанда {𝜏𝑖(𝑦𝑖)}1
𝑝
. Жалпылықты жоғалтпау 

үшін 𝜏𝑝(𝑦𝑝) ≤ 𝑇 болсын.  

Айталық, 𝑥(𝑡, 𝑦), мұндағы 𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑝), функциясы 𝑥(0, 𝑦) = 𝑥(𝑦) 

бастапқы шартымен бекітілген мезеттер үшін импульстік жүйенің 

 

�̇� = 𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖(𝑦𝑖),                                   (1.2.3) 
 

△ 𝑥|  𝑡=𝑡𝑖(𝑦𝑖) = 𝐼𝑖(𝑥(𝑡𝑖)),                                (1.2.4) 

 

шешімі болсын. Айталық,  𝑥(𝑡, 𝑧) функциясы 𝑧 = (𝑧, … , 𝑧𝑝), 𝑧𝑖 ∈ 𝑈𝑎 жиыны үшін 

импульстік мезеттердің жиынын қолдану арқылы құрылатын 𝑥(0, 𝑧) = 𝑥(𝑧) 
бастапқы шартымен ұқсас жүйенің шешімі. 𝑡𝑖(𝑥) функциясының үзіліссіздігі 𝑧 →
𝑦 болғанда 𝑡𝑖(𝑧𝑖) → 𝑡𝑖(𝑦𝑖) екенін білдіреді. Осыдан 𝑧 нүктесінің 𝑦 нүктесіне 

мейлінше жақын болғанда [0, 𝑇] аралығында 𝑡𝑖(𝑧𝑖) импульстер саны 𝑝 − 1 

шамасынан кем емес және 𝑝 шамасынан артық емес болады.  

Айталық 𝑡𝑖 = 𝑚𝑖𝑛{𝑡𝑖(𝑦𝑖), 𝑡𝑖(𝑧𝑖)}, 𝑡𝑖 = 𝑚𝑎𝑥{𝑡𝑖(𝑦𝑖), 𝑡𝑖(𝑧𝑖)} болсын. 

 1.2.1-лемма. (Үзіліссіз тәуелділік). 1.1 және 1.5 шарттары үшін, егер 𝑧 →
𝑦 және 𝑥(𝑧) → 𝑥(𝑦) болса, онда  

 

𝑠𝑢𝑝
𝑡∈(𝑡𝑖,𝑡𝑖+1]

𝑖=1,𝑝−1

|𝑥(𝑡, 𝑧) − 𝑥(𝑡, 𝑦)| → 0                               (1.2.5) 

 

орындалады. 

 Дәлелдеуі. Жалпылықты шектемей 𝑡𝑖(𝑦𝑖) ≤ 𝑡𝑖(𝑧𝑖), 𝑖 = 1, 𝑝 деп санауға 

болады. [0, 𝑡1(𝑦1)] аралығында келесі теңсіздік 

  
 |𝑥(𝑡, 𝑦) − 𝑥(𝑡, 𝑧)| ≤ |𝑥(𝑦) − 𝑥(𝑧)|𝑒𝐿𝑇.                    (1.2.6) 

 

орындалатыны айқын. 
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Енді (𝑡1(𝑧1), 𝑡2(𝑦2)] аралығында шешімдердің айырмасын бағалаймыз. Келесіні 

аламыз:  

 

𝑥(𝑡, 𝑦) = 𝑥(𝑡1(𝑧1), 𝑦) + ∫ 𝑋(𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑦))𝑑𝑠,

𝑡

𝑡1(𝑧1)

 

 

𝑥(𝑡, 𝑧) = 𝑥(𝑡1(𝑧1), 𝑧) + 𝐼1(𝑥(𝑡1(𝑧1)), 𝑧) + ∫ 𝑋(𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑧))𝑑𝑠

𝑡

𝑡1(𝑧1)

. 

 

Сонымен қатар,  

 

𝑥(𝑡1(𝑧1), 𝑦) = 𝑥(𝑡1(𝑦1), 𝑦) + 𝐼1(𝑥(𝑡1(𝑦)), 𝑦) + ∫ 𝑋(𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑦))𝑑𝑡

𝑡1(𝑧1)

𝑡1(𝑦1)

. 

 

𝑥(𝑡1(𝑧1), 𝑧) − 𝑥(𝑡1(𝑦1), 𝑦) айырымын бағалай отырып,   

 

|𝑥(𝑡1(𝑧1), 𝑧) − 𝑥(𝑡1(𝑦1), 𝑦)| ≤ 

 

≤ |𝑥(𝑡1(𝑧1), 𝑧) − 𝑥(𝑡1(𝑦1), 𝑧)| + |𝑥(𝑡1(𝑦1), 𝑧) − 𝑥(𝑡1(𝑦1), 𝑦)|. 
 

теңсіздігін аламыз. 

Бірақ  

𝑥(𝑡1(𝑧1), 𝑧) = 𝑥(𝑡1(𝑦1), 𝑧) + ∫ 𝑋(𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑧))𝑑𝑡

𝑡1(𝑧1)

𝑡1(𝑦1)

 

 

теңдігі 1.1 шартынан шығатын болғандықтан  

 

|𝑥(𝑡1(𝑧1), 𝑧) − 𝑥(𝑡1(𝑦1), 𝑧)| ≤ 𝑀|𝑡1(𝑧1) − 𝑡1(𝑦1)|      (1.2.7) 
 

орындалады. 

Сонда (1.2.6) және (1.2.7) өрнектерінен  

 

|𝑥(𝑡1(𝑧1), 𝑧) − 𝑥(𝑡1(𝑦1), 𝑦)| → 0,   𝑧 → 𝑦             (1.2.8) 
 

аламыз. 

Сонымен, біз  

 

|𝑥(𝑡, 𝑦) − 𝑥(𝑡, 𝑧)| ≤ 
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≤ |𝑥(𝑡1(𝑧1), 𝑧) − 𝑥(𝑡1(𝑦1), 𝑦)| + |𝐼1(𝑥(𝑡1(𝑦1)), 𝑦) − 𝐼1(𝑥(𝑡1(𝑧1)), 𝑧)| 
 

+ | ∫ 𝑋(𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑦))𝑑𝑡

𝑡1(𝑧1)

𝑡1(𝑦1)

| + ∫ |𝑋(𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑦)) − 𝑋(𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑧))|𝑑𝑠 ≤

𝑡

𝑡1(𝑧1)

 

 

≤ |𝑋(𝑡1(𝑧1), 𝑧) − 𝑋(𝑡1(𝑦1), 𝑦)| + 𝐿|𝑋(𝑡1(𝑦1), 𝑦) − 𝑋(𝑡1(𝑧1), 𝑧)| 

+𝑀|𝑡1(𝑧1) − 𝑡1(𝑦1)| + 𝐿 ∫ |𝑋(𝑠, 𝑦) − 𝑋(𝑠, 𝑧)|𝑑𝑠

𝑡

𝑡1(𝑧1)

 

 

аламыз. Сондықтан Гронуолл теңсіздігін пайдаланып, (1.2.8) және 𝑡1(𝑥) 

үзіліссіздігін ескеріп (𝑡1(𝑧1), 𝑡1(𝑦1)) интервалында (1.2.5) аламыз. Келесі 

интервалдарда дәлелдеулер осыған ұқсас түрде алынады. Осыдан [0, 𝑇] 

аралығында (𝑡𝑖 , 𝑡𝑖+1] ақырлы интервалдар санын ескере отырып, 1.2.1-лемманың 

дәлелдеуін аяқтаймыз.  

Енді бекітілген мезеттегі импульс әсері бар дифференциалдық теңдеулер 

жүйесінің шешімінің бастапқы берілгендер бойынша үзіліссіз 

дифференциалдануын зерттейміз:  

 

�̇� = 𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖,                                           (1.2.9) 
 

△ 𝑥|  𝑡=𝑡𝑖 = 𝐼𝑖(𝑥).                                        (1.2.10) 

 

Мұндағы 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑥 ∈ 𝑈𝑎  және 𝑡𝑖 < 𝑡𝑖+1 нүктелері [0, 𝑇] аралығындағы импульс 

мезеттері. Сондай импульс мезеттері [0, 𝑇] аралығында ақырлы деп санаймыз.  

Айталық, 𝑥(𝑡, 𝑥0) функциясы [0, 𝑇] аралығындағы 𝑥(0, 𝑥0) = 𝑥0 бастапқы 

шартымен (1.2.9), (1.2.10) жүйенің шешімі болсын. 

 1.2.2-лемма. (Бастапқы берілгендер бойынша үзіліссіз 

дифференциалдану). Айталық (1.2.9), (1.2.10) жүйе 1.1 және 1.5 шарттарын 

қанағаттандырады және 𝑋(𝑡, 𝑥) және 𝐼𝑖(𝑥) функциялары 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑥 ∈ 𝑈𝑎  

болғанда 𝑥 бойынша үзіліссіз дифференциалдансын. Сонда 𝑥(𝑡, 𝑥0) шешімі 𝑥0 

бойынша үзілліссіз дифференциалданады және 𝑧(𝑡) =
𝜕𝑋(𝑡,𝑥0)

𝜕𝑥0
 функциясы 

импульс әсерлі сызықты вариациялау  

 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
𝜕𝑋(𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑥0))

𝜕𝑥
𝑧, 𝑡 ≠ 𝑡𝑖 , 

△ 𝑧|  𝑡=𝑡𝑖 =
𝜕𝐼𝑖(𝑡, 𝑥0)

𝜕𝑥
𝑧(𝑡𝑖). 

 

теңдеуін қанағаттандырады. 
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 Дәлелдеуі. [0, 𝑡1] кесіндісінде 𝑥(𝑡, 𝑥0) функциясы �̇�(𝑡, 𝑥0) = 𝑋(𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑥0)) 
жәй дифференциалдық теңдеуін қанағаттандырады және осы аралықта Коши 

есебінің шешімінің бастапқы берілгендер бойынша дифференциалдануы туралы 

классикалық теореманың шарттары орындалады, сәйкесінше 𝑧(𝑡) =
𝜕𝑋(𝑡,𝑥0)

𝜕𝑥0
 

функциясы [0, 𝑡1] кесіндісінде 
𝑑𝑧

𝑑𝑡
=

𝜕𝑋(𝑡,𝑥(𝑡,𝑥0))

𝜕𝑥
𝑧 вариациялық теңдеуін 

қанағаттандырады. Әрі қарай [𝑡1, 𝑡2] кесіндісінде (1.2.9), (1.2.10) импульсті 

жүйенің 𝑥(𝑡, 𝑥0) шешімі 𝑥(𝑡1) = 𝑥(𝑡1 − 0, 𝑥0) + 𝐼1(𝑥(𝑡1 − 0, 𝑥0)) бастапқы 

берілгенімен �̇� = 𝑋(𝑡, 𝑥) қарапайым дифференциалдық теңдеуді 

қанағаттандырады. Осыдан 𝑥(𝑡, 𝑥0) функциясы [𝑡1, 𝑡2] кесіндісінде  

 

𝑥(𝑡, 𝑥0) = 𝑥(𝑡1 − 0, 𝑥0) + 𝐼1(𝑥(𝑡1 − 0, 𝑥0)) + ∫𝑋(𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑥0))𝑑𝑠

𝑡

𝑡1

    (1.2.11) 

 

интегралдық теңдеуін қанағаттандырады. 

 Енді [𝑡1, 𝑡2] кесіндісінде жаңа  

 

�̇� = 𝑋(𝑡, 𝑥) 
 

𝑥(𝑡1) = 𝑥(𝑡1 − 0, 𝑥0) + 𝐼1(𝑥(𝑡1 − 0, 𝑥0)) 
 

Коши есебі үшін 𝑥0 шамасын параметр ретінде қарастыруға болады және 

параметр бойынша шешімнің дифференциалдануы туралы классикалық 

теореманың шарттары орындалады. Осыдан 𝑥(𝑡, 𝑥0) функциясы үзіліссіз 

дифференциалданады. Енді (1.2.11) интегралдық теңдеуін 𝑥0 бойынша 

дифференциалдап 

 

𝜕𝑥(𝑡, 𝑥0)

𝜕𝑥0
=
𝜕𝑥(𝑡1 − 0, 𝑥0)

𝜕𝑥0
+
𝜕𝐼1(𝑥(𝑡1 − 0, 𝑥0))

𝜕𝑥
∙
𝜕𝑥(𝑡1 − 0, 𝑥0)

𝜕𝑥0
+ 

 

+ ∫
𝜕𝑋(𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑥0))

𝜕𝑥0

𝜕𝑥(𝑠, 𝑥0)

𝜕𝑥0
𝑑𝑠

𝑡

𝑡1

 

 

аламыз, бұл біздің белгілеулер бойынша [𝑡1, 𝑡2] кесіндісінде Коши есебі түрінде 

 

𝑑𝑧

𝑑𝑡
=
𝜕𝑋(𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑥0))

𝜕𝑥
𝑧, 

 

𝑧(𝑡1 + 0) = 𝑧(𝑡1 − 0) +
𝜕𝐼1(𝑧(𝑡1 − 0))

𝜕𝑥
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жазылады. Басқа интервалдарда да осыған ұқсас түрде талқылай отырып, қажетті 

нәтижені аламыз.   

 

1.3 Бекітілген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі жүйе үшін вариациялау 

теңдеуін орталау әдісімен шешу.  

Бекітілген 𝑡𝑖 уақыт мезетінде импульс әсерлі дифференциалдық теңдеулер 

жүйесін қарастырамыз:  

 

�̇� = 𝜀𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖,                                    (1.3.1) 
 

△ 𝑥|  𝑡=𝑡𝑖 = 𝜀𝐼𝑖(𝑥(𝑡𝑖)),                                   (1.3.2) 

 

мұндағы 𝑖 = 1,2, … ;  𝜀 > 0 – кіші параметр.  

         Айталық, келесі шарттар орындалсын. 

         2.1. 𝑋(𝑡, 𝑥) және 𝐼𝑖(𝑥) функциялары 𝑡 ≥ 0 және  𝑥 ∈ 𝐷; 𝐷 ⊂ ℝ𝑑 үшін 1.1 

шартын қанағаттандырады;  

         2.2. Бірқалыпты (𝑥 ∈ 𝐷 бойынша) шектер бар болсын:  

 

lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫𝑋(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡

𝑇

0

= 𝑋0(𝑥), lim
𝑇→∞

1

𝑇
∑ 𝐼𝑖(𝑥)

0<𝑡𝑖<𝑇

= 𝐼0(𝑥). 

 

          2.3.  

 

𝑖(𝑡) ≤ 𝐶𝑡                                                   (1.3.3) 
 

теңсіздігі орындалатындай 𝐶 > 0 тұрақтысы табылсын, мұндағы 𝑖(𝑡) – (0, 𝑇) 
аралығындағы импульс саны. 

          2.4. Орталанған жүйенің   

 

�̇� = 𝜀[𝑋0(𝑦) + 𝐼0(𝑦)]                                    (1.3.4) 
 

𝜀 = 1 және 𝑡 ∈ [0, 𝑇] үшін 𝑦 = 𝑦(𝜀𝑡, 𝑥0), 𝑦(0, 𝑥0) = 𝑥0 ∈ 𝐷 шешімі бар және ол 𝜌 

маңайымен 𝐷 облысына тиісті. 

          Келесі тұжырым А.М. Самойленконың импульстік жүйелерді орталау [52, 

105 б] туралы классикалық теоремасынан тікелей шығады. 

 1.3.1-тұжырым. Айталық 2.1 – 2.4 шарттары орындалсын. Онда кез-келген 

𝜂 > 0 үшін барлық 𝜀 < 𝜀0 орындалатындай (1.3.1) − (1.3.2) теңдеулер жүйесінің 

𝑡 ∈ [0,
𝑇

𝜀
] аралығында анықталған және  

 

|𝑥(𝑡, 𝑥0) − 𝑦(𝜀𝑡, 𝑥0)| ≤ 𝜂, 𝑡 ∈ [0,
𝑇

𝜀
]                             
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теңсіздігін қанағаттандыратын 𝑥(𝑡, 𝑥0), (𝑥(0, 𝑥0) = 𝑥0) жалғыз шешімі бар 

болатындай 𝜀0(𝜂) > 0 саны табылады. 

 1.3.1-ескерту. 2.2 шартынан 𝑡 → ∞  болғанда  

 

|∫𝑋(𝑠, 𝑥)𝑑𝑠

𝑡

0

− 𝑋0(𝑥)𝑡| + | ∑ 𝐼𝑖(𝑥)

0<𝑡𝑖(𝑥)<𝑡

− 𝐼0(𝑥)𝑡| ≤ 𝜑(𝑡)𝑡    (1.3.5) 

 

орындалатын монотонды түрде нөлге ұмтылатын 𝜑(𝑡) үзіліссіз функциясының 

табылатындығы шығады.  

Әрі қарай, жоғарыда айтылған Самойленко теоремасының дәлелдемесінен 1-

тұжырымдағы 𝜀0 саны [0,
𝑇

𝜀
] аралығындағы {𝑡𝑖} импульс әсері нүктелерінің 

жағдайынан тәуелді емес, ол тек (1.3.3) мажорантты бағалаудағы 𝐶 

тұрақтысынан және (1.3.5) формуладағы 𝜑(𝑡) функциясынан тәуелді болатыны 

шығады.  

 1.3.2-ескерту. 𝑥(𝑡, 𝑥0) шешімі анығында 𝜀 шамасынан тәуелді. 

Ыңғайлылық үшін алдағы жазуларда ол тәуелділікті жазбаймыз.  

          2.1 – 2.4 шарттарынан бөлек келесі шарт орындалсын.  

          2.5. 𝑋(𝑡, 𝑥) және 𝐼𝑖(𝑥) функциялары 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐷 үшін үзіліссіз 

дифференциалданады және келесі бірқалыпты (𝑥 ∈ 𝐷 бойынша) шектер бар 

болсын:    

 

lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫
𝜕𝑋(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝑑𝑡

𝑇

0

=
𝜕𝑋0(𝑥)

𝜕𝑥
, lim
𝑇→∞

1

𝑇
∑

𝜕𝐼𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
0<𝑡𝑖<𝑇

=
𝜕𝐼0(𝑥)

𝜕𝑥
.    (1.3.6) 

 

 1.3.2-теорема. (Вариациялау теңдеуінің орталауы туралы). Айталық 2.1 – 

2.5 шарттары орындалсын және  
𝜕𝑋(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥
  және  

𝜕𝐼𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
 функциялары 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝐷 

үшін 𝐿  тұрақтысымен 𝑥 бойынша липшицтік функциялар болсын. Сонда кез-

келген 𝜂 > 0 үшін 𝜀 ∈ (0, 𝜀0] болғанда (1.3.1) − (1.3.2) дәл теңдеудің және 
(1.3.4) орталанған теңдеудің шешімдерінің бастапқы берілгендер бойынша 

туындылары  

 

‖
𝜕𝑥(𝑡, 𝑧)

𝜕𝑧
|  𝑧=𝑥0 −

𝜕𝑦(𝜀𝑡, 𝑧)

𝜕𝑧
|  𝑧=𝑥0‖ ≤ 𝜂, 𝑡 ∈ [0,

𝑇

𝜀
]       (1.3.7)  

 

теңсізідігін қанағаттандыратын 𝜀0 = 𝜀0(𝜂) саны табылады. 

 Дәлелдеуі. Алдымен 𝑧(𝑡) =
𝜕𝑥(𝑡,𝑧)

𝜕𝑧
|  𝑧=𝑥0  және  𝑧1(𝑡) =

𝜕𝑦(𝜀𝑡,𝑧)

𝜕𝑧
|  𝑧=𝑥0 

белгілеулерін енгіземіз. 1.3.2-лемма бойынша 𝑧(𝑡) функциясы сызықты 

вариациялық матрицалық 
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�̇� = 𝜀
𝜕𝑋(𝑡, 𝑥(𝑡, 𝑥0))

𝜕𝑥
𝑧, 𝑡 ≠ 𝑡𝑖,

△ 𝑧|  𝑡=𝑡𝑖 = 𝜀
𝜕𝐼𝑖(𝑥(𝑡𝑖 , 𝑥0))

𝜕𝑥
𝑧(𝑡𝑖)

 

 

теңдеуін және 𝑧1(𝑡) функциясы 

 

�̇�1 = 𝜀
𝜕 (𝑋0(𝑦(𝜀𝑡, 𝑥0)) + 𝐼0(𝑦(𝜀𝑡, 𝑥0)))

𝜕𝑥
𝑧1                  (1.3.8) 

 

теңдеуін қанағаттандырады. 

1.3.1-тұжырымнан 𝜀 ∈ (0, 𝜀1] болғанда дәл жүйенің 𝑥(𝑡, 𝑥0) шешімі 𝑡 ∈ [0,
𝑇

𝜀
] 

үшін 𝐷 облысында жататындай 𝜀1 > 0 саны табылатыны шығады. Осыдан, 

𝑥(𝑡, 𝑥0) шешімі үшін |𝑥(𝑡, 𝑥0)| ≤ |𝑥0| + 𝑇𝑀, 𝑡 ∈ [0,
𝑇

𝜀
] бағалауы орындалады. 

Орталанған есеп үшін де осыған ұқсас бағалау орынды. 𝑧(𝑡) шешімінің 

интегралдық берілуі  

 

𝑧(𝑡) = 𝑧(0) + 𝜀∫
𝜕𝑋(𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑥0))

𝜕𝑥
𝑧(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

+ 𝜀 ∑
𝜕𝐼𝑖(𝑥(𝑡𝑖), 𝑥0)

𝜕𝑥
0<𝑡𝑖<𝑡

𝑧(𝑡𝑖), 

 

түрінде және бұл шешім барлық [0,
𝑇

𝜀
] аралығында анықталған. 𝑋 және 𝐼𝑖 

функциялары липшицтік функциялар, осыдан олардың 
𝜕𝑋

𝜕𝑥
 және 

𝜕𝐼𝑖

𝜕𝑥
 дербес 

туындылары барлық 𝑡 ∈ [0,
𝑇

𝜀
]  үшін 𝐿 тұрақтысымен шектелген. Сонымен, біз 

келесі  

 

‖𝑧(𝑡)‖ ≤ ‖𝑧(0)‖ + 𝜀∫𝐿‖𝑧(𝑠)‖𝑑𝑠

𝑡

0

+ 𝜀 ∑ 𝐿

0<𝑡𝑖<𝑡

‖𝑧(𝑡𝑖)‖ 

 

теңсіздігін аламыз. Осыдан Гронуолл леммасына [17] ұқсас түрде 

 

‖𝑧(𝑡)‖ ≤ ‖𝑧(0)‖(1 + 𝜀𝐿)𝑖(𝑡)𝑒𝜀𝐿𝑡(1 + 𝜀𝐿)𝐶
𝑇
𝜀 ≤ ‖𝑧(0)‖𝑒𝐿𝑇+𝐶

𝑇
𝐿    (1.3.9) 

 

бағалауын аламыз. 
(1.3.8) жүйенің шешіміне Гронуолл леммасын қолданып 

 ‖𝑧1(𝑡)‖ ≤ ‖𝑧1(0)‖𝑒
2𝐿𝑇 бағалауы орынды екенін көрсетеміз.  

 Енді 𝜂 > 0 санын бекітіп және [0,
𝑇

𝜀
] аралығында 𝑧(𝑡) − 𝑧1(𝑡) айырымын 

бағалаймыз. Айталық 𝑥(𝑡, 𝑥0) = 𝑥(𝑡) және 𝑦(𝜀𝑡, 𝑥0) = 𝑦(𝑡). Сонда 
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‖𝑧(𝑡) − 𝑧1(𝑡)‖ = ‖𝜀 ∫
𝜕𝑋(𝑠, 𝑥(𝑠, 𝑥0))

𝜕𝑥
𝑧(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

+ 𝜀 ∑
𝜕𝐼𝑖(𝑥(𝑡𝑖), 𝑥0)

𝜕𝑥
0<𝑡𝑖<𝑡

𝑧(𝑡𝑖) − 

 

−𝜀∫
𝜕𝑋0(𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

− 𝜀∫
𝜕𝐼0(𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

‖ ≤ 𝜀 ‖∫ [
𝜕𝑋(𝑠, 𝑥(𝑠))

𝜕𝑥
−

𝑡

0

 

 

−
𝜕𝑋(𝑠, 𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
] 𝑧(𝑠)𝑑𝑠‖ + 𝜀 ‖ ∑ [

𝜕𝐼𝑖(𝑥(𝑡𝑖))

𝜕𝑥
−
𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝑡𝑖))

𝜕𝑥
]

0<𝑡𝑖<𝑡

𝑧(𝑡𝑖)‖ + 

 

+𝜀 ‖∫
𝜕𝑋(𝑠, 𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
[𝑧(𝑠) − 𝑧1(𝑠)]𝑑𝑠

𝑡

0

‖ + 𝜀 ‖∫ [
𝜕𝑋(𝑠, 𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
−
𝜕𝑋0(𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
] 𝑧1(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

‖ 

 

+𝜀 ‖ ∑
𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝑡𝑖))

𝜕𝑥
0<𝑡𝑖<𝑡

[𝑧(𝑡𝑖) − 𝑧1(𝑡𝑖)]‖ + 𝜀 ‖ ∑
𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝑡𝑖))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑡𝑖) −

0<𝑡𝑖<𝑡

 

 

−∫
𝜕𝐼0(𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑠)𝑑𝑠

𝑡

0

‖ = 𝐽1 + 𝐽2 + 𝐽3 + 𝐽4 + 𝐽5 + 𝐽6      (1.3.10) 

 

орындалады. Осыдан (1.3.10) өрнегінің әрбір мүшесін бағалаймыз. 
𝜕𝑋

𝜕𝑥
 

функциясы Липшицтік екенін және (1.3.9) ескерсек, онда (1.3.10) үшін  

 

𝐽1 ≤ 𝜀∫𝐿|𝑥(𝑠) − 𝑦(𝑠)|𝑑𝑠‖𝑧(0)‖𝑒𝐿𝑇+𝐶
𝑇
𝐿

𝑡

0

 

 

бағалауын орынды. 1.3.1-тұжырым бойынша |𝑥(𝑠) − 𝑦(𝑠)| шамасы мейлінше аз 

болатындай 𝜀 мәнін таңдауға болады. Осыдан 𝜀 ∈ (0, 𝜀2] үшін  

 

𝐽1 ≤
𝜂

𝑏
,                                                  (1.3.11) 

 

бағалауы орындалатындай 𝜀2 ≤ 𝜀1 саны табылады, мұндағы 𝑏 > 0 тұрақтысы 

төменде анықталады. 

Осыған ұқсас екінші қосылғыш 𝐽2 бағаланады:   
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𝐽2 ≤ 𝜀 ∑ 𝐿|𝑥(𝑡𝑖) − 𝑦(𝑡𝑖)|‖𝑧(0)‖𝑒
𝐿𝑇+𝐶

𝑇
𝐿

0<𝑡𝑖<𝑡

≤
𝜂

𝑏
.      (1.3.12) 

 

𝐽3 мүшесі үшін  

 

𝐽3 ≤ 𝜀𝐿 ∫‖𝑧(𝑠) − 𝑧1(𝑠)‖𝑑𝑠

𝑡

0

                 (1.3.13) 

бағалауын аламыз. 

Төртінші қосылғыш 𝐽4 бағалау үшін 𝑡-ның оң жағында интеграл астындағы 

функция нөлге тең болсын деп барлық [0,
𝑇

𝜀
] аралығында интегралдауды 

орындаймыз. [0,
𝑇

𝜀
] аралығын {𝜏𝑘}1

𝑛 нүктелерінде 𝑛 тең бөліктерге бөлеміз. Сонда  

 

𝐽4 ≤ 𝜀 ‖∑ ∫ [(
𝜕𝑋(𝑠, 𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑠) −

𝜕𝑋(𝑠, 𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
) 𝑧1(𝜏𝑘)𝑑𝑠

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘

𝑛−1

𝑘=0

+ 

 

+ ∫ (
𝜕𝑋0(𝑠, 𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
𝑧1(𝜏𝑘) −

𝜕𝑋0(𝑠, 𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
) 𝑧1(𝑠)𝑑𝑠

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘

] + 

 

+𝜀∑ ∫ (
𝜕𝑋(𝑠, 𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑠) −

𝜕𝑋0(𝑠, 𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
)𝑑𝑠𝑧1(𝜏𝑘)

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘

𝑛−1

𝑘=0

‖ = 

 

= ‖𝐽41 + 𝐽42 + 𝐽43‖                                    (1.3.14) 
 

түрінде болады. 

 𝐽41 үшін  

 

‖𝐽41‖ = 𝜀∑ [∫ ‖(
𝜕𝑋(𝑠, 𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
−
𝜕𝑋(𝑠, 𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
) 𝑧1(𝑠)

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘

𝑛−1

𝑘=0

+
𝜕𝑋(𝑠, 𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
(𝑧1(𝑠) − 𝑧1(𝜏𝑘))‖𝑑𝑠] ≤ 

 

≤ 𝜀∑ ∫ (𝐿|𝑦(𝑠) − 𝑦(𝜏𝑘)|‖𝑧1(𝑠)‖ + 𝐿‖𝑧1(𝑠) − 𝑧1(𝜏𝑘)‖)𝑑𝑠

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘

𝑛−1

𝑘=0
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бағалауын аламыз. 

Бірақ 

 

𝑦(𝑡) = 𝑦(𝜏𝑘) + 𝜀 ∫ [𝑋0(𝑦(𝑠)) + 𝐼0(𝑦(𝑠))]

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘

𝑑𝑠. 

Сонымен, бізде 

 

|𝑦(𝑡) − 𝑦(𝜏𝑘)| ≤ 𝜀2𝑀
𝑇

𝜀𝑛
=

2𝑀𝑇

𝑛
, 𝑡 ∈ [𝜏𝑘, 𝜏𝑘+1] 

 

және осыған ұқсас 

 

‖𝑧1(𝑠) − 𝑧1(𝜏𝑘)‖ ≤ ∫‖
𝜕 (𝑋0(𝑦(𝑡)) + 𝐼0(𝑦(𝑡)))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑡)‖ 𝑑𝑡 ≤ 2

𝑇

𝑛
𝐿‖𝑧1(0)‖𝑒

2𝐿𝑇

𝑠

𝜏𝑘

. 

 

Сондықтан  

 

‖𝐽41‖ ≤ ∑ [
𝐿𝑀𝑇

𝑛

𝑇

𝜀𝑛
‖𝑧1(0)‖𝑒

2𝐿𝑇 + 2𝐿2
𝑇

𝑛
‖𝑧1(0)‖𝑒

2𝐿𝑇
𝑇

𝜀𝑛
] =

𝑛−1

𝑘=0

 

 

=
1

𝑛
(2𝐿𝑀𝑇2‖𝑧1(0)‖𝑒

2𝐿𝑇 + 2𝐿2𝑇2‖𝑧1(0)‖𝑒
2𝐿𝑇),         (1.3.15) 

 

‖𝐽42‖ ≤ 

 

𝜀∑ ∫ ‖(
𝜕𝑋0(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
−
𝜕𝑋0(𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
) 𝑧1(𝜏𝑘) +

𝜕𝑋0(𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
(𝑧1(𝜏𝑘) − 𝑧1(𝑠))‖ 𝑑𝑠

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘

𝑛−1

𝑘=0

 

 

≤ 𝜀∑ ∫ (𝐿|𝑦(𝜏𝑘) − 𝑦(𝑠)|‖𝑧1(𝜏𝑘)‖ + 𝐿‖𝑧1(𝜏𝑘) − 𝑧1(𝑠)‖)𝑑𝑠

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘

𝑛−1

𝑘=0

≤ 

 

≤
1

𝑛
(2𝐿𝑀𝑇2‖𝑧1(0)‖𝑒

2𝐿𝑇 + 2𝐿2𝑇2‖𝑧1(0)‖𝑒
2𝐿𝑇),       (1.3.16) 

 

бағалаулары орынды. 

Енді 𝐽43 мүшесін бағалаймыз: 
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‖𝐽43‖ ≤ ‖𝑧1(0)‖𝑒
2𝐿𝑇𝜀 (∑‖∫ (

𝜕𝑋(𝑠, 𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
−
𝜕𝑋0(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
)𝑑𝑠

𝜏𝑘+1

0

‖

𝑛−1

𝑘=0

+ 

 

+𝜀∑‖∫ (
𝜕𝑋(𝑠, 𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
−
𝜕𝑋0(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
)𝑑𝑠

𝜏𝑘

0

‖

𝑛−1

𝑘=0

).        (1.3.17) 

 
(1.3.6) шарттарындағы бірінші шарт бойынша 

 

‖∫(
𝜕𝑋(𝑠, 𝑥)

𝜕𝑥
−
𝜕𝑋0(𝑥)

𝜕𝑥
)𝑑𝑠

𝑡

0

‖ ≤ 𝑡𝜓(𝑡),              (1.3.18) 

 

теңсіздігі орындалатындай 𝑡 → ∞ болғанда нөлге монотонды ұмтылатын 𝑥 ∈ 𝐷 

бойынша бірқалыпты үзіліссіз 𝜓(𝑡) функциясын беруге болатынын байқаймыз. 

Сонымен, егер 𝑡 айнымалысы бірінші кесіндіден басқа кез-келген [𝜏𝑘, 𝜏𝑘+1] 
кесіндісіне тиісті болса, онда (1.3.17) үшін  

 

‖𝑧1(0)‖𝑒
2𝐿𝑇 (𝜀∑ 𝜏𝑘+1𝜓(𝜏𝑘+1) +

𝑛−1

𝑘=0

∑𝜏𝑘𝜓(𝜏𝑘)

𝑛−1

𝑘=0

) ≤ 

 

≤ ‖𝑧1(0)‖𝑒
2𝐿𝑇2𝑛𝑇𝜓 (

𝑇

𝑛𝜀
),                           (1.3.19) 

 

бағалауын аламыз. 

 

Бірақ, егер 𝑡 ∈ [0,
𝑇

𝜀𝑛
] болса, онда Дини теоремасы бойынша 𝜀 → 0 болғанда 

  

‖𝐽43‖ ≤ ‖𝑧1(0)‖𝑒
2𝐿𝑇𝜀𝑡𝜓(𝑡) = ‖𝑧1(0)‖𝑒

2𝐿𝑇𝜏𝑡𝜓 (
𝜏

𝜀
) ≤ 

 

≤ ‖𝑧1(0)‖𝑒
2𝐿𝑇 sup

𝜏∈[0,𝑇]
(𝜏𝜓 (

𝜏

𝜀
)) → 0                    (1.3.20) 

 

бағалауын аламыз. Сондықтан (1.3.14)-(1.3.20) бойынша  

 

‖𝐽4‖ ≤
1

𝑛
(4𝐿𝑀𝑇2‖𝑧1(0)‖𝑒

2𝐿𝑇 + 4𝐿2𝑇2‖𝑧1(0)‖𝑒
2𝐿𝑇) + ‖𝑧1(0)‖𝑒

2𝐿𝑇2𝑛𝑇𝜓 (
𝑇

𝑛𝜀
) + 

 

+‖𝑧1(0)‖𝑒
2𝐿𝑇 sup

𝜏∈[0,𝑇]
(𝜏𝜓 (

𝜏

𝜀
)) .                           (1.3.21) 
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бағалауын орнатамыз. 

 𝐽5 мүшесі 𝐽3 мүшесіне ұқсас бағаланады: 

 

‖𝐽5‖ ≤ 𝜀𝐿 ∑ ‖𝑧(𝑡𝑖) − 𝑧1(𝑡𝑖)‖

0<𝑡𝑖<𝑡

.                     (1.3.22) 

 

Ендігі кезекте (1.3.10) формуладағы 𝐽6 үшін  

 

‖𝐽6‖ ≤ 𝜀∑

[
 
 
 

∑
𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝑡𝑖))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑡𝑖)

𝜏𝑘<𝑡𝑖<𝜏𝑘+1
𝑡𝑖<𝑡

− ∫
𝜕𝐼0(𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑠)𝑑𝑠

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘 ]
 
 
 𝑛−1

𝑘=0

 

 

бағалауын аламыз. 

Енді соңғы қосындының әрбір мүшесін бағалаймыз: 

 

𝜀

(

 ∑
𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝑡𝑖))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑡𝑖)

𝜏𝑘<𝑡𝑖<𝜏𝑘+1
𝑡𝑖<𝑡

− ∫
𝜕𝐼0(𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑠)𝑑𝑠

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘 )

 = 

 

= 𝜀

[
 
 
 

∑
𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝑡𝑖))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑡𝑖)

𝜏𝑘<𝑡𝑖<𝜏𝑘+1
𝑡𝑖<𝑡

−
𝜕𝐼0(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
𝑧1(𝜏𝑘)(𝜏𝑘+1−𝜏𝑘) − 

 

− ∫
𝜕𝐼0(𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑠)𝑑𝑠

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘

].                        (1.3.23) 

 

Бірақ 

 

‖
𝜕𝐼0(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
𝑧1(𝜏𝑘)(𝜏𝑘+1−𝜏𝑘) − ∫

𝜕𝐼0(𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑠)𝑑𝑠

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘

‖ = 

 

= ‖∫ [
𝜕𝐼0(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
𝑧1(𝜏𝑘) −

𝜕𝐼0(𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑠)] 𝑑𝑠

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘

‖ = 
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= ‖∫ [(
𝜕𝐼0(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
−
𝜕𝐼0(𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
) 𝑧1(𝜏𝑘) +

𝜕𝐼0(𝑦(𝑠))

𝜕𝑥
[𝑧1(𝜏𝑘) − 𝑧1(𝑠)]] 𝑑𝑠

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘

‖ ≤ 

 

≤ 𝐿 ∫ (|𝑦(𝜏𝑘) − 𝑦(𝑠)|‖𝑧1(𝜏𝑘)‖ + 𝐿‖𝑧1(𝜏𝑘) − 𝑧1(𝑠)‖)𝑑𝑠

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘

≤ 

 

≤ ∫ (
2𝐿𝑀𝑇

𝑛
‖𝑧1(0)‖𝑒

2𝐿𝑇 +
2𝐿2𝑇

𝑛
‖𝑧1(0)‖𝑒

2𝐿𝑇) 𝑑𝑠 ≤

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘

 

 

≤ (
2𝐿𝑀𝑇

𝑛
‖𝑧1(0)‖𝑒

2𝐿𝑇 +
2𝐿2𝑇

𝑛
‖𝑧1(0)‖𝑒

2𝐿𝑇)
𝑇

𝑛𝜀
.        (1.3.24) 

 
(1.3.23) формуладағы бірінші мүшені бағалаймыз: 

 

∑
𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝑡𝑖))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑡𝑖)

𝜏𝑘<𝑡𝑖<𝜏𝑘+1
𝑡𝑖<𝑡

−
𝜕𝐼0(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
𝑧1(𝜏𝑘)(𝜏𝑘+1−𝜏𝑘) = 

 

= ∑
𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝑡𝑖))

𝜕𝑥
𝑧1(𝑡𝑖)

𝜏𝑘<𝑡𝑖<𝜏𝑘+1
𝑡𝑖<𝑡

− ∑
𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
𝑧1(𝜏𝑘)

𝜏𝑘<𝑡𝑖<𝜏𝑘+1
𝑡𝑖<𝑡

+ 

 

+ ∑
𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
𝑧1(𝜏𝑘)

𝜏𝑘<𝑡𝑖<𝜏𝑘+1
𝑡𝑖<𝑡

−  
𝜕𝐼0(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
𝑧1(𝜏𝑘)(𝜏𝑘+1−𝜏𝑘).  (1.3.25) 

 
(1.3.25) формуладағы бірінші айырманы 

 

∑ ‖(
𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝑡𝑖))

𝜕𝑥
−
𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
) 𝑧1(𝑡𝑖) +

𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
(𝑧1(𝑡𝑖) − 𝑧1(𝜏𝑘))‖

𝜏𝑘<𝑡𝑖<𝜏𝑘+1
𝑡𝑖<𝑡

≤ 

 

≤ ∑ (𝐿|𝑦(𝜏𝑘) − 𝑦(𝑠)|)‖𝑧1(𝑡𝑖)‖
𝜏𝑘<𝑡𝑖<𝜏𝑘+1

𝑡𝑖<𝑡

+ 𝐿‖𝑧1(𝑡𝑖) − 𝑧1(𝜏𝑘)‖ ≤ 
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≤ ∑ (
2𝐿𝑀𝑇

𝑛
‖𝑧1(0)‖𝑒

2𝐿𝑇 +
2𝐿𝑇

𝑛
‖𝑧1(0)‖𝑒

2𝐿𝑇)
𝜏𝑘<𝑡𝑖<𝜏𝑘+1

𝑡𝑖<𝑡

    (1.3.26) 

 

түрде бағалаймыз. 

(1.3.25) формуладағы екінші айырма үшін  

 

‖‖ ∑ [
𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
𝑧1(𝜏𝑘) −   ∫

𝜕𝐼0(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
𝑧1(𝜏𝑘)𝑑𝑠

𝜏𝑘+1

𝜏𝑘

]
𝜏𝑘<𝑡𝑖<𝜏𝑘+1

𝑡𝑖<𝑡

‖‖ ≤ 

 

≤ 𝜀

(

 ∑
𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
0<𝑡𝑖<𝜏𝑘
𝑡𝑖<𝑡

−  ∫
𝜕𝐼0(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
𝑑𝑠

𝜏𝑘

0

+ 

 

+‖‖ ∑
𝜕𝐼𝑖(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
0<𝑡𝑖<𝜏𝑘+1

𝑡𝑖<𝑡

−  ∫
𝜕𝐼0(𝑦(𝜏𝑘))

𝜕𝑥
𝑑𝑠

𝜏𝑘+1

0

‖‖

)

 ‖𝑧1(0)‖𝑒
2𝐿𝑇    (1.3.27) 

 

бағалауы орынды. 
(1.3.6) шарттарындағы екінші шарт бойынша (1.3.27) өрнегінің бағалауы 

(1.3.19) формуладағы бағалауға ұқсас түрде шығады. Нақтылай түссек, бірінші 

өрнек 𝜏𝑘𝜓(𝜏𝑘) шамасынан, ал екінші өрнек 𝜏𝑘+1𝜓(𝜏𝑘+1) шамасынан артпайды. 

Осылайша, (1.3.26) және (1.3.27) бойынша (1.3.25) өрнегінің бағалауын 

аламыз: 

 

(

 ∑ (
2𝐿𝑀𝑇

𝑛
+
2𝐿𝑀

𝑛
) + 𝜏𝑘𝜓(𝜏𝑘) + 𝜏𝑘+1𝜓(𝜏𝑘+1)

𝜏𝑘<𝑡𝑖<𝜏𝑘+1
𝑡𝑖<𝑡 )

 ‖𝑧1(0)‖𝑒
2𝐿𝑇.   (1.3.28) 

 
(1.3.24) және (1.3.28) формулаларынан (1.3.23) өрнегінің  

 

[(
2𝐿𝑀𝑇

𝑛
+
2𝐿𝑀

𝑛
)
𝑇

𝑛
+ 

 

 

+ ∑ (
2𝐿𝑀𝑇

𝑛
+
2𝐿𝑀

𝑛
) + 𝜏𝑘𝜓(𝜏𝑘) + 𝜏𝑘+1𝜓(𝜏𝑘+1)]

𝜏𝑘<𝑡𝑖<𝜏𝑘+1
𝑡𝑖<𝑡

‖𝑧1(0)‖𝑒
2𝐿𝑇 
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бағалауын аламыз. 

Сонда (1.3.27) және (1.3.23) бойынша және (1.3.1) − (1.3.2) ескере отырып 𝐽6 

үшін 

 

‖𝐽6‖ ≤
2𝐿𝑀𝑇 + 2𝐿2𝑇

𝑛
𝑇 +

2𝐿𝑀𝑇 + 2𝐿𝑀

𝑛
𝜀 ∑ 1

0<𝑡𝑖<
𝑇
𝜀

+ 

 

+𝜀∑[𝜏𝑘𝜓(𝜏𝑘) + 𝜏𝑘+1𝜓(𝜏𝑘+1)]

𝑛−1

𝑘=0

≤
2𝐿𝑀𝑇 + 2𝐿2𝑇

𝑛
𝑇 + 

 

+
2𝐿𝑀𝑇 + 2𝐿𝑀

𝑛
𝐶𝑇 + 2𝜀∑

𝑇

𝜀

𝑛−1

𝑘=0

𝜓 (
𝑇

𝜀𝑛
) = 

 

=
1

𝑛
[2𝐿𝑀𝑇2 + 2𝐿2𝑇2 + (2𝐿𝑀𝑇 + 2𝐿𝑀)𝐶𝑇] + 2𝑛𝑇𝜓 (

𝑇

𝜀𝑛
)       (1.3.29) 

 

бағалауын аламыз. 

(1.3.21) және (1.3.29) өрнектерінің бірінші мүшелері 
𝜂

𝑏
  шамасынан кіші болатын 

мейлінше үлкен 𝑛 санын таңдаймыз және осы 𝑛 санын бекітеміз. Сонда 

бекітілген 𝑛 саны үшін  𝜀3 ≤ 𝜀2 санын мейлінше аз қылып таңдай отырып және 

барлық 𝜀 ∈ (0, 𝜀3]  үшін (1.3.21) және (1.3.29) өрнектерінің қалған мүшелерін  
𝜂

𝑏
  

шамасынан кіші қылатындай мүмкіндік аламыз. 

Сонымен, (1.3.11)-(1.3.13) теңсіздіктерінен және (1.3.21), (1.3.22), (1.3.29) 
бағалауларынан 

 

‖𝑧(𝑡) − 𝑧1(𝑡)‖ ≤
𝜂

𝑏
+
𝜂

𝑏
+ 𝜀𝐿 ∫ ‖𝑧(𝑠) − 𝑧1(𝑠)‖𝑑𝑠

𝑡

0
+ 

 

+
𝜂

𝑏
+ 𝜀𝐿 ∑ ‖𝑧(𝑡𝑖) − 𝑧1(𝑡𝑖)‖

0<𝑡𝑖<𝑡

+
𝜂

𝑏
 

 

бағалауын аламыз. 

Енді Гронуолла леммасының [102, 13 б] аналогын пайдаланып және 𝑏 шамасына 

сәйкесінше таңдау жасап 1.3.2-теореманың дәлелдеуін аяқтаймыз.  

 1.3.4-ескерту. 1.3.2-теореманың дәлелдеуінен 1.3.2-ескертудегі сияқты 

сондағы алынған бағалаулар [0,
𝑇

𝜀
] аралығында {𝑡𝑖} импульс әсерлі нүктелердің 

орналасуынан (жағдайынан) тәуелсіз, бірақ (1.3.3) бағалаудағы 𝐶 тұрақтысынан 

және (1.3.18) формуладағы 𝜓(𝑡) функциясынан тәуелді болатындығы шығады. 

Осыдан 𝜀0 шамасы {𝑡𝑖} позициясынан тәуелді емес. 
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1.4. Бекітілген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі дифференциалдық теңдеу 

үшін шеттік есептің шешімі  

(1.3.1) − (1.3.2) жүйе үшін 

𝐹 (𝑥(0), 𝑥 (
𝑇

𝜀
)) = 0                                         (1.4.1) 

шартымен бірге шеттік есепті қарастырамыз.  

 1.4.1-теорема. Айталық 2.1–2.3 шарттары және сонымен қатар келесі 

шарттар орындалсын: 

2.6.  

�̇� = 𝜀[𝑋0(𝑦) + 𝐼0(𝑦)], 
 

𝐹 (𝑦(0), 𝑦 (
𝑇

𝜀
)) = 0, 

 
орталанған шеттік есебінің қайсыбір 𝜌 маңайымен 𝐷 облысына тиісті 𝑦 =
𝑦(𝜀𝑡) = 𝑦(𝜏) шешімі  және 𝑋(𝑡, 𝑥) функциясының 𝑦(𝑡) нүктесінің 𝜌 маңайында 

𝑥 бойынша үзіліссіз 
𝜕𝑋(𝑡,𝑥)

𝜕𝑥
 дербес туындылары, ал 𝐼𝑖(𝑥) функцияларының 𝑖 ∈ 𝑁 

бойынша бірқалыпты үзіліссіз 
𝜕𝐼𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
 дербес туындылары бар болады. 

𝑋0(𝑥), 𝐼0(𝑥) және 𝐹(𝑥, 𝑦) функцияларының көрсетілген 𝜌 маңайда  
𝜕𝑋0(𝑥)

𝜕𝑥
, 
𝜕𝐼0(𝑥)

𝜕𝑥
, 

𝜕𝐹(𝑥,𝑦)

𝜕𝑥
, 
𝜕𝐹(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
  үзіліссіз дербес туындылары бар болады және 

𝑑𝑒𝑡
𝜕𝐹0(𝑥)

𝜕𝑥0
≠ 0, 

мұндағы 𝑥0 = 𝑦(0), 𝐹0(𝑥0) = 𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0)). 

2.7. Төмендегі шектер 𝑦(𝑡) нүктесінің 𝜌  маңайында x үшін бар болсын: 

 

𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

1

𝑇
∫
𝜕𝑋(𝑡, 𝑥)

𝜕𝑥
𝑑𝑡

𝑇

0

=
𝜕𝑋0(𝑥)

𝜕𝑥
, 𝑙𝑖𝑚

𝑇→∞

1

𝑇
∑

𝜕𝐼𝑖(𝑥)

𝜕𝑥
0<𝑡𝑖<𝑇

=
𝜕𝐼0(𝑥)

𝜕𝑥
. 

 

 Онда 𝜀 ∈ (0, 𝜀0) болғанда (1.3.1) − (1.3.2), (1.4.1) шеттік есептің 𝑦(𝜀𝑡) 
нүктесінің 𝜎0 маңайына тиісті 𝑥(𝑡, 𝜀) жалғыз шешімі бар болатындай 𝜀0 > 0 

және 𝜎0 < 𝜌 сандары табылады, яғни 

 

|𝑥(𝑡, 𝜀) − 𝑦(𝜀𝑡)| < 𝜎0, 𝑡 ∈ [0,
𝑇

𝜀
] , 𝜀 ∈ (0, 𝜀0)            (1.4.2)                          

 

және 
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𝑠𝑢𝑝
 𝑡∈[0,

𝑇

𝜀
]

|𝑥(𝑡, 𝜀) − 𝑦(𝜀𝑡)| → 0, 𝜀 → 0.                    (1.4.3)    

                      

Дәлелдеуі. Айталық 𝑥0 = 𝑦(0) – шешімнің бастапқы мәні. (1.3.1) − (1.3.2), 
(1.4.1) шеттік есептің шешімін  

 

𝑥(𝑡, 𝜀) = 𝑥(𝑡, 𝑥0 + �̅�, 𝜀),                                   (1.4.4) 
 

түрінде іздейміз, мұндағы �̅� параметрі нөлдің маңайынан таңдалады. Орталанған 

есептің 𝑦(𝜏, 𝑥0 + �̅�) шешімін қарастырамыз. 𝑦(𝜏) және 𝑦(𝜏, 𝑥0 + �̅�) айырмасы 

үшін Гронуолл теңсіздігі бойынша 

 

|𝑦(𝜏) − 𝑦(𝜏, 𝑥0 + �̅�)| ≤ |�̅�|𝑒𝐿𝑇 ,                         (1.4.5) 
 

теңсіздігі 𝑦(𝜏, 𝑥0 + �̅�) шамасы 𝐷 облысының шекарасына жеткенше 

орындалады. Сонымен, егер |�̅�| ≤
𝜌

2
𝑒−𝐿𝑇 болса, онда 𝑦(𝜏, 𝑥0 + �̅�) шешімі 𝑡 ∈

[0, 𝑇] үшін бар болады және y(𝜏) шамасының 
𝜌

2
  маңайында жатады. 

 (1.4.4) теңдігіндегі белгісіз �̅� параметрін 

 

𝐹 (𝑥0 + �̅�, 𝑥 (
𝑇

𝜀
, 𝑥0 + �̅�, 𝜀)) = 0                        (1.4.6) 

 

теңдеуінен анықтаймыз. 

 1.3.1-тұжырым бойынша мейлінше аз 𝜀 > 0 үшін [0,
𝑇

𝜀
] аралығында дәл 

жүйенің 𝑥(𝑡, 𝑥0 + �̅�, 𝜀) шешімі бар болады және кез-келген 𝜂 > 0 үшін 𝜀 ∈ (0, 𝜀0) 
болғанда  

 

|𝑥(𝑡, 𝑥0 + �̅�, 𝜀) − 𝑦(𝜀𝑡, 𝑥0 + �̅�)| < 𝜂(𝜀) → 0, 𝜀 → 0     (1.4.7)      
 

теңсіздігі орындалатын 𝜀0 = 𝜀0(𝜂) > 0 саны табылатынын байқаймыз.   

 Осылайша, 𝜀 ∈ (0, 𝜀0) үшін, егер 𝜀0 мейлінше аз болса, онда (1.4.6) 

теңдеуіндегі бейнелеу �̅� бейнелеу сияқты 𝐵𝑟(0), 𝑟 =
𝜌

2
𝑒−𝐿𝑇 шарында қисынды 

анықталған. Сонымен қатар, 𝑡 ∈ [0, 𝑇] үшін 𝑦(𝜏) функциясы шенелген 

болғандықтан (1.4.5) және (1.4.7) бойынша  𝑥(𝑡, 𝑥0 + �̅�, 𝜀) шешімі 𝑡 ∈ [0,
𝑇

𝜀
], 𝜀 ∈

(0, 𝜀0) үшін шектелген анықталу облысына тиісті болатынын атап айтуға болады.  

 2.6 шартынан (1.3.1) − (1.3.2) жүйесі 1.3.2-лемманың шарттарын 

қанағаттандыратыны шығады. Осыдан 𝐹 (𝑥0 + �̅�, 𝑥 (
𝑇

𝜀
, 𝑥0 + �̅�, 𝜀)) бейнелеуінің 

�̅� ∈ 𝐵𝑟(0) үшін  
𝜕𝐹

𝜕𝑥
  және 

𝜕𝐹

𝜕𝑥
 бірқалыпты үзіліссіз дербес туындылары бар және �̅� 
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бойынша үзіліссіз дифференциалданады. Осыдан �̅� ∈ 𝐵𝑟(0) үшін ‖
𝜕𝐹

𝜕𝑥
‖ ≤ 𝑁(𝜏)  

және ‖
𝜕𝐹

𝜕𝑦
‖ ≤ 𝑁(𝜏) орындалатын 𝑁(𝜏) > 0 тұрақтысы бар болады.  

 Әрі қарай 

𝐹 (𝑥0 + �̅�, 𝑥 (
𝑇

𝜀
, 𝑥0 + �̅�, 𝜀)) − 𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝑇, 𝑥0)) = 

= 𝐹 (𝑥0 + �̅�, 𝑥 (
𝑇

𝜀
, 𝑥0 + �̅�, 𝜀)) − 𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�)) + 

+𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�)) − 𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝑇, 𝑥0)) 
 

аламыз. 

Айталық 𝑅1(�̅�, 𝜀) = 𝐹 (𝑥0 + �̅�, 𝑥 (
𝑇

𝜀
, 𝑥0 + �̅�, 𝜀)) − 𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�)) болсын. 

(1.4.7) бойынша  

 

|𝑅1(�̅�, 𝜀)| ≤ 𝑁(𝑟) |𝑥 (
𝑇

𝜀
, 𝑥0 + �̅�, 𝜀) − 𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�)| ≤ 𝑁(𝑟)𝜂(𝜀) → 0, 𝜀 → 0. (1.4.8) 

 

бағалауы орынды. 

 Енді 

 

𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�)) − 𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0)) = 

 

= (
𝜕𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0))

𝜕𝑥
+
𝜕𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0))

𝜕𝑦
∙
𝜕𝑦(𝑇, 𝑥0)

𝜕𝑥0
) �̅� + 

 

+∫(
𝜕𝐹(𝑥0 + 𝑠�̅�, 𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�))

𝜕𝑥
−
𝜕𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0))

𝜕𝑦
) �̅�𝑑𝑠

1

0

+ 

 

+∫(
𝜕𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝑇, 𝑥0 + 𝑠�̅�))

𝜕𝑥
∙
𝜕𝑦(𝑇, 𝑥0 + 𝑠�̅�)

𝜕𝑧
⃒𝑧=𝑥0+𝑠�̅�

1

0

− 

 

−
𝜕𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0))

𝜕𝑦
∙
𝜕𝑦(𝑇, 𝑥0)

𝜕𝑧
⃒𝑧=𝑥0�̅�𝑑𝑠) = 
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= (
𝜕𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0))

𝜕𝑥
+
𝜕𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0))

𝜕𝑦
∙
𝜕𝑦(𝑇, 𝑥0)

𝜕𝑧
⃒𝑧=𝑥0) �̅� + 

 

+𝑅2(�̅�)�̅� + 𝑅3(�̅�)�̅�                                      (1.4.9) 
 

түрлендіруін аламыз. 

(1.4.9) түрлендірудегі әрбір қосылғышты бөлек қарастырамыз. Бірінші 

қосылғышты 2.6 - шартындағы 𝐹0(𝑥0) анықтамасы бойынша  
𝜕𝐹0(𝑥0)

𝜕𝑥0
  түрінде 

көрсетуге болады.  

 Екінші қосылғыш үшін дербес туындылардың бірқалыпты үзіліссіздігінен 

және (1.4.5) бойынша  |�̅�| ≤ 𝜏 үшін ‖𝑅2(�̅�)‖ ≤ 𝛿(𝑟) → 0, 𝑟 → 0, 𝑟 ≤
𝜌

2
𝑒−𝐿𝑇 

орындалатын 𝛿(𝑟) қайсыбір функциясы бар болады.  

 Үшінші қосылғышты бағалау үшін 
𝜕𝑦(𝑇,𝑧)

𝜕𝑧
 туындысы 𝑧 параметрі бойынша 

үзіліссіз функция болатынын байқаймыз. Осыдан үшінші мүшеде |�̅�| ≤ 𝑟 үшін 

дербес туындының бірқалыпты үзіліссіздігінен 𝛿1(𝑟) қайсыбір функциясымен 

‖𝑅3(�̅�)‖ ≤ 𝛿1(𝑟) → 0, 𝑟 → 0  бағалауын аламыз.  

 Енді (1.4.6) теңдеуіне тоқталып, оны  

 

�̅� = (
𝜕𝐹0
𝜕𝑥0

)

−1

(𝑅1(�̅�, 𝜀) + 𝑅2(�̅�) + 𝑅3(�̅�))�̅�, 

 

немесе 

 

�̅� = (
𝜕𝐹0
𝜕𝑥0

)

−1

𝑀(𝑥, 𝜀)                                      (1.4.10) 

 

түрінде қайта жазамыз. 

 𝑀(𝑥, 𝜀) үшін  

 

|𝑀(𝑥, 𝜀)| ≤ 𝑁(𝑟)𝜂(𝜀) + 𝛿2(𝑟)�̅�,                          (1.4.11) 
 

бағалауы орынды, мұндағы 𝛿2(𝑟) = max{𝛿(𝑟), 𝛿1(𝑟)}. Сондай-ақ, 𝜀 → 0 

болғанда 𝜂(𝜀) → 0 және 𝑟 → 0 болғанда 𝛿2(𝑟) → 0 орындалатынына назар 

аударамыз. 

 Енді  
𝜕𝑀

𝜕�̅�
  өрнегін бағалаймыз. Біз  

 

𝐹 (𝑥0 + �̅�, 𝑥 (
𝑇

𝜀
, 𝑥0 + �̅�, 𝜀)) 
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𝜕𝑅1(�̅�, 𝜀)

𝜕�̅�
=

𝜕𝐹 (𝑥0 + �̅�, 𝑥 (
𝑇
𝜀
, 𝑥0 + �̅�, 𝜀))

𝜕𝑥
⃒�̅�=𝑥+𝑥0 

 

+

𝜕𝐹 (𝑥0 + �̅�, 𝑥 (
𝑇
𝜀
, 𝑥0 + �̅�, 𝜀))

𝜕𝑦
∙
𝜕𝑥 (

𝑇
𝜀
, 𝑥0 + �̅�, 𝜀)

𝜕𝑧
⃒𝑧=�̅�+𝑥0 − 

 

−
𝜕𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝜏, 𝑥0 + �̅�))

𝜕𝑥
⃒𝑥=�̅�+𝑥0 − 

 

−
𝜕𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝜏, 𝑥0 + �̅�))

𝜕𝑦
∙
𝜕𝑦(𝜏, 𝑥0 + �̅�)

𝜕𝑧
⃒𝑧=�̅�+𝑥0 

 

аламыз.  

 1.3.2-теорема бойынша шарттары орындалатын  

 

𝜕𝑥 (
𝑇
𝜀
, 𝑥0 + �̅�, 𝜀)

𝜕𝑧
−
𝜕𝑦(𝜏, 𝑥0 + �̅�)

𝜕𝑧
 

 

айырмасын 𝜀 шамасын сәйкесінше таңдау арқылы мейлінше аз қылуға 

болатынын байқаймыз. Сонымен, (1.4.7) бойынша және |�̅�| ≤ 𝑟 облысында  
𝜕𝐹

𝜕𝑥
  

және 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
 туындылардың бірқалыпты үзіліссіздігінен қайсыбір 𝛿3(𝜀) функциясы 

үшін 

 

‖
𝜕𝑅1(�̅�, 𝜀)

𝜕�̅�
‖ ≤ 𝛿3(𝜀) → 0, 𝜀 → 0, |�̅�| ≤ 𝑟              (1.4.12) 

 

бағалауын аламыз. 

 Енді 
𝜕𝑅2

𝜕𝑥
 өрнегін бағалаймыз. (1.4.9) формуладан 𝑅2 

 

𝑅2(�̅�) = 𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�)) − 𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�)) −
𝜕𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0))

𝜕𝑥
�̅� 

 

түрінде жазамыз. 

Содан соң  
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‖
𝜕𝑅2(�̅�)

𝜕�̅�
‖ ≤ ‖

𝜕𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�))

𝜕𝑥
−
𝜕𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�))

𝜕𝑥
‖ + 

 

+‖
𝜕𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�))

𝜕𝑦
∙
𝜕𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�)

𝜕𝑧
⃒𝑧=�̅�+𝑥0 − 

 

−
𝜕𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�))

𝜕𝑦
∙
𝜕𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�)

𝜕𝑧
⃒𝑧=�̅�+𝑥0‖ ≤ 𝛿4(�̅�) → 0, 

 𝑟 → 0    (1.4.13) 
 

орынды екендігі шығады. 

Осыған ұқсас  

 

𝑅3(�̅�) = 𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�)) −
𝜕𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0))

𝜕𝑦
∙
𝜕𝑦(𝑇, 𝑥0)

𝜕𝑧
⃒𝑧=𝑥0�̅�, 

 

екенін ескере отырып, 
𝜕𝐹

𝜕𝑦
 және 

𝜕𝑦(𝑇,𝑧)

𝜕𝑧
 туындыларының бірқалыпты 

үзіліссіздігінен  
𝜕𝑅3

𝜕�̅�
 үшін 

 

‖
𝜕𝑅3(�̅�)

𝜕�̅�
‖ ≤ ‖

𝜕𝐹(𝑥0 + �̅�, 𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�))

𝜕𝑦
∙
𝜕𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�)

𝜕𝑧
⃒𝑧=�̅�+𝑥0 − 

 

−
𝜕𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0))

𝜕𝑦
∙
𝜕𝑦(𝑇, 𝑥0)

𝜕𝑧
⃒𝑧=𝑥0‖ ≤ 𝛿5(�̅�) → 0, 𝑟 → 0     (1.4.14) 

 

бағалауын аламыз. 

Осыдан (1.4.12) – (1.4.14) бойынша 

 

‖
𝜕𝑀(�̅�, 𝜀)

𝜕�̅�
‖ ≤ 𝛿3(𝜀) + 𝛿6(𝑟) = 𝜁(𝜀, 𝑟) → 0, 𝜀 → 0, 𝑟 → 0. 

 

бағалауын орынды. Айталық, 𝐶1 = ‖
𝜕𝐹0

𝜕𝑥0
‖
−1

 болсын. 

 

𝛿𝑟(𝑟) ≤
1

2
 және 𝜂(𝜀) ≤

𝑟

2𝐶1𝑁(𝑟)
                          (1.4.15) 
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теңсіздіктері орындалатын сәйкесінше 𝑟 және 𝜀1 ≤ 𝜀0 сандарын таңдаймыз. 

Сонда, егер |�̅�| ≤ 𝑟 болса, онда (1.4.11) теңсіздігінен 

 

𝐶1|𝑀(�̅�, 𝜀)| ≤ 𝐶1(𝑁(𝑟)𝜂(𝜀) + 𝛿2(𝑟)|�̅�|) ≤
𝑟

2
+
𝑟

2
= 𝑟 

 

шығады. 

 Осылайша, егер (1.4.15) теңсіздігі орындалса, онда (
𝜕𝐹0

𝜕𝑥0
)
−1
𝑀(�̅�, 𝜀) өрнегі 

𝐵𝑟(0) шарын өз-өзіне бейнелейді. Сондай-ақ, егер 𝜀 және 𝑟 шамаларын (1.4.15) 
қатар 𝜁(𝜀, 𝑟) < 1 теңсіздігі орындалатын етіп таңдасақ, онда (1.4.10) бейнелеуі 

қысушы бейнелеу болады. Сәйкесінше, бұл бейнелеудің �̅�∗ = �̅�∗(𝜀, 𝑟) жалғыз 

қозғалмайтын нүктесі бар болады және ол (1.3.1) − (1.3.2), (1.4.1) шеттік 

есептің шешімінің бастапқы мәні болады. (1.4.7) және (1.4.8) бағалауларын  

𝜎0 > 0 үшін (1.4.2) бағалауына қатыстырамыз. 

 Енді 𝜀 → 0 болғанда 𝑟(𝜀) → 0 орындалатын етіп 𝑟 шамасын 𝜀 параметрінің 

функциясы ретінде таңдап алып, және (1.4.8) формуладағы 𝜂(𝜀) функциясы 

үшін  

 
𝜂(𝜀)

𝑟(𝜀)
≤

𝑟

2𝐶1𝑁(𝑟(𝜀))
 

 

теңсіздігі орындалатын 𝜀1 ≤ 𝜀0 санын таңдап алуға мүмкіндік алайық.  

Мұндай таңдау жасауға болады, өйткені 
𝜕𝐹

𝜕𝑥
  және  

𝜕𝐹

𝜕𝑦
 дербес туындыларын 𝐵𝑟(0) 

шарында шектейтін 𝑁(𝑟(𝜀)) функциясы 𝑟(𝜀) кемігенде сәйкесінше артпайтынын 

байқаймыз. Сонда (1.4.3) бағалауы (1.4.5) және (1.4.7) формулаларынан 

шығады. 1.4.1-теорема дәлелденді. 

 1.4.1-ескерту. 1.4.1-теореманың дәлелдеуінде дәл және орталау 

есептерінің шешімдерінің айырмасының бағалаулары және бастапқы 

берілгендер бойынша олардың туындыларының айырымының бағалаулары 

((1.3.7) бойынша) пайдаланылды. Бұл бағалаулар [0;
𝑇

𝜀
] аралығындағы {𝑡𝑖} 

нүктелерінің орналасуынан тәуелсіз, бірақ тек 𝐶 тұрақтысынан және 𝜑(𝑡) мен 

𝜓(𝑡) функцияларынан тәуелді.  

 

1.5. Бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі дифференциалдық 

теңдеулер жүйесі үшін шеттік есепті орталау әдісімен шешу 

Кіші параметрмен уақыт бекітілмеген мезетіндегі импульс әсерлі 

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін  

  

�̇� = 𝜀𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖(𝑥),                                       (1.5.1) 
 

△ 𝑥|  𝑡=𝑡𝑖(𝑥) = 𝜀𝐼𝑖(𝑥),                                         (1.5.2) 
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𝐹 (𝑥(0), 𝑥 (
𝑇

𝜀
)) = 0.                                        (1.5.3) 

 

шеттік есебін қарастырамыз.  

Мұндағы 𝜀 > 0 – кіші параметр, 𝑇 > 0 бекітілген сан, 𝑡𝑖(𝑥) < 𝑡𝑖+1(𝑥) (𝑖 =
1, 2, … ) – импульс әсерлі мезеттер, 𝐼𝑖: 𝑅

𝑑 → 𝑅𝑑 , 𝑋: 𝑅𝑑 × 𝑅𝑑 → 𝑅𝑑 және 𝐹: 𝑅𝑑 ×
𝑅𝑑 → 𝑅𝑑 функциялары 𝑑 өлшемді вектор функциялар, ∆𝑥 = 𝑥(𝑡 + 0) − 𝑥(𝑡). 

Айталық, барлық 𝑡 > 0 и  𝑥 ∈ 𝑈𝑎 үшін 

 

                                                         𝑖(𝑡, 𝑥) ≤ 𝐶 ∙ 𝑡                                           (1.5.4)                                                
 

орындалатын 𝐶 > 0 тұрақтысы табылсын, мұндағы 𝑖(𝑡, 𝑥) - (0, 𝑡) аралығындағы 

импульстер саны. 

Сондай-ақ, (1.5.1) − (1.5.3) шеттік есебінің шешімі әрбір 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) бетімен 

бірден артық емес рет қиылыссын.  

1.5.1-теорема. Айталық, 1.1-1.5 шарттары және А шарты орындалсын. 

Онда барлық 𝜀 ∈ (0, 𝜀0) үшін (1.5.1) − (1.5.3) шеттік есебінің 𝑦(𝜀𝑡) нүктесінің 

𝜎0 маңайында 𝑥(𝑡, 𝜀) шешімі бар болатындай 𝜀0 > 0 және 0 < 𝜎0 < 𝜌 сандары 

табылады, яғни 

 

|𝑥(𝑡, 𝜀) − 𝑦(𝜀𝑡)| < 𝜎0, 𝑡 ∈ [0,
𝑇

𝜀
], 

 

және 

 

𝑠𝑢𝑝
𝑡∈[0,

𝑇
𝜀
]

|𝑥(𝑡, 𝜀) − 𝑦(𝜀𝑡)| → 0, 𝜀 → 0.                          (1.5.5) 

 

 Дәлелдеуі. 𝑈𝑎 жиынында кез-келген 𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑛 , …  нүктелер жиынтығын 

аламыз және оларды 𝜏1(𝑦1), 𝜏2(𝑦2),… , 𝜏𝑛(𝑦𝑛),…  импульс әсерлі мезеттер 

тізбегін құру үшін пайдаланамыз. Таңдалған жиынтық үшін {𝜏𝑛(𝑦𝑛)}, 𝑖 = 1,2,…, 
бекітілген уақыт мезеттеріндегі импульс әсерлі жүйені 

 

�̇� = 𝜀𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖(𝑦𝑖),                               (1.5.6) 
 

△ 𝑥|  𝑡=𝑡𝑖(𝑦𝑖) = 𝜀𝐼𝑖(𝑥),                                    (1.5.7) 

 

шеттік шартымен 

 

𝐹 (𝑥(0), 𝑥 (
𝑇

𝜀
)) = 0                                    (1.5.8) 

 

тұрғызамыз. 
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 Кез-келген 𝑥 ∈ 𝑈𝑎  және 𝑡 > 0 таңдаймыз және оларды бекітеміз. [0, 𝑡) 
интервалы дәл 𝑛 нүктені 𝜏1(𝑦1) <  𝜏2(𝑦2) <  … <  𝜏𝑛(𝑦𝑛) < 𝑡 қамтиды деп 

ұйғарамыз. (1.5.4) бойынша 𝑛 ≤ 𝐶𝑡 аламыз.  Бұдан 1.5 шартынан кез-келген 

натурал 𝑖 үшін 𝑡𝑖(𝑥) < 𝐴𝑖 < 𝑡𝑖+1(𝑦), 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑈𝑎 теңсіздігі орындалатын импульс 

мезеттері үшін {𝐴𝑖}1
∞ өспелі сандар тізбегі табылатындығы шығады. Осыдан 

кейін біз 

 

𝑡1(𝑦1) < 𝐴1 < 𝑡2(𝑦2) < 𝐴3 < 𝑡3(𝑦3) < ⋯ < 𝐴𝑛−2 < 𝑡𝑛−1(𝑦𝑛−1) < 𝐴𝑛−1 < 𝜏𝑛(𝑥) 
 

аламыз. Осыдан ∑ 𝐼𝑖(𝑥)0<𝑡𝑖(𝑦𝑖)<𝑡  қосындысындағы қосылғыштар саны 𝑛, немесе 

𝑛 − 1, немесе 𝑛 + 1 сандарына тең бола алады. 

 Сонымен, бізде үш мүмкін жағдай бар: 

 

1

𝑡
∑ 𝐼𝑖(𝑥)

0<𝑡𝑖(𝑦𝑖)<𝑡

=

[
 
 
 
 
 
 
 

1

𝑡
∑ 𝐼𝑖(𝑥)

0<𝑡𝑖(𝑦𝑖)<𝑡

,

1

𝑡
∑ 𝐼𝑖(𝑥)

0<𝑡𝑖(𝑦𝑖)<𝑡

−
1

𝑡
∙ 𝐼𝑛(𝑥)

1

𝑡
∑ 𝐼𝑖(𝑥)

0<𝑡𝑖(𝑦𝑖)<𝑡

+
1

𝑡
𝐼𝑛+1(𝑥).

, 

 

Әрбір жағдайда 1.2 шарты бойынша және сондай-ақ 𝐼𝑖(𝑥) функциясының 𝑀 

тұрақтысымен шектелуінен біз 𝑡 → ∞ болғанда 

 
1

𝑡
∑ 𝐼𝑖(𝑥)

0<𝑡𝑖(𝑦𝑖)<𝑡

, 

 

𝑦𝑖  және 𝑥 бойынша бірқалыпты 𝐼0(𝑥) шамасына ұмтылатынын аламыз. Сонымен 

қатар 

 

| ∑ 𝐼𝑖(𝑥)

0<𝑡𝑖(𝑦𝑖)<𝑡

− 𝐼0(𝑥)𝑡| ≤ 𝜑1(𝑡)𝑡,                         (1.5.9) 

 

орындалады және (0, 𝑡) аралығында 𝑡𝑖(𝑦𝑖) нүктелер саны 𝐶𝑡 + 1 шамасынан 

аспайды. 

 Осылайша, кез-келген {𝑦𝑖} ∈ 𝑈𝑎 жиыны үшін (1.5.6) − (1.5.8) шеттік есебі 

1.4.1-теореманың шарттарын қанағаттандырады. Осыдан, кіші 𝜀 параметрі үшін 

орташаланған есептің шешімінің қайсыбір маңайына тиісті дәл есептің жалғыз 

шешімі бар болады. Сонымен қатар, (1.5.9) және 1.4.1-ескерту бойынша 1.4.1-

теоремадан 𝜀0 және 𝜎0 мәндері кез-келген {𝑦𝑖}1
∞ ∈ 𝑈𝑎 жиыны үшін бірдей болып 

қала береді. 
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 Енді 𝜀 < 𝜀0 болғанда орталанған есептің шешімінің 𝜎0 маңайына тиісті 

болатын (1.5.1) − (1.5.3) шеттік есебінің жалғыз шешімі бар болатынын және 

(1.5.5) орынды екенін көрсетейік. Алдымен 𝜀 < 𝜀0 санын таңдаймыз, содан соң 

оны бекітеміз және [0;
𝑇

𝜀
] аралығын қарастырамыз. Айталық 𝑡𝑖(𝑥) <

𝑇

𝜀
 

орындалатын 𝑡𝑖(𝑥) функциялар саны 𝑝 шамасына тең болсын. Теореманың 

шарты 𝑖 = 1, 𝑝 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  үшін 𝑡𝑖(𝑥) <
𝑇

𝜀
 орындалатынын білдіретінін байқаймыз. 

Біздің шеттік есеп үшін 𝑡 >
𝑇

𝜀
 болғанда (1.5.1) − (1.5.3) шеттік есебінің 

шешімінің жағдайының еш мәні жоқ, сондықтан бұл жүйені [0;
𝑇

𝜀
] аралығында 

қарастырамыз. (1.5.1) − (1.5.3) шеттік есебінің шешімінің анықтамасынан 𝑡 =
𝑇

𝜀
  

мезетіндегі импульс әсерінің еш мәні болмайтыны шығады. Сонымен 𝑡 = 𝑡𝑝(𝑥) 

гипербетінің орнына 𝑡 = 𝜏(𝑥) гипербетін қарастырамыз, мұндағы 𝜏(𝑥) төмендегі 

түрде берілген: 

 

𝜏(𝑥) = {
𝑡𝑝(𝑥), 𝑥 ∈ 𝑈𝑎: 𝑡𝑝(𝑥) <

𝑇

𝜀
 болса,

𝑇

𝜀
, 𝑥 ∈ 𝑈𝑎 : 𝑡𝑝(𝑥) ≥

𝑇

𝜀
 болса.

 

 

Қайтадан 𝜏(𝑥) ≔ 𝑡𝑝(𝑥) тағайындап, кез-келген 𝑖 = 1, 𝑝̅̅ ̅̅̅ және 𝑥 ∈ 𝑈𝑎  үшін 

𝑡𝑖(𝑥) ≤
𝑇

𝜀
  орындалатынын аламыз. 

 𝑈𝑎 жиынында 𝑦1, … , 𝑦𝑝 нүктелерін қарастырамыз. Енді 𝑦 = (𝑦1, … , 𝑦𝑝) 

векторы ‖𝑦‖2 = ∑ ‖𝑦𝑖‖
2𝑝

𝑖=1  нормасымен 𝑅𝑝𝑑 кеңістігінен алынған. Егер 

𝑦1, … , 𝑦𝑝 ∈ 𝑈𝑎  болса, онда 𝑦 векторы 𝑅𝑝𝑑 кеңістігінде центрі координат басында 

радиусы 𝑝𝑎 болатын 𝐵𝑝𝑎(0) шарына тиісті болады. 

 Таңдалған 𝑦1, … , 𝑦𝑝 ∈ 𝑈𝑎  үшін (1.5.6) − (1.5.7) шеттік есебін 

қарастырамыз. 1.4.1-теоремаға сәйкес  бұл есептің 𝑥∗(𝑡, 𝑦) ∈ 𝑈𝑎, 𝑡 ∈ [0;
𝑇

𝜀
] 

жалғыз шешімі бар. 1.4.1-теоремадан және 1.4.1-ескертуден 𝜀 < 𝜀̃  үшін 𝑥∗(𝑡, 𝑦) 

шешімі 𝑦(𝜀𝑡) шамасының 
𝜇

2
 маңайына тиісті болатындай 𝜀̃ < 𝜈 саны табылатыны 

және осыдан 𝜌 (𝑥∗ (
𝑇

2
, 𝑦) , 𝑁𝑖(𝜀)) >

𝜇

2
  орындалатындығы шығады. 

𝑥∗(𝑡, 𝑦) шешімін пайдаланып, біз 𝑠 = 𝑠(𝑦): 𝐵𝑝𝑎(0) → 𝐵𝑝𝑎(0) бейнелеуін 

 

𝑠𝑖 = 𝑥∗(𝑡𝑖(𝑦𝑖), 𝑦), 𝑖 = 1, 𝑝̅̅ ̅̅̅, 𝑠 = (𝑠1, … , 𝑠𝑝)              (1.5.10) 

 

түрде тұрғызамыз.                    
 Дәлелдеуді аяқтау үшін бізге тұрғызылған бейнелеудің қозғалмайтын 

нүктесі бар болатынын көрсету қажет. Брауэр теоремасы бойынша бейнелеудің 

үзіліссіз болатынын көрсету жеткілікті. 𝑦 ∈ 𝐵𝑎𝑝(0) бекітейік және 𝑦 нүктесіне 
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мейлінше жақын 𝑧 ∈ 𝐵𝑎𝑝(0) нүктесін қарастырайық. 𝑡𝑖(𝑥) үзіліссіздігі 𝑡𝑖(𝑦𝑖) 

және 𝑡𝑖(𝑧𝑖) нүктелерінің мейлінше жақын екеніне кепілдік береді. 

 𝑡𝑖(𝑦𝑖) және 𝑡𝑖(𝑧𝑖) үшін (1.5.6) − (1.5.7) шеттік есептің шешімі  

 

𝑥∗(𝑡, 𝑦) = 𝑥∗(𝑦) + 𝜀 ∫𝑋(𝑠, 𝑥∗(𝑠, 𝑦))

𝑡

0

𝑑𝑠 + 𝜀 ∑ 𝐼𝑖(𝑥
∗(𝑡𝑖(𝑦𝑖)), 𝑦)

0<𝑡𝑖(𝑦𝑖)<𝑡

, 

 

𝑥∗(𝑡, 𝑧) = 𝑥∗(𝑧) + 𝜀 ∫𝑋(𝑠, 𝑥∗(𝑠, 𝑧))

𝑡

0

𝑑𝑠 + 𝜀 ∑ 𝐼𝑖(𝑥
∗(𝑡𝑖(𝑧𝑖)), 𝑧)

𝑡𝑖(𝑧𝑖)

, 

 

түрінде болады, мұндағы 𝑥∗(𝑦) және 𝑥∗(𝑧) сәйкесінше бұл шешімдердің 

бастапқы мәндері. Бұл 1.4.1-теорема бойынша 𝑥∗(𝑦) = 𝑥0 + �̅�(𝑦) және 𝑥∗(𝑧) =
𝑥0 + �̅�(𝑧) түрінде екендігі шығады ((1.4.4) қараңыз). �̅�(𝑦) және �̅�(𝑧) 
функциялары біртіндеп жуықтау әдісімен (1.4.10) сәйкес тұрғызылған 

 

𝑋𝑛(𝑦) = (
𝜕𝐹0
𝜕𝑥0

)

−1

𝑀(�̅�𝑛−1
(𝑦)

, 𝜀) ,   𝑋𝑛(𝑧) = (
𝜕𝐹0
𝜕𝑥0

)

−1

𝑀(�̅�𝑛−1
(𝑧) , 𝜀), 

 

рекурентті тізбектер арқылы табылады, мұндағы �̅�0(𝑦) = �̅�0(𝑧) = 0 және 

𝑀(�̅�, 𝜀) = 𝑅1(�̅�, 𝜀) + (𝑅2(�̅�) + 𝑅3(�̅�))�̅�. 

 Енді �̅�𝑛(𝑦) функциялары барлық 𝑛 үшін үзіліссіз екенін көрсетеміз. 𝑛 = 1 

болған жағдайда 𝑅1(�̅�, 𝜀) және 𝑀(�̅�, 𝜀) функцияларының анықтамасынан 

 

|�̅�1(𝑦) − �̅�1(𝑧)| ≤ 𝐶1𝑁1(𝑟) |𝑥 (
𝑇

𝜀
, 𝑥0, 𝑦, 𝜀) − 𝑥 (

𝑇

𝜀
, 𝑥0, 𝑧, 𝜀)| ,   (1.5.11) 

 

аламыз, мұндағы 𝐶1 = ‖
𝜕𝐹0

𝜕𝑥0
‖
−1
. 

 Бұдан теореманың А шартына сәйкес 𝑡 =
𝑇

𝜀
 нүктесі әрқашан (1.2.5) 

формуладағы аралыққа тиісті болатыны шықпайды. Осылайшы 1.2.1-лемма 

бойынша (1.5.11) оң жағы 𝑧 → 𝑦 болғанда нөлге ұмтылады.  

 Егер 𝑛 = 2 болса, онда біз 

 

�̅�2(𝑦) = (
𝜕𝐹0

𝜕𝑥0
)
−1
𝑀(�̅�1(𝑦), 𝜀)  және  �̅�2(𝑧) = (

𝜕𝐹0

𝜕𝑥0
)
−1
𝑀(�̅�1(𝑧), 𝜀) 

 

аламыз. 

 Әрі қарай, 1.2.1-лемма бойынша және (1.1.5) жүйенің шешімінің бастапқы 

берілгендерден үзіліссіз тәуелділігінен 
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|𝑅1(�̅�1(𝑦), 𝜀) − 𝑅1(�̅�1(𝑧), 𝜀)| = |𝐹 (𝑥0 + �̅�1(𝑦), 𝑥 (
𝑇

𝜀
, 𝑥0 + �̅�1(𝑦), 𝑦, 𝜀)) − 

 

−𝐹 (𝑥0 + �̅�1(𝑦), 𝑦 (
𝑇

𝜀
, 𝑥0 + �̅�1(𝑦))) − 𝐹 (𝑥0 + �̅�1(𝑧), 𝑥 (

𝑇

𝜀
, 𝑥0 + �̅�1(𝑧), 𝑧, 𝜀)) + 

 

+𝐹 (𝑥0 + �̅�1(𝑧), 𝑦 (
𝑇

𝜀
, 𝑥0 + �̅�1(𝑧)))| ≤ 

 

≤ 𝑁(𝑟) (|�̅�1(𝑦) − �̅�1(𝑧)| + |𝑥 (
𝑇

𝜀
, 𝑥0 + �̅�1(𝑦), 𝑦, 𝜀) − 𝑥 (

𝑇

𝜀
, 𝑥0 + �̅�1(𝑧), 𝑧, 𝜀)| + 

 

+|�̅�1(𝑦) − �̅�1(𝑧)| + |𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�1(𝑦)) − 𝑦(𝑇, 𝑥0 + �̅�1(𝑧))|) → 0, 𝑧 → 𝑦 

 

аламыз. 

𝑅2(�̅�(𝑦)) және 𝑅3(�̅�(𝑦)) функцияларының үзіліссіздігі орталанған есептің 

шешімінің үзіліссіздігінен және бастапқы берілгендер бойынша үзіліссіз 

дифференциалдануынан шығады. 

 Осылайша, кез-келген 𝑛 үшін 

 

|�̅�𝑛(𝑦) − �̅�𝑛(𝑧)| → 0, 𝑧 → 𝑦                           (1.5.12) 
 

аламыз. 

 (1.4.11)–(1.4.14) бағалаулары �̅�(𝑦), |�̅�| ≤ 𝑟 бойынша бірқалыпты 

жинақты  болғандықтан, онда �̅�𝑛(𝑦) тізбегі де  (𝑦1, 𝑦2 , … , 𝑦𝑝), 𝑦𝑖 ∈ 𝑈𝑎 жиынында 

(1.5.6) − (1.5.7) шеттік есебінің 𝑥∗(𝑦) бастапқы мәніне бірқалыпты 

жинақталады. Осыдан (1.5.12) ескере отырып (𝑦1, 𝑦2, … , 𝑦𝑝), 𝑦𝑖 ∈ 𝑈𝑎 бойынша 

𝑥∗(𝑦) үзіліссіздігін аламыз. 

 Енді 𝑥∗(𝑡𝑖(𝑦𝑖), 𝑦) − 𝑥
∗(𝑡𝑖(𝑧𝑖), 𝑧) айырымын бағалаймыз. Жалпылық 

мағынасын жоғалтпай, біз нақты 𝑖 үшін 𝑡𝑖(𝑦𝑖) ≤ 𝑡𝑖(𝑧𝑖) теңсіздігі орындалсын 

дейміз. Бұдан  

 

|𝑥∗(𝑡𝑖(𝑦𝑖), 𝑦) − 𝑥
∗(𝑡𝑖(𝑧𝑖), 𝑧)| ≤ 

 

≤ |𝑥∗(𝑡𝑖(𝑦𝑖), 𝑦) − 𝑥
∗(𝑡𝑖(𝑦𝑖), 𝑧)| + |𝑥

∗(𝑡𝑖(𝑦𝑖), 𝑧) − 𝑥
∗(𝑡𝑖(𝑧𝑖), 𝑧)| 

 

аламыз. 1.2.1-лемма бойынша бірінші қосылғыш 𝑧 → 𝑦 болғанда нөлге 

ұмтылады. Екінші мүшенің нөлге жинақтылығы (1.2.7) ұқсас алынады. 

 Осылайша, кез-келген 𝜀 < 𝜀0 саны үшін (1.5.10) бейнелеуі үзіліссіз және 

сәйкесінше 𝑦∗ = (𝑦1
∗, … , 𝑦𝑝

∗) қозғалмайтын нүктесі бар болады. Сондықтан 
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𝑥∗(𝑡, 𝑦∗) функциясы (1.5.1) − (1.5.3) шеттік есебінің шешімі болатыны айқын. 

(1.5.5) шектік қатынасы 1.4.1-теоремадағы (1.4.3) ұқсас түрде орнатылады. 

1.5.1-теорема дәлелденді. 

 Енді 1.5.1-теореманың иллюстрациясы үшін бірнеше мысалдар келтіреміз. 

 1.5.1-мысал. 𝑅𝑑 кеңістігінде  
�̇� = 𝜀𝑥 + 𝜀𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡(𝑥),                                  (1.5.13) 

 

△ 𝑥|  𝑡=𝑡(𝑥) = 𝜀𝐼(𝑥),                                       (1.5.14) 

 

𝑥(0) = 𝑥(𝑇)                                          (1.5.15) 
 

шеттік есебін қарастырамыз. 

 Мұнда 𝑡(𝑥) = (𝛼, 𝑥) + 𝑏 және есептің шешімі 𝑡(𝑥) = (𝛼, 𝑥) + 𝑏, 𝛼 ∈
𝑅𝑑, 𝑏 ∈ 𝑅1 гипербетіне жеткен кезде импульс әсеріне ұшырайды. Айталық,  

𝑓(𝑡, 𝑥) функциясы 𝑥 бойынша липшицтік функция және 𝑀 тұрақтысымен 

шенелген болсын. Бұл мысалда 𝐹(𝑡, 𝑥) = 𝑥 − 𝑦 болады. 𝑈𝑎 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑑: |𝑥| ≤ 𝑎} 
облысында 𝑓(𝑡, 𝑥) және 𝐼(𝑥) функциялары үшін тегістіліктің қажетті шарттары 

орындалсын. Сонымен қатар, 𝑓(𝑡, 𝑥) функциясы 𝑡 бойынша 2𝜋 периодты  және 

нөлге тең орташасы бар болсын: 

∫ 𝑓(𝑡, 𝑥)𝑑𝑡

2𝜋

0

= 0.                                         (1.5.16) 

 

 [55, 3.2-лемма] бойынша мейлінше аз 𝜀 > 0 үшін, егер (𝛼, 𝐼(𝑥)) ≤ 0 болса, 

онда 𝑈𝑎 облысында әрбір шешім 𝑡(𝑥) = (𝛼, 𝑥) + 𝑏 жазықтығымен бірден артық 

емес рет қиылысады. Шынында, (1.5.16) шарты 

 

𝑡(𝑥) ≥ 𝑡(𝑥 + 𝐼(𝑥))                                        (1.5.17) 
 

теңсіздігінің орындалуына кепілдік береді. 

𝑡(𝑥) функциясы |𝛼| тұрақтысымен Липшиц шартын қанағаттандыратыны 

түсінікті. max
|𝑥|≤𝑎

≤ 𝜀(𝑎 + 𝑀) болғандықтан, сонда мейлінше аз 𝜀 > 0 үшін 

 

𝜀(𝑎 +𝑀)|𝛼| < 1                                        (1.5.18) 

шарты орындалады. 

 (1.5.17) және (1.5.18) шарттары 1.2.2-лемма бойынша (1.5.13) − (1.5.15) 
шеттік есебінің кез-келген шешімі импульс әсерлі 𝑡 = (𝛼, 𝑥) + 𝑏 жазықтығымен 

бірден артық емес рет қиылысуын қамтамасыз етеді.  

 (1.5.16) бойынша және 1.5.1-теореманың 1.2 және 1.4  импульс шарттарын 

қанағаттандыратыны түсінікті.  𝑋0(𝑥) = 𝑥 және 𝐼0(𝑥) = 0 аламыз. Сонымен 
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қатар, мейлінше аз 𝜀 параметрі үшін 𝑡 =
𝑇

𝜀
 жазықтығы 𝑡 = (𝛼, 𝑥) + 𝑏 

жазықтығымен 𝑈𝑎 облысында қиылыспайтыны анық. Осыдан А шарты орынды. 

 Бізге 1.3 шартының орындалуын тексеру қажет. 

 

�̇� = 𝜀𝑦, 𝑦(0) = 𝑦(𝑇), 
 

орталанған есебінің тривиалды 𝑦 = 0 шешімі бар. Сондай-ақ, 𝐹0(𝑥0) =

𝐹(𝑥0, 𝑦(𝑇, 𝑥0)) = 𝑥0 + 𝑒
𝑇𝑥0 және 𝑑𝑒𝑡

𝜕𝐹0(𝑥0)

𝜕𝑥0
= 1 + 𝑒𝑇 ≠ 0 аламыз. Осылайша, 

1.5.1-теореманың (1.1.7) шарты да орындалады. 

 Соңында, біз 𝜀 < 𝜀0 болғанда (1.5.13) − (1.5.15) шеттік есебінің 𝑥(𝑡, 𝜀) 
шешімі бар және  

 

sup
𝑡∈[0,

𝑇
𝜀
]

|𝑥(𝑡, 𝜀)| → 0 , 𝜀 → 0 

 

орындалатын 𝜀 > 0 саны табылады деп қорытындылаймыз.  

 Енді қарастырылатын мысалдар (1.1.7) шарттың маңыздылығын 

айқындайды.  

 1.5.2-мысал. Бекітілген импульс мезетінде 

 

�̇� = 𝜀𝑥cos𝑡, 𝑡 ≠ 𝜋,                                           (1.5.19) 
 

△ 𝑥|  𝑡=𝜋 = 𝜀,                                              (1.5.20) 
 

𝑥(0) = 𝑥 (
𝑇

𝜀
)                                           (1.5.21) 

 

шеттік есебін қарастырамыз. 

 Орталанған шеттік есебі  

 

�̇� = 0, 𝑦(0) = 𝑦(𝑇) = 0 

 

түрінде болады. 
(1.5.19) − (1.5.21) шеттік есебі (1.1.7) шартынан басқа 1.5.1-теореманың 

барлық шарттарын қанағаттандыратыны түсінікті, өйткені бұл жағдайда 

𝐹0(𝑥0) = 𝑥0 − 𝑥0 ≡ 0. 
 (1.5.19) − (1.5.21) шеттік есебінің шешімі бар болады, сонда тек қана 

сонда, қашан 𝑥0 = 𝑥(0) бастапқы мәні 

 

𝑥0 = (𝑥0 + 𝜀)𝑒
𝜀sin

𝑇
𝜀  
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шартын қанағаттандырса. Егер 
𝑇

𝜀
= 𝑘𝜋, 𝑘 ∈ 𝑁 болса, онда бұл шарт 

орындалмайды. Осыдан, кейбір мейлінше аз 𝜀 саны үшін (1.5.19) − (1.5.21) 
шеттік есебінің шешімі бар болады.  

 1.5.3-мысал. Егер (1.5.19) − (1.5.21) шеттік есебінің орнына 

 

�̇� = 𝜀𝑥 + 𝜀𝑥cos𝑡, 𝑡 ≠ 𝜋,                                           (1.5.22) 
 

△ 𝑥|  𝑡=𝜋 = 𝜀,                                                 (1.5.23) 
 

𝑥(0) = 𝑥 (
𝑇

𝜀
)                                              (1.5.24) 

 

есебін қарастырсақ, онда біз басқаша жағдайды аламыз.  

�̇� = 𝜀𝑦, 𝑦(0) = 𝑦(𝑇), 

орталанған есебінің тривиалды 𝑦 = 0 шешімі бар. Бұл жағдайда 𝑇 > 0 үшін 

𝐹0(𝑥0) = 𝑥0 − 𝑥0𝑒
𝑇, және 𝑑𝑒𝑡𝐹0(𝑥0) = 1 − 𝑒𝑇 ≠ 0 болады. Осыдан (1.1.7) шарты 

орындалады. 1.5.1-теореманың қалған шарттары да орындалады. 

 (1.5.22) − (1.5.24) шеттік есебінің шешімі бар болады, сонда тек қана 

сонда, қашан 𝑥0 

 

𝑥0 (𝑒
𝜀sin

𝑇
𝜀+𝑇 − 1) = −𝜀𝑒𝜀sin

𝑇
𝜀+𝑇−𝜀𝜋,                        (1.5.25) 

 

шартын қанағаттандырса және мейлінше аз 𝜀 > 0 саны үшін әрқашан 

орындалады, өйткені 𝜀sin
𝑇

𝜀
+ 𝑇 >0. (1.5.22) − (1.5.24) есебінің шешімі 

 

𝑥(𝑡) = {
𝑥0𝑒

𝜀𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝜋]

(𝑥0𝑒
𝜀𝜋 + 𝜀)𝑒𝜀sin

𝑇
𝜀+𝜀

(𝑡−𝜋), 𝑡 > 𝜋
 

 

түрінде анықталған, мұндағы 𝑥0 саны  формуладан анықталған. 

1.6. Бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі дифференциалдық 

теңдеудің ось бойындағы екі жақты шенелген шешімдері  

 Бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульсті жүйелердің периодты және 

периодты дерлік шешімдері көп зерттелді. Бұл есептер импульсті жүйелердің 

барлық осьтегі екі жақты, шенелген шешімдерінің бар болуымен тығыз 

байланысты. Бекітілмеген мезеттегі импульсті жүйелер үшін бұл күрделі есеп 

екенін атап айтуға болады. Жәй дифференциалдық теңдеулерден 

айырмашылығы импульсті жүйелер үшін шешімнің ось бойында сол жақты 

жалғасымдылығы туралы теореманың болмауымен байланысты. Шындығында, 

импульс әсерінің мезеттеріндегі шешімнің сол жақты жалғасымдылығы импульс 
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әсері үшін 𝑥(𝑡𝑖) қатысты сызықты емес 𝑥(𝑡𝑖 + 0) = 𝑥(𝑡𝑖) + 𝐼𝑖(𝑥(𝑡𝑖)) теңдеуінің 

глобальды бірмәнді шешілімдігін қажет етеді. Өлшемі 1-ден асатын кеңістік 

жағдайында кері бейнелеулердің болуы туралы теоремалар тек локальді сипатқа 

ие, бұл оларды шешімді солға қарай жалғастыру үшін қолдануға мүмкіндік 

бермейтіні белгілі. 

Кіші параметрмен бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі 

 

                             �̇� = 𝜀𝑋(𝑡, 𝑥), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖(𝑥),                                 (1.6.1)      
                               

∆𝑥|𝑡=𝑡𝑖(𝑥) = 𝜀𝐼𝑖(𝑥)                                    (1.6.2) 

 

𝑥(0) = 𝑥0                                           (1.6.3) 
 

дифференциалдық теңдеулер жүйесі қарастырылады, мұндағы 𝜀 > 0 – кіші 

параметр, 𝑡𝑖(𝑥) < 𝑡𝑖+1(𝑥) (𝑖 = 1, 2, … ) – импульс әсерлі мезеттер, 𝑋 және 𝐼𝑖 
функциялары 𝑑 өлшемді вектор функциялар. 

𝑈𝑎 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑑: |𝑥| ≤ 𝑎} болсын. Айталық, келесі шарттар орындалсын: 

1. 𝑋(𝑡, 𝑥) және 𝐼𝑖(𝑥) функциялары 𝑄 = {𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝑈𝑎} жиынында үзіліссіз, 

𝑀 > 0 тұрақтысымен шенелген және 𝑥 бойынша 𝐿 > 0 тұрақтысымен Липшиц 

шартын қанағаттандырсын; 

2. 𝑡 ≥ 0, 𝑥 ∈ 𝑈𝑎 үшін 𝑡, 𝑥  бойынша бірқалыпты 

 

𝑋0(𝑥) = lim
𝑇→∞

1

𝑇
∫ 𝑋(𝑠, 𝑥)𝑑𝑠
𝑡+𝑇

𝑡

 

 

𝐼0(𝑥) = lim
𝑇→∞

1

𝑇
∑ 𝐼𝑖(𝑥)

𝑡<𝑡𝑖(𝑥)<𝑇

; 

 

ақырлы шектері бар болсын; 

3. Орталанған жүйенің 

 

                                         �̇� = 𝜀[𝑋0(𝑦) + 𝐼0(𝑦)]                               (1.6.4)                                  
 

𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝑦(0) = 𝑥(0) шешімі 𝑡 ≥ 0 үшін анықталған және қайсыбір 𝜌 

маңайымен 𝑈𝑎 жиыныда жатады және бірқалыпты асимптотикалық орнықты 

болсын; 

4. Импульс әсерлі {𝑡𝑖(𝑥)} мезеттері 𝑖 ∈ 𝑁 бойынша 𝑈𝑎 жиынында 

бірқалыпты үзіліссіз функциялар болсын, ал 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) беті бөлектеу шартын 

қанағаттандырсын, яғни 

 

min
𝑥∈𝑈𝑎

𝑡𝑖+1(𝑥) < max
𝑥∈𝑈𝑎

𝑡𝑖(𝑥), (𝑖 = 1, 2,…). 

 

Айталық, барлық 𝑡 > 0 и  𝑥 ∈ 𝑈𝑎 үшін 
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𝑖(𝑡, 𝑥) ≤ 𝐶 ∙ 𝑡 
 

орындалатын 𝐶 > 0 тұрақтысы табылсын, мұндағы 𝑖(𝑡, 𝑥) шамасы (0, 𝑡) 
аралығындағы импульс саны. 

Сонымен қатар, (1.6.1) − (1.6.3) есебінің шешімі әрбір 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) бетімен 

бірден артық емес рет қиылыссын, яғни соғу болмайды. Соғу болмау шарты [6, 

25 б, 3.1, 3.2 леммалар] жұмыста қарастырылған. 

1.6.1-теорема. Айталық, 1-4 шарттары орындалсын. Онда кез-келген 𝜂 >
0 үшін 𝑡 ≥ 0  болғанда 𝜀 < 𝜀0 болғанда 

 

                                                     |𝑥(𝑡) − 𝑦(𝑡)| < 𝜂                                          (1.6.5)                                             
 

теңсіздігі орындалатын 𝜀0 саны табылады, мұндағы 𝑥(𝑡) (𝑥(0) = 𝑦(0) = 𝑥0) 
функциясы (1.6.1) − (1.6.3) дәл жүйенің шешімі. 

Дәлелдеуі. Орталанған жүйенің  

 

                                                     
𝑑𝑦

𝑑𝜏
= 𝑋0(𝑦) + 𝐼0(𝑦),                                    (1.6.6)                                         

 

𝑦 = 𝑦(𝜏), 𝑥(0) = 𝑦(0) = 𝑥0 шешімі бірқалыпты асимптотикалы орнықты, онда 

кез-келген 𝜂 > 0  үшін (1.6.6) жүйенің кез-келген басқа 𝑦1(𝜏) шешімі  

 

                                               |𝑦(𝜏) − 𝑦1(𝜏)| <
𝜂

2
 , 𝜏 ≥ 𝜏0,                        (1.6.7)                              

 

теңсіздігін қанағаттандыратын және  

 

lim
𝜏→∞

|𝑦(𝜏) − 𝑦1(𝜏)| = 0                             (1.6.8) 

 

шектік қатынасы орындалатын 𝛿 > 0 саны бар болады, мұнда 𝛿 саны 𝜏0-ден 

тәуелсіз. Бұл жағдайда 𝛿 < 𝜂 < 𝜌 деп қарастыруға болады. 

𝑈𝛿(𝜏0) арқылы 𝑦(𝜏0) нүктесінің 𝛿 маңайын белгілейік. Бірқалыпты 

асимптотикалық орнықтылықтың анықтамасы бойынша барлық 𝑈𝛿(𝜏0) 
маңайлары үшін (1.6.8) шектік қатынасы 𝜏0 бойынша бірқалыпты болады.  Енді 
(1.6.8) шектік қатынасының 𝑥0 ∈ 𝑈𝛿(𝜏0) бойынша бірқалыпты екенін 

көрсетеміз.  

Айталық, олай болмасын делік. Онда  

 

                |𝑥𝑛 − 𝑦(𝜏0)| < 𝛿,   |𝑦(𝜏𝑛, 𝑥𝑛) − 𝑦(𝜏𝑛)| ≥ 𝜇,  𝜏𝑛 → ∞     (1.6.9) 
 

орындалатын 𝑈𝛿(𝜏0) маңайдан жинақталатын 𝑥𝑛 нүктелерінің тізбегін және 𝜏𝑛 

сандарының тізбегін көрсетуге болатын 𝜇 > 0 саны табылады, мұндағы 𝑦(𝜏𝑛, 𝑥𝑛) 
функциясы 𝑦(𝜏0, 𝑥𝑛) = 𝑥𝑛 шартын қанағаттандыратын (1.6.6) жүйенің шешімі. 
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Айталық, lim
𝑛→∞

𝑥𝑛 = 𝑥0 болсын. Сонда lim
𝜏→∞

|𝑦(𝜏, 𝑥0) − 𝑦(𝜏)| = 0 орындалады және 

барлық 𝜏 ≥ 𝑇 + 𝜏0 үшін 

 

                                             |𝑦(𝜏, 𝑥0) − 𝑦(𝜏)| <
𝜎(𝜇)

2
                                 (1.6.10)                                       

 

теңсіздігі орындалатын  𝑇 > 0  санын көрсетуге болады, мұндағы 𝜎(𝜇) саны 

(1.6.6) жүйенің 𝑦(𝜏, 𝑥) шешімін 𝑈𝜎(𝜇)(0) маңайында 𝑦(0) нүктесінен бастап 

барлық 𝜏 ≥ 0 үшін 𝑦(𝜏) шешімінің 
𝜇

2
 маңайында жатуына кепілдік беретін 

тұрақты. 

Бастапқы берілгендерден үзіліссіз тәуелділік бойынша  

 

                                         |𝑦(𝜏, 𝑥𝑛) − 𝑦(𝜏, 𝑥
0)| <

𝜎(𝜇)

2
                                  (1.6.11)                                       

 

теңсіздігі барлық 𝜏 ∈ [𝜏0, 𝜏0 + 𝑇] және 𝑛 > 𝑁 үшін орындалатындай 𝑁 > 0 санын 

көрсетуге болады. Осыдан 𝑛 > 𝑁 үшін 𝜏𝑛 ≥ 𝑇 + 𝜏0 деп санауға болады. (1.6.10) 
және (1.6.11) теңсіздіктерінен  

 

|𝑦(𝜏0 + 𝑇, 𝑥𝑛) − 𝑦(𝜏0 + 𝑇)| ≤ 𝜎(𝜇) 
 

теңсіздігі шығады. Сондықтан 𝜏 ≥ 𝑇 + 𝜏0 үшін |𝑦(𝜏𝑛, 𝑥𝑛) − 𝑦(𝜏𝑛)| <
𝜇

2
, ал 

сәйкесінше 𝜏 = 𝜏𝑛 үшін  |𝑦(𝜏𝑛, 𝑥𝑛) − 𝑦(𝜏𝑛)| <
𝜇

2
 теңсіздігі орындалады және бұл 

(1.6.9) теңсіздіктің біреуіне қайшы келеді. Егер |𝑦(𝜏0) − 𝑦1(𝜏0)| < 𝛿 болса, онда  

𝜏 ≥ 𝑇 + 𝜏0 үшін |𝑦(𝜏0) − 𝑦1(𝜏0)| <
𝛿

2
 теңсіздігі орындалатын 𝑇 санын таңдаймыз.  

Жоғарыда айтылғандар бойынша 𝑇 санын таңдау 𝜏0 таңдаудан да, 𝑦1(𝜏0) 
шешімінің бастапқы берілгенінен де тәуелсіз болады. Импульстік жүйелерді 

орталау туралы [52, 113 б] Самойленко теоремасына сәйкес көрсетілген 𝛿 және 

𝑇 бойынша 𝜀 < 𝜀0 болғанда (1.6.1) − (1.6.3) дәл жүйенің 𝑥 (
𝜏

𝜀
, 𝑥0) шешімі [0, 𝑇] 

аралығында анықталатындай, қайсыбір маңаймен 𝑈𝑎 облысында жататын және 

 

                                  |𝑥 (
𝜏

𝜀
, 𝑥0) − 𝑦(𝜏0)| <

𝛿

2
 , 𝜏 ∈ [0, 𝑇]                   (1.6.12)                              

 

теңсіздігі орындалатын 𝜀0 санын табуға болады.  

Осылайша, теоремадағы керек бағалау [0, 𝑇] аралығында орындалады және осы 

кесіндіде дәл жүйенің шешімі бар болады.  

Әрі қарай орталанған жүйенің 𝑦𝑇(𝜏, 𝜀), 𝑦𝑇(𝑇, 𝜀) = 𝑥(
𝑇

𝜀
, 𝑥0) шешімін 

қарастырамыз.  (1.6.12) бағалауы бойынша    

 

                                          |𝑦𝑇(𝜏, 𝜀) − 𝑦(𝜏)| <
𝜂

2
,  𝜏 ≥  𝑇,                     (1.6.13)                            
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                                                 |𝑦𝑇(2𝑇, 𝜀) − 𝑦(2𝑇)| <
𝛿

2
                          (1.6.14)                                   

 

бағалаулары орынды. 

Тағы да Самойленко теоремасы мен теореманың 2-шартындағы шектің 𝑡 

бойынша бірқалыптылығын ескерсек, (1.6.6) жүйенің 𝑥 (
𝑇

𝜀
, 𝑥0) шешімі [𝑇, 2𝑇] 

аралығында жалғасымды, қайсыбір маңайымен 𝑈𝑎 облысында жатады және 

 

                          |𝑥 (
𝜏

𝜀
, 𝑥0) − 𝑦𝑇(𝜏, 𝜀)| <

𝛿

2
 , 𝜏 ∈ [𝑇, 2𝑇] және 𝜀 < 𝜀0  

 

теңсіздігі орындалады. 
(1.6.13) және (1.6.14) теңсіздіктерінен және соңғы теңсіздіктен 

 

|𝑥 (
𝜏

𝜀
, 𝑥0) − 𝑦(𝜏)| ≤ |𝑥 (

𝜏

𝜀
, 𝑥0) − 𝑦𝑇(𝜏, 𝜀)| + |𝑦𝑇(𝜏, 𝜀) − 𝑦(𝜏)| <

𝛿

2
+
𝜂

2
< 𝜂,  

 𝜏 ∈ [𝑇, 2𝑇], 
 

бағалауын, ал 𝜏 = 2𝑇 үшін |𝑥 (
2𝑇

𝜀
, 𝑥0) − 𝑦(2𝑇)| < 𝛿 бағалауын аламыз. Осы 

процессті жалғастыра отырып, теорема тұжырымының ақиқаттығын аламыз. 
(1.6.1) − (1.6.3) импульстік жүйені қарастырамыз және импульс нүктелері 

барлық осьте анықталсын, яғни 𝑡𝑖(𝑥) импульс нүктелері 𝑖 ∈ 𝑍, 𝑖 = ±1, ±2,…  

үшін анықталған. 

1.6.2-теорема. Айталық, 𝑋(𝑡, 𝑥) және 𝐼𝑖(𝑥) функциялары 𝑄 = {𝑡 ∈
𝑅 , 𝑥 ∈ 𝑈𝑎} (𝑈𝑎 = {𝑥 ∈ 𝑅𝑑: |𝑥| ≤ 𝑎}) облысында анықталған және осы облыста  

1. 𝑋(𝑡, 𝑥) және 𝐼𝑖(𝑥) функциялары айнымалылар жиынтығы бойынша 

үзіліссіз, 𝑀 > 0 тұрақтысымен шенелген және 𝑥 бойынша 𝐿 > 0 

тұрақтысымен Липшиц шартын қанағаттандырсын; 
2. Бірқалыпты 𝑡 ∈ 𝑅 және 𝑥 ∈ 𝑈𝑎  бойынша келесі шектер бар болсын 

 

𝑋0(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

1

𝑇
∫ 𝑋(𝑠, 𝑥)𝑑𝑠
𝑡+𝑇

𝑡

 

 

𝐼0(𝑥) = 𝑙𝑖𝑚
𝑇→∞

1

𝑇
∑ 𝐼𝑖(𝑥)

𝑡<𝑡𝑖(𝑥)<𝑇

; 

 

3. Орталанған (1.6.4) жүйенің 𝑈𝑎 облысында 𝑥0 асимптотикалық 

орнықты тепе-теңдік жағдайы болсын; 

4. Импульс әсерлі {𝑡𝑖(𝑥)} мезеттері 𝑈𝑎 облысында 𝑖 ∈ 𝑁 бойынша 

бірқалыпты үзіліссіз функциялар болсын, ал 𝑡 = 𝑡𝑖(𝑥) беті  

 

𝑚𝑖𝑛
𝑥∈𝑈𝑎

𝑡𝑖+1(𝑥) < 𝑚𝑎𝑥
𝑥∈𝑈𝑎

𝑡𝑖(𝑥), (𝑖 = 1, 2,…); 

 



77 

бөліну шартын қанағаттандырсын; 

5. 𝑡 = 𝑡−1(𝑥) және 𝑡 = 𝑡1(𝑥) беттері 𝑡 = 0 гипержазықтығымен 

қиылыспасын. 

 Онда кел-келген 𝜂 > 0 үшін 𝜀 < 𝜀0 болғанда 𝑡 ∈ 𝑅 үшін дәл жүйенің 𝑥(𝑡) 
шешімі бар болатын және  

 

                                                     |𝑥(𝑡) − 𝑥0| < 𝜂                                            (1.6.15)                                             
 

бағалауы орындалатын 𝜀0 саны табылады.  

Дәлелдеуі. Кез-келген 𝜂 > 0 санын бекітеміз және (1.6.15) шартын 

қанағаттандыратын дәл жүйенің шешімін тұрғызамыз. 𝑥0 шешімі 

асимптотикалық орнықты болғандықтан, онда берілген 𝜂 > 0 үшін (1.6.4) 
жүйенің кез-келген 𝑦(𝜏) шешімі үшін  

 

                                            |𝑦(𝜏) − 𝑥0| <
𝜂

2
,  𝜏 ≥ 𝜏0,                                    (1.6.16)                            

 

                                           |𝑦(𝜏) − 𝑥0| <
𝛿

4
, 𝜏 ≥ 𝜏0 + 𝑇,                            (1.6.17)                        

 

егер тек |𝑦(𝜏0) − 𝑥0| < 𝛿, мұнда 𝛿 және 𝑇 сандары 𝜏0 шамасынан тәуелді емес 

болғанда,  бағалаулары орындалатын 𝛿 > 0 және 𝑇 > 0 сандарын көрсетуге 

болады. Бұдан 𝛿 < 𝜂 деп санауға болады.  

Айталық, 𝑧0 нүктесі 𝑥0 нүктесінің 𝛿 −маңайының кез-келген нүктесі 

болсын. Дәл жүйенің  𝜏 = −𝑇 үшін 𝑧0 нүктесінен шығатын  𝑥 (
𝜏

𝜀
) шешімін 

қарастырамыз. Самойленко теоремасы бойынша көрсетілген 𝛿 және 𝑇 үшін 

𝜀 ≤ 𝜀0 болғанда 

 

                                   |𝑥 (
𝜏

𝜀
) − 𝑦(𝜏)| <

𝛿

4
, 𝜏 ∈ [−𝑇, 0],                     (1.6.18)                           

 

теңсіздігі орындалатын 𝜀0 санын таңдап алуға болады, мұндағы 𝑦(𝜏) функциясы 

𝑦(−𝑇) = 𝑧0 шартымен орталанған жүйенің шешімі. (1.6.7) − (1.6.9) 

бағалауларынан |𝑥 (
𝜏

𝜀
) − 𝑥0| < 𝜂, 𝜏 ∈ [−𝑇, 0] және |𝑥(0) − 𝑥0| <

𝛿

2
 бағалаулары 

шығады. Сондықтан 𝜀 < 𝜀0 болғанда 𝑥0 нүктесінің 𝛿 маңайында 𝜏 = −𝑇 

басталатын дәл жүйенің барлық шешімдері оның  𝜂 − маңайынан шықпай 𝜏 = 0 

болғанда 
𝛿

2
 маңайына түседі. Осыған ұқсас талқылаулар жасай отырып, берілген 

теореманың 2-шарты бойынша 𝜀 < 𝜀0 болғанда 𝑥0 нүктесінің 𝛿 −маңайында 𝜏 =
−𝑛𝑇 басталатын дәл жүйенің шешімі 𝜏 ∈ [−𝑛𝑇, −(𝑛 − 1)𝑇] болғанда оның 

𝜂 −маңайынан шықпайды, ал 𝜏 = −(𝑛 − 1)𝑇 болғанда кез-келген 𝑛 натурал саны 

үшін 𝑥0 нүктесінің 
𝛿

2
 маңайына түседі. 

𝑆𝑛(𝜀) арқылы 𝜏 = −𝑛𝑇 болғанда 𝑥0 нүктесінің 𝛿 маңайында жататын  

жүйенің 𝜏 = 0 нүктесіндегі шешімдерінің мәндерінің жиынын белгілейміз.  

Жоғарыда айтылғандар мен жалғыздық туралы теорема бойынша кез-келген 
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натурал 𝑛 және 𝜀 < 𝜀0  үшін бұл жиын бос емес, сондай-ақ  𝑆𝑛(𝜀) ⊆ 𝑆𝑛−1(𝜀) 
кірістіруі ақиқат. [6, 19 б] жұмыстағы 2.5-теорема бойынша шешім 𝑡 = 0 

нүктесінде бастапқы берілгендерден үзіліссіз тәуелді болатынын атап өтеміз. 

Сондықтан 𝑆𝑛(𝜀) жиындары тұйық, ал сәйкесінше олардың қиылысулары бос 

емес.  

Айталық, 𝑧0(𝜀) нүктесі барлық 𝑆𝑛(𝜀) үшін ортақ нүкте болсын. Енді 𝜀 < 𝜀0 

болғанда 𝜏 = 0 үшін 𝑧0(𝜀) нүктесінен шығатын дәл жүйенің шешімін 

қарастырайық. Ол өзінің тұрғызылуы бойынша −𝑛𝑇  нүктелерінде кез-келген 

натурал 𝑛 үшін 𝑥0 нүктесінің 𝛿 маңайында жатады. Сәйкесінше бұл шешім сол 

жаққа шектеусіз жалғасады және кез-келген 𝜏 ≤ 0 үшін 𝜀 < 𝜀0 болғанда 

орындалады. Шешімнің оң жаққа жалғасуы және (1.6.15) бағалауының 

орындалуы 1.6.1-теоремадан шығады. Теорема дәлелденді. 

[54, 479 б] жұмыстағы 3-теоремадан 1.6.1-теореманың шарттары бойынша 
(1.6.4) орталанған жүйенің асимптотикалық орнықты тепе-теңдік жағдайы бар 

болатыны шығады. Осыдан 1.6.2-теоремадан барлық осьте берілген (1.6.1) −
(1.6.3) есебінің импульстік жүйенің 𝜀 параметрінің мейлінше аз мәні үшін 

барлық осьте екі жақты, шенелген шешімі бар болатыны шығады. Осыдан келесі 

салдар орындалады. 

Салдар. 1.6.2-теореманың 1, 2, 4, 5 шарттары және 1.6.1-теореманың 3-

шарты орындалғанда барлық осьте берілген (1.6.1) − (1.6.3) импульстік 

жүйенің 𝜀 параметрінің мейлінше аз мәні үшін барлық осьте екіжақты, 

шенелген шешімі бар болады.  

Осылайша, (1.6.4) орташаланған жүйенің біржақты, шенелген, 

асимптотикалық орнықты шешімі (1.6.1) − (1.6.3) дәл импульсті жүйенің 

екіжақты шешімін тудырады. 

Мысал. Фотосинтездің қараңғы реакцияларының импульстік моделі.  

Импульсті жәй дифференциалдық  

 

                                

{
 
 

 
 
�̇� = 𝜀(𝑥2 − (1 + 𝑗)𝑥𝑦 + 𝑗), 𝑡 ≠ 𝑡𝑖(𝑥, 𝑦)

�̇� = 𝜀 (
1

7
𝜇(7𝑥2 − 𝑦2 − 6𝑥𝑦))

,    

∆𝑥|𝑡=𝑡𝑖(𝑥,𝑦) = 𝑓𝑖(𝑥, 𝑦)

∆𝑦|𝑡=𝑡𝑖(𝑥,𝑦) = 𝑔𝑖(𝑥, 𝑦), 𝑖 = ±1,±2, … ,

             (1.6.19) 

 

теңдеулер  жүйесін қарастырамыз, мұндағы 𝜀, 𝑗, 𝜇 − оң параметрлер.  

Импульстік әсерсіз 𝑡 ≥ 0 болғанда (1.6.19) жүйе өсімдіктер 

фотосинтезінің қараңғы процесстерінің әйгілі математикалық моделі болады. 

Мұнда 𝑥(𝑡) − фруктозаның 𝑡 мезетіндегі қалыпты концентрациясы, ал 𝑦(𝑡) −
 глюкозаның 𝑡 мезетіндегі қалыпты концентрациясы. Бұл модельді алғаш рет 

1967 жылы Д. С. Чернавский ұсынған [106], және осы модель тірі табиғаттағы 

тербеліс процесстерін сипаттайтын алғашқылардың бірі болды. Шындығында, 

берілген модельдің параметрлерінің арасындағы белгілі бір қатынастарда 

автотербелістер режимі туындайды (яғни орнықты периодты шешімдер бар 

болады). 
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Импульс болмаған жағдайда (1.6.19) жүйенің 𝑥0 = 1, 𝑦0 = 1 жалғыз 

стационар шешімі болады. Осы нүктенің маңайында (1.6.19) жүйенің 

дифференциалдық бөлігінің оң жағы 1.6.2-теореманың шарттарын 

қанағаттандыратыны айқын.  

Айталық, осы маңайда 1.6.2-теореманың импульстік әсерге қатысты 4-ші 

және 5-ші шарттары орындалсын. Сонымен қатар, айталық әрбір натурал 𝑛 үшін 

және 𝑛 санынан тәуелсіз 𝐶 тұрақтысы үшін 

 

| ∑ 𝐼𝑖(𝑥, 𝑦)

−𝑛𝑡𝑖(𝑥)<𝑛

| ≤ 𝐶 

 

шарты орындалсын, мұндағы 𝐼𝑖(𝑥, 𝑦) = (
𝑓𝑖  (𝑥, 𝑦)

𝑔𝑖(𝑥, 𝑦)
). 

Сонда 1.6.2-теореманың 2-шарты орындалады. 𝐼0(𝑥, 𝑦) = (
0
0
) болғандықтан 

орташаланған жүйесі  

 

                                         

�̇� = 𝜀(𝑥2 − (1 + 𝑗)𝑥𝑦 + 𝑗),

�̇� = 𝜀 (
1

7
𝜇(7𝑥2 − 𝑦2 − 6𝑥𝑦)) ,

                      (1.6.20) 

 

түрінде болады. 

Осы жүйе үшін 1.6.2-теореманың 3-шартының орындалуын тексереміз. 

Бұл жүйе үшін  негізінен оның параметрлері  

 

                                                     𝜇 =
7

8
(1 − 𝑗).                                  (1.6.21) 

 

қатынасымен байланысқан жағдайы маңызды екені жақсы мәлім.   

Бұл бифуркациялық қатынастар деп аталады, олардың өтуі кезінде 

автотербеліс режимдері пайда болады. Сондықтан дәл осы жағдайды 

қарастырамыз. 
(1.6.20) жүйесін 𝑥0 = 1, 𝑦0 = 1 тепе-теңдік күйі маңайында сызықты түрге 

келтіріп және оның бірінші жуықтауының матрицасын жазып, оның меншікті 

мәндері үшін сипаттауыш теңдеуінің  

 

        𝜆2 + 𝜆 (
8

7
𝜇 + 𝑗 − 1) +

16

7
𝜇𝑗 = 0, 

 

түрінде болатынын байқау қиын емес, мұндағы 

 

                        𝜆1,2 = −
1

2
(
8

7
𝜇 + 𝑗 − 1) ±

1

2
√(

8

7
𝜇 + 𝑗 − 1)

2
− 4 ∙

16

7
𝜇𝑗    (1.6.22)            
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түбірлері. 

Биологиялық [42] пайымдаулардан 𝑗 < 1 болатыны шығады. Сондықтан, 

егер 𝜇 >
7

8
(1 − 𝑗) болса, онда (1.6.20) жүйенің (1, 1) ерекше нүктесі бірінші 

жуықтаудың орнықтылығы туралы теорема бойынша осы жүйенің тепе-теңдік 

күйінің асимптотикалық орнықты нүктесі болып табылады. Сол себепті 1.6.2-

теореманың 3-шарты орындалады. Осыдан, мейлінше аз 𝜀 параметрі үшін 

(1.6.19) импульстік жүйенің (1, 1) нүктесінің маңайында осьте шектелген 

шешімі бар болады.  

Енді қолданыс үшін ең маңызды (1.6.21) жағдайын зерттейміз. (1.6.22) 
түбірлері таза жорамал сандар болғандықтан бірінші жуықтау бойынша 

орнықтылық теоремасы орындалмайды. 

 Бұл жағдайда орнықтылықты зерттеу үшін орнықтылық индексі (Ляпунов 

көрсеткіші) [107] теоремасын пайдаланамыз. Осы үшін (1.6.22) түбірлері ±𝑖𝜔 

түрінде болады, мұндағы 𝜔 = √2𝑗(1 − 𝑗). 
Алдымен бірінші жуықтау жүйесі матрицасынан оның жордан формасына көшу 

𝑆 матрицасын  

 

(
0 𝜔
−𝜔 0

)                        

 

табамыз. 

Біздің жағдайымызда 𝑆 матрицасы  

 

𝑆−1 (
1 − 𝑗 −1 − 𝑗
8

7
𝜇 −

8

7
𝜇
) 𝑆 = (

0 𝜔
−𝜔 0

). 

 

матрицалық теңдеуінен табылады. 

Енді (1.6.20) жүйеде  

 

(
𝑥
𝑦) = 𝑆 (

𝑧1
𝑧2
) 

 

алмастыруын жасап,  

 

    

{
 
 

 
 𝑧1̇ = 𝜀 (𝑧2√2𝑗(1 − 𝑗) + 𝑧1𝑧2(1 + 𝑗)√2𝑗(1 − 𝑗) + 𝑧1

2𝑗(1 + 𝑗))

𝑧2̇ = 𝜀 (−
2(1+𝑗)

√2𝑗(1−𝑗)
𝑧1 +

1

2
𝑧1𝑧2𝑗(1 − 𝑗) − 𝑧1

2
(1−𝑗)(

𝑗2

2
+𝑗)

√2𝑗(1−𝑗)
+ 𝑧2

2 2𝑗(1−𝑗)
2

√2𝑗(1−𝑗)
)

  

 

жүйесін аламыз. 

[108] бойынша Ляпунов көрсеткіші біздің жағдайда  
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𝐼 = −𝜔2(1 − 𝑗) (
1

2
𝑗 + 1) − 2𝑗(1 + 𝑗2)𝜔 −

𝜔3 (
1
2
𝑗 + 1)

4
+
1

8
𝜔𝑗(1 − 𝑗)2 < 0 

 

түрінде болады. Сондықтан әйгілі орнықтылықтың индексі туралы теорема 

бойынша (1.6.20) жүйенің (1, 1) тепе-теңдік күйі бұл жағдайда да 

асимптотикалық орнықты, сәйкесінше  бастапқы (1.6.19) жүйенің мейлінше аз 𝜀 
параметрі үшін (1, 1) нүктесінің маңайында жататын барлық осьте екіжақты, 

шенелген шешімі бар болады.  
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2 ИМПУЛЬС ӘСЕРЛІ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР 

ЖҮЙЕСІН ПАРАМЕТРЛЕУ ӘДІСІМЕН ШЕШУ 

 

 

  

2.1. Импульс әсерлі сызықты емес жәй дифференциалдық теңдеуі үшін 

шеттік есепті параметрлеу әдісімен шешу 

 Бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі дифференциалдық 

теңдеулер үшін шеттік есепті шешу бекітілген мезеттегі импульс әсерлі шеттік 

есептердің әулетіне келтіріліп, орталау әдісі арқылы шешілімдік шарттары 

бірінші бөлімде алынған болатын. Бірақ, бекітілген мезеттегі импульс әсерлі 

шеттік есептердің шешімдерін табу мәселесі қарастырылмады. Бекітілген 

мезеттегі импульс әсерлі дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептердің 

шешілімділік шарттарын табу - арнайы зерттеуді қажет ететін мәселелердің бірі 

деуге болады. Осы есептерді зерттеуге көптеген авторлардың еңбектері 

арналғанымен, тиімді шешілімділік шарттарын орнату  әлі күнге өзекті мәселе 

болып отыр. Екінші бөлімде мәселенің ұтымды шешімі ретінде  сызықты емес 

бекітілген импульсті шеттік есептерді және бекітілмеген мезеттегі импульсті 

шеттік есептерді шешу үшін Д.С.Джумабаевтың параметрлеу әдісінің 

модификациясын [87] пайдалану ұсынылады. Шешілімділік шарттары бастапқы 

берілімдер терминінде орнатылады. Бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс 

әсерлі дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есептің шешімін табу алгоритмінің 

сандық жүзеге асырылуы көрсетіледі және нақты мысалмен расталады.  

 Бекітілген мезеттегі импульс әсерлі жәй дифференциалдық теңдеуі үшін 

шеттік есептің шешімін құру және оның бірмәнді шешілімділік мәселелері 

әртүрлі әдістермен зерттелген [12 − 38]. Импульс әсерлі екі нүктелі сызықты 

шеттік есептер және импульс әсерлі сызықты емес жәй дифференциалдық 

теңдеуі үшін периодты шеттік есептерді параметрлеу әдісімен шешу [94, 95] 

еңбектерінде зерттелген.  

      Бұл бөлімшеде бекітілген мезеттегі импульс әсерлі сызықты емес 

дифференциалдық теңдеуі үшін шеттік есебі параметрлеу әдісінің 

модификациясы көмегімен зерттеледі. 

 Сызықты емес жәй дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін импульс 

әсерлі 

 

�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥), 𝑡 ∈ (0, 𝑇)\{𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑘},                     (2.1.1) 
 

𝐵𝑥(0) + 𝐶𝑥(𝑇) = 𝑑, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑑 ∈ 𝑅𝑛                  (2.1.2) 
 

𝑥(𝑡𝑖 + 0) − 𝑥(𝑡𝑖 − 0) = 𝑠𝑖, 𝑠𝑖 ∈ 𝑅
𝑛, 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅         (2.1.3) 

 

есебін қарастырамыз, мұндағы 𝑓: [0, 𝑇] × 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 мүмкін 𝑡 = 𝑡𝑖 , 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅ 
нүктелерінде үзілісті вектор-функция; 𝐵 және 𝐶 (𝑛 × 𝑛) тұрақты матрицалар;  

0 = 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < ⋯ < 𝑡𝑘 < 𝑡𝑘+1 = 𝑇,  ‖𝑥‖ = max
𝑖=1,𝑛̅̅̅̅̅

|𝑥𝑖|.  

 Белгілеу енгізейік: 𝐼𝑘 = {𝑡1, 𝑡2, … , 𝑡𝑘}. 
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 Айталық, 𝑃𝐶([0, 𝑇]\𝐼𝑘 , 𝑅
𝑛) кеңістігі ‖𝑥‖1 = max

 𝑖=0,𝑘̅̅ ̅̅
sup

𝑡∈[𝑡𝑖,𝑡𝑖+1)
‖𝑥(𝑡)‖ нормалы 

бөлік-үзіліссіз вектор-функциялар кеңістігі болсын.  

 2.1.1 - анықтама.  (2.1.1) − (2.1.3) импульс әсерлі есептің шешімі деп  

 (2.1.1) теңдеуін (уақыт бойынша 𝑡 = 0, 𝑡 = 𝑇 нүктелерінде 𝑥+
∗ (0), 𝑥−

∗ (𝑇) 
біржақты туындылары қанағаттандырады); 

 (2.1.2) шеттік шартын; 

 𝐼𝑘 нүктелерінде (2.1.3) импульс әсер шартын 

қанағаттандыратын (0, 𝑇)\𝐼𝑘 аралығында бөлік-үзіліссіз дифференциалданатын 

𝑥∗(𝑡) ∈ 𝑃𝐶([0, 𝑇]\𝐼𝑘, 𝑅
𝑛) функциясын атаймыз.  

 [0, 𝑇] кесіндісін  

[0, 𝑇) = ⋃𝑟=1
𝑘+1[𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟). 

 

түріндегі бөлік интервалдарға бөлеміз. 

 𝐶([0, 𝑇], 𝐼𝑘, 𝑅
(𝑘+1)𝑛) арқылы ‖𝑥[∙]‖2 = max

𝑟=1,𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅
sup

𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟)
‖𝑥𝑟(𝑡)‖ нормалы 

барлық 𝑖 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  үшін lim
𝑡→𝑡𝑟−0

𝑥𝑟(𝑡) ақырлы шектері бар 𝑥𝑟: [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) → 𝑅𝑛 

элементімен [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) аралығында үзіліссіз 𝑥[𝑡] =

(𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡), … , 𝑥𝑘(𝑡), 𝑥𝑘+1(𝑡)) функциялар жүйесінің кеңістігін белгілейік. 

 Әрбір 𝑟 – інші интервалдардағы 𝑥(𝑡) функциясының тарылуын 𝑥𝑟(𝑡): 
𝑥𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅   арқылы белгілейміз және бұл 

 

𝑥�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑥𝑟), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅              (2.1.4) 
 

𝐵𝑥1(0) + 𝐶 lim
𝑡→𝑇−0

𝑥𝑘+1(𝑡) = 𝑑,                  (2.1.5) 

 

𝑥𝑖+1(𝑡𝑖 + 0) − lim
𝑡→𝑡𝑖−0

𝑥𝑖(𝑡) = 𝑠𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅.       (2.1.6) 

 

көпнүктелі есебін қағаттандырады. 

 Д.С. Джумабаев ұсынған параметрлеу әдісінің модификациясын 

келтірейік. 

Әрбір 𝑟 – інші интервалдың ортасында белгісіз функцияның мәні ретінде 𝜉𝑟 =

𝑥𝑟 (
𝑡𝑟+𝑡𝑟−1

2
) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  параметрін енгіземіз және 𝑥𝑟(𝑡) = 𝑦𝑟(𝑡) + 𝜉𝑟 

алмастыруын жасаймыз.  

 (2.1.4) − (2.1.6)  есебін оған эквивалентті 𝜉𝑟 параметрлі  

 

𝑦�̇� = 𝑓(𝑡, 𝑦𝑟 + 𝜉𝑟), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),                           (2.1.7) 
 

𝑦𝑟 (
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
) = 0, 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                           (2.1.8) 
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𝐵𝑦1(0) + 𝐵𝜉1 + 𝐶 lim
𝑡→𝑇−0

𝑦𝑘+1(𝑡) + 𝐶𝜉𝑘+1 = 𝑑,         (2.1.9) 

 

𝑦𝑖+1(𝑡𝑖 + 0) + 𝜉𝑖+1 − lim
𝑡→𝑡𝑖−0

𝑦𝑖(𝑡) − 𝜉𝑖 = 𝑠𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅  (2.1.10) 

 

есебіне көшіреміз. 

 [𝑡𝑟 ,𝑡𝑟−1) аралығында үзіліссіз дифференциалданатын және (2.1.7) жүйесін, 

(2.1.8) шартын және 𝜉𝑟 = 𝜉𝑟
∗, 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  параметрімен бірге (2.1.9), (2.1.10) 

шарттарын қанағаттандыратын 𝑦𝑟
∗(𝑡), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  функциялары үшін (𝑦∗[𝑡], 𝜉∗) 

жұбы, мұндағы 𝑦∗[𝑡] = (𝑦1
∗(𝑡), 𝑦2

∗(𝑡), … , 𝑦𝑘+1
∗ (𝑡)) ∈ 𝐶([0, 𝑇], 𝐼𝑘 , 𝑅

(𝑘+1)𝑛), 𝜉∗ =

(𝜉1
∗, 𝜉2

∗, … , 𝜉𝑘+1
∗ ) ∈ 𝑅(𝑘+1)𝑛, (2.1.7) − (2.1.10) есебінің шешімі деп аталады.  

 (2.1.1) − (2.1.3) және (2.1.7) − (2.1.10) есептерінің эквиваленттілігін 

келесі мағынада түсінеміз. 

 Айталық, 𝑥∗(𝑡) функциясы (2.1.1) − (2.1.3) импульс әсерлі есебінің 

шешімі болсын, онда (𝑦∗[𝑡], 𝜉∗) жұбы, мұндағы 

𝑦∗[𝑡] = (𝑥∗(𝑡) − 𝑥∗ (
𝑡1+𝑡0

2
) , 𝑥∗(𝑡) − 𝑥∗ (

𝑡2+𝑡1

2
) , … , 𝑥∗(𝑡)−𝑥∗ (

𝑡𝑘+𝑡𝑘−1

2
) , 𝑥∗(𝑡) −

𝑥∗ (
𝑡𝑘+1+𝑡𝑘

2
)) және 𝜉∗ = (𝑥∗ (

𝑡1+𝑡0

2
) , 𝑥∗ (

𝑡2+𝑡1

2
) , … , 𝑥∗ (

𝑡𝑘+𝑡𝑘−1

2
) , 𝑥∗ (

𝑡𝑘+1+𝑡𝑘

2
) ), 

(2.1.7) − (2.1.10) параметрлі есебінің шешімі болады.  

 Керісінше, егер �̃�[𝑡] = (�̃�1(𝑡), �̃�2(𝑡),… , �̃�𝑘+1(𝑡)) ∈ 𝐶([0, 𝑇], 𝐼𝑘, 𝑅
(𝑘+1)𝑛) 

және 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑘+1) ∈ 𝑅
(𝑘+1)𝑛 элементтерімен (�̃�[𝑡], 𝜉) жұбы (2.1.7) −

(2.1.10) параметрлі есептің шешімі болса, онда �̃�(𝑡) = �̃�𝑟 + 𝜉𝑟 , 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 =

1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , және �̃�(𝑇) = lim
𝑡→𝑇−0

�̃�𝑘+1(𝑡) + 𝜉𝑘+1 арқылы анықталған �̃�(𝑡) функциясы 

берілген (2.1.1) − (2.1.3) есебінің шешімі болады.  

 (2.1.7) − (2.1.10) параметрлі есебінің (2.1.4) − (2.1.6) есебінен 

айырмашылығы оның 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  бөлік интервалдарда ізделінді 

функция мәні үшін (2.1.8) шарттың болуында. 

 Ізделінді функция  үшін [80, 51 б] бастапқы шарт орнына [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 =
1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  бөлік интервалдардың орталарында ізделінді функция мәндерімен 
(2.1.8) шарты пайда болатын (2.1.7) − (2.1.10) параметрлі есебін аламыз.   

 Айталық, барлық 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  үшін 𝜉𝑟 белгілі болсын. Сонда (2.1.7), 
(2.1.8) есебі  сызықты емес екінші текті Вольтерра интегралдық теңдеуі  

 

𝑦𝑟(𝑡) = ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑟(𝜏) + 𝜉𝑟)

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑡

𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , (2.1.11) 

 

𝑦𝑟(𝑡) = ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑟(𝜏) + 𝜉𝑟)

𝑡

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑑𝜏, 𝑡 ∈ [
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
, 𝑡𝑟−1) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  . (2.1.12) 

 



85 

түрінде болатын есепке эквивалентті болады. 

 Белгісіз 𝑦𝑟(𝑡) функциясының мәндерін табу үшін 𝑡 = 𝑡𝑟 , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

нүктелерінің орналасуына қатысты сәйкесінше (2.1.11) немесе (2.1.12) 
берілулерін пайдаланамыз.  

 

𝑦1(0) = ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦1(𝜏) + 𝜉1)

𝑡1
2

0

𝑑𝜏,                                  (2.1.13) 

 

lim
𝑡→𝑇−0

𝑦𝑘+1(𝑡) = ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑘+1(𝜏) + 𝜉𝑘+1)

𝑡

𝑡𝑘+1+𝑡𝑘
2

𝑑𝜏,           (2.1.14) 

 

𝑦𝑖+1(𝑡𝑖 + 0) = ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑖+1(𝜏) + 𝜉𝑖+1)

𝑡𝑖+1+𝑡𝑖
2

𝑡𝑖

𝑑𝜏,           (2.1.15) 

 

lim
𝑡→𝑡𝑖−0

𝑦𝑖(𝑡) = ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑖(𝜏) + 𝜉𝑖)

𝑡𝑖

𝑡𝑖+𝑡𝑖−1
2

𝑑𝜏,             (2.1.16) 

                             𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅. 
 

 (2.1.13) − (2.1.16) теңдіктерін және сәйкесінше 𝑦1(0), lim
𝑡→𝑇−0

𝑦𝑘+1(𝑡), 

𝑦𝑖+1(𝑡𝑖 + 0), lim
𝑡→𝑡𝑖−0

𝑦𝑖(𝑡), 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅, мәндерін (2.1.9) және (2.1.10) қатынастарына 

қойып,  

 

𝐵𝜉1 + 𝐵∫ 𝑓(𝜏, 𝑦1(𝜏) + 𝜉1)

𝑡1
2

0

𝑑𝜏 + 𝐶𝜉𝑘+1 + 

 

+ 𝐶 ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑘+1(𝜏) + 𝜉𝑘+1)

𝑇

𝑡𝑘+1+𝑡𝑘
2

𝑑𝜏 − 𝑑 = 0,                (2.1.17) 

 

∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑖+1(𝜏) + 𝜉𝑖+1)

𝑡𝑖+1+𝑡𝑖
2

𝑡𝑖

𝑑𝜏 + 𝜉𝑖+1 − ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑖(𝜏) + 𝜉𝑖)

𝑡𝑖

𝑡𝑖+𝑡𝑖−1
2

𝑑𝜏 − 𝜉𝑖 − 𝑠𝑖 = 0,  
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 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅  (2.1.18) 
 

теңдіктерін аламыз. 

 𝑦𝑟(𝑡) (𝑖 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ) функциялары үшін (2.1.17), (2.1.18) жүйесі 

(𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑘+1) параметрлеріне қатысты 

 

𝑄(𝜉, 𝑦) = 0, 𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑘+1) ∈ 𝑅
(𝑘+1)𝑛     (2.1.19) 

 

теңдеулер жүйесін құрайды. 

 Е шарты. 𝐼𝑘 таңдауы үшін 𝑄(𝜉, 0) = 0 сызықты емес теңдеулер 

жүйесінің  𝜉(0) = (𝜉1
(0)
, 𝜉2
(0)
, … , 𝜉𝑘+1

(0)
) ∈ 𝑅(𝑘+1)𝑛 шешімі бар болсын. 

 Айталық, Е шарты орындалсын.  

 

�̇�𝑟 = 𝑓 (𝑡, 𝑦𝑟 + 𝜉𝑟
(0)
) , 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),                (2.1.20) 

 

𝑦𝑟 (
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
) = 0, 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,          (2.1.21) 

 

есебінің 𝑦𝑟
(0)(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  шешімі бар және 𝑦𝑟

(0)[𝑡] =

(𝑦1
(0)(𝑡), 𝑦2

(0)(𝑡), … , 𝑦𝑘+1
(0) (𝑡) ) функциялар жүйесі 𝐶([0, 𝑇], 𝐼𝑘, 𝑅

(𝑘+1)𝑛) кеңістігіне 

тиісті болсын.  

 (𝑦(0)[𝑡], 𝜉(0) ) жұбын ескере отырып, біз [0, 𝑇] аралығында бөлік-үзіліссіз 

функцияны анықтаймыз: 𝑥(0)(𝑡) = 𝑦(0)(𝑡) + 𝜉𝑟
(0)
, 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  және 

𝑥(0)(𝑇) = lim
𝑡→𝑇−0

𝑦𝑘+1
(0) (𝑡) + 𝜉𝑘+1

(0) . 

 Алдымен 𝜌𝜉 > 0, 𝜌𝑦 > 0, 𝜌𝑥 > 0 сандарын таңдаймыз және  

 

𝑆(𝜉(0), 𝜌𝜉) = {𝜉 = (𝜉1, 𝜉2, … , 𝜉𝑘+1) ∈ 𝑅
(𝑘+1)𝑛: ‖𝜉 − 𝜉(0)‖ = 

 

= max
𝑟=1,𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

‖𝜉𝑟 − 𝜉𝑟
(0)‖ <  𝜌𝜉}, 

 

𝑆(𝑦(0)[𝑡], 𝜌𝑦) = {𝑦[𝑡] ∈ 𝐶([0, 𝑇], 𝐼𝑘, 𝑅
(𝑘+1)𝑛): ‖𝑦[∙] − 𝑦(0)[∙]‖

2
< 𝜌𝑦}, 

 

𝑆(𝑥(0)(𝑡), 𝜌𝑥) = {𝑥(𝑡) ∈ 𝑃𝐶([0, 𝑇]\𝐼𝑘 , 𝑅
𝑛): ‖𝑥 − 𝑥(0)‖

1
< 𝜌𝑥}, 

 

𝐺(𝜌𝑥) = {(𝑡, 𝑥): 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑥 ∈ 𝑆(𝑥(0)(𝑡), 𝜌𝑥)} 
 

жиындарын анықтаймыз. 

 Айталық, E шарты орындалсын. Онда алгоритм бойынша 

(𝑦(𝑚)[𝑡], 𝜉(𝑚)),𝑚 ∈ 𝑁 тізбектер жұбын құрамыз. 
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 1-қадам.  

(1)    𝑄(𝜉, 𝑦(0)) = 0 теңдеулер жүйесінен 

 

𝜉(1) = (𝜉1
(1)
, 𝜉2
(1)
, … , 𝜉𝑘+1

(1)
 ) ∈ 𝑅(𝑘+1)𝑛 

 

 параметрін табамыз;  

(2) 𝜉𝑟 = 𝜉𝑟
(1) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  үшін (2.1.7), (2.1.8) есебін шеше отырып 𝑦(1)[𝑡] =

(𝑦1
(1)(𝑡), 𝑦2

(1)(𝑡), … , 𝑦𝑘+1
(1) (𝑡)) функциялар жүйесінің элементтерін 

анықтаймыз. 

 2-қадам.  

(1)    𝑄(𝜉, 𝑦(1)) = 0 теңдеулер жүйесінен 

 

𝜉(2) = (𝜉1
(2)
, 𝜉2
(2)
, … , 𝜉𝑘+1

(2)
 ) ∈ 𝑅(𝑘+1)𝑛  

 

 параметрін табамыз; 

(2)  𝜉𝑟 = 𝜉𝑟
(2), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  үшін (2.1.7), (2.1.8) есебін шеше отырып 𝑦(2)[𝑡] =

(𝑦1
(2)(𝑡), 𝑦1

(2)(𝑡), … , 𝑦𝑘+1
(2) (𝑡)) функциялар жүйесінің элементтерін 

анықтаймыз. 

Осы процессті жалғастыра отырып 𝑚-қадамды аламыз.   

 𝒎-қадам.   

(1)   𝑄(𝜉, 𝑦(𝑚−1)) = 0 теңдеулер жүйесінен  

 

𝜉(𝑚) = (𝜉1
(𝑚), 𝜉2

(𝑚), … , 𝜉𝑘+1
(𝑚)  ) ∈ 𝑅(𝑘+1)𝑛  

 

 параметрін табамыз; 

(2)    𝜉𝑟 = 𝜉𝑟
(𝑚), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  үшін (2.1.7), (2.1.8) есебін шеше отырып 

𝑦(𝑚)[𝑡] = (𝑦1
(𝑚)(𝑡), 𝑦1

(𝑚)(𝑡), … , 𝑦𝑘+1
(𝑚)(𝑡)) ,𝑚 = 1,2,… функциялар жүйесінің 

элементтерін анықтаймыз. 

 C шарты. 𝑓(𝑡, 𝑥) функциясы үзіліссіз және  𝐺(𝜌𝑥) облысында 𝑓𝑥
′(𝑡, 𝑥) 

бірқалыпты үзіліссіз дербес туындылары бар және барлық (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐺(𝜌𝑥) үшін  

 

‖𝑓𝑥
′(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝐿 

 

орындалатын 𝐿 > 0 саны табылсын. 

 Белгілеулер енгізейік:  

 

ℎ = max
𝑖=1,𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

{ sup
𝑡∈[𝑡𝑖−1,

𝑡𝑖+𝑡𝑖−1
2

)

(
𝑡𝑖 + 𝑡𝑖−1

2
− 𝑡) , sup

𝑡∈[
𝑡𝑖+𝑡𝑖−1

2
,𝑡𝑖)

(𝑡 −
𝑡𝑖 + 𝑡𝑖−1

2
)}. 
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 2.1.1-теорема. Айталық, 𝐼𝑘, 𝜌𝜉 > 0, 𝜌𝑦 > 0, 𝜌𝑥 > 0 үшін E және C 

шарттары орындалсын, және 
𝜕𝑄(𝜉,𝑦)

𝜕𝜉
: 𝑅(𝑘+1)𝑛 → 𝑅(𝑘+1)𝑛 Якоби матрицасы 

барлық (𝑦[𝑡], 𝜉) ∈ 𝑆(𝑦(0)[𝑡], 𝜌𝑦) × 𝑆(𝜉
(0), 𝜌𝜉) үшін қайтымды болсын, және 

 

i)  ‖(
𝜕𝑄(𝜉, 𝑦)

𝜕𝜉
)

−1

‖ ≤ 𝛽, 𝛽 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 

 

ii) 𝑞 = 𝛽max{2, ℎ‖𝐵‖ + ℎ‖𝐶‖} ∙ max
𝑖=1,𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

{𝑒𝐿
(
𝑡𝑖+𝑡𝑖−1

2
)
− 1 − 𝐿 (

𝑡𝑖 + 𝑡𝑖−1
2

)} < 1; 

 

iii)  
𝛽

1 − 𝑞
‖𝑄(𝜉(0), 𝑦(0))‖ ≤  𝜌𝜉; 

 

iv) 
𝛽

1 − 𝑞
max
𝑖=1,𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

{𝑒𝐿
(
𝑡𝑖+𝑡𝑖−1

2
)
− 1} ‖𝑄(𝜉(0), 𝑦(0))‖ ≤  𝜌𝑦; 

 

v) (1 + 𝐿ℎ) 𝜌𝜉 + 𝐿ℎ 𝜌𝑦 <  𝜌𝑥 

 

теңсіздіктері орындалсын. Онда алгоритм бойынша анықталған 

𝑆(𝑦(0)[𝑡], 𝜌𝑦) × 𝑆(𝜉
(0), 𝜌𝜉) облысына тиісті және (𝑦∗[𝑡], 𝜉∗) жұбына 

жинақталатын (𝑦(𝑘)[𝑡], 𝜉(𝑘)), 𝑘 ∈ 𝑁 жұп тізбегі (2.1.7) − (2.1.10) есебінің 

𝑆(𝑦(0)[𝑡], 𝜌𝑦) × 𝑆(𝜉
(0), 𝜌𝜉) облысында оқшауланған шешімі болады және 

 

 ‖𝜉∗ − 𝜉(𝑘)‖ ≤
𝑞𝑘

1 − 𝑞
𝛽‖𝑄(𝜉(0), 𝑦(0))‖,              (2.1.22) 

 

‖𝑦𝑟
∗(𝑡) − 𝑦𝑟

(𝑘)(𝑡)‖ ≤ 

≤ ‖𝜉∗ − 𝜉(𝑘)‖ max
𝑖=1,𝑘+1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅

{𝑒
𝐿(𝑡−

𝑡𝑖+𝑡𝑖−1
2

)
− 1, 𝑒

𝐿(
𝑡𝑖+𝑡𝑖−1

2
−𝑡)

− 1, }  (2.1.23) 

 

бағалаулары орындалады. 

 Дәлелдеуі. Импульс әсерлі 𝐼𝑘 нүктелерін пайдаланып [0, 𝑇] аралығын 

бөлеміз.  

 (2.1.1) − (2.1.3) есебінен оған эквивалентті (2.1.7) − (2.1.10) параметрлі 

есебіне көшеміз. 

 Кез-келген (𝑦[𝑡], 𝜉) ∈ 𝑆(𝑦(0)[𝑡], 𝜌𝑦) × 𝑆(𝜉
(0), 𝜌𝜉) жұбын аламыз, онда 

 

‖𝑦𝑟(𝑡) − 𝑦𝑟
(0)(𝑡) − 𝜉𝑟 − 𝜉𝑟

(0)‖ ≤ ‖𝑦𝑟(𝑡) − 𝑦𝑟
(0)(𝑡)‖ + ‖𝜉𝑟 − 𝜉𝑟

(0)‖ ≤ 𝜌𝜉 + 𝜌𝑦 ≤ 

 

≤ 𝜌𝑥, 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  .                       (2.1.24) 
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 Барлық 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  үшін C шартын пайдаланып  

 

‖‖𝜉𝑟 + ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑟(𝜏) + 𝜉𝑟)

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑡

𝑑𝜏 − 𝜉𝑟
(0) − 𝑦𝑟

(0)(𝑡)‖‖ ≤ 

 

≤ ‖𝜉𝑟 − 𝜉𝑟
(0)‖ + ‖‖ ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑟(𝜏) + 𝜉𝑟)

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑡

𝑑𝜏 − ∫ 𝑓 (𝜏, 𝑦𝑟
(0)(𝜏) + 𝜉𝑟

(0))

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑡

𝑑𝜏‖‖ ≤ 

 

≤ [1 + 𝐿 (
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
− 𝑡)] ‖𝜉𝑟 − 𝜉𝑟

(0)‖ + ∫ 𝐿‖𝑦𝑟(𝜏) − 𝑦𝑟
(0)(𝜏)‖

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑡

𝑑𝜏 ≤ 

 

≤ [1 + 𝐿 (
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
− 𝑡)] 𝜌𝜉 + 𝐿 (

𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1
2

− 𝑡) 𝜌𝑦 ≤ (1 + 𝐿ℎ)𝜌𝜉 + 𝐿ℎ𝜌𝑦 ≤ 𝜌𝑥,  

 

𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ,                     (2.1.25) 

 

‖‖𝜉𝑟 + ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑟(𝜏) + 𝜉𝑟)

𝑡

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑑𝜏 − 𝜉𝑟
(0) − 𝑦𝑟

(0)(𝑡)‖‖ ≤ 

 

≤ ‖𝜉𝑟 − 𝜉𝑟
(0)‖ + ‖‖ ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑟(𝜏) + 𝜉𝑟)

𝑡

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑑𝜏 − ∫ 𝑓 (𝜏, 𝑦𝑟
(0)(𝜏) + 𝜉𝑟

(0))

𝑡

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑑𝜏‖‖ ≤ 

 

≤ [1 + 𝐿 (𝑡 −
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
)] ‖𝜉𝑟 − 𝜉𝑟

(0)‖ + ∫ 𝐿‖𝑦𝑟(𝜏) − 𝑦𝑟
(0)(𝜏)‖

𝑡

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑑𝜏 

 

≤ [1 + 𝐿 (𝑡 −
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
− 𝑡)] 𝜌𝜉 + 𝐿 (𝑡 −

𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1
2

− 𝑡) 𝜌𝑦 ≤ (1 + 𝐿ℎ)𝜌𝜉 + 𝐿ℎ𝜌𝑦 

 

≤ 𝜌𝑥, 𝑡 ∈ [
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
, 𝑡𝑟) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  ,                 (2.1.26) 
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теңсіздіктерін аламыз. 

 (2.1.25), (2.1.26) және 2.1.1-теореманың (𝑣) теңсіздігін ескерсек 

(𝑡, 𝑦𝑟(𝑡) + 𝜉𝑟),  (𝑡, ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑟(𝜏) + 𝜉𝑟)
𝑡𝑟+𝑡𝑟−1

2
𝑡

𝑑𝜏 + 𝜉𝑟) және (𝑡, ∫ 𝑓(𝜏, 𝑦𝑟(𝜏) +
𝑡
𝑡𝑟+𝑡𝑟−1

2

𝜉𝑟) 𝑑𝜏 + 𝜉𝑟) жұптарының 𝐺𝑓(𝜌𝑥) облысында жататынын аламыз, мұндағы 

(𝑦[𝑡], 𝜉) ∈ 𝑆(𝑦(0)[𝑡], 𝜌𝑦) × 𝑆(𝜉
(0) , 𝜌𝜉), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ . 

 (2.1.7) − (2.1.10) есебінің шешімі ұсынылған алгоитм бойынша табылады. 

Бастапқы жуықтау ретінде E шартынан (𝑦(0)[𝑡], 𝜉(0) ) жұбын алып, параметр 

бойынша келесі жуықтауды  

 

𝑄(𝜉, 𝑦(0)) = 0, 𝜉 ∈ 𝑅(𝑘+1)𝑛                       (2.1.27) 
 

теңдеуінен табамыз. 

 Теорема шарты бойынша 𝑄(𝜉, 𝑦(0)) операторы 𝑆(𝜉(0), 𝜌𝜉) облысында [85, 

41-бет] 1-теореманың барлық болжамдарын қанағаттандырады. 

 Ендігі кезекте 

 

𝜀0𝛽 ≤
1

2
,

𝛽

1 − 𝑞
‖𝑄(𝜉(0), 𝑦(0))‖ ≤  𝜌𝜉 

 

теңсіздігін қанағаттандыратын 𝜀0 > 0 санын таңдаймыз. 

 Сонда 𝑆(𝜉(0), 𝜌𝜉) облысында 
𝜕𝑄(𝜉,𝑦(0))

𝜕𝜉
 Якоби матрицасының бірқалыпты 

үзіліссіздігін пайдаланып, кез-келген 𝜉, 𝜉 ∈ 𝑆(𝜉(0), 𝜌𝜉) үшін  

 

‖𝜉 − 𝜉‖ < 𝛿0  

 

теңсіздігін қанағаттандыратын және  

 

‖
𝜕𝑄(𝜉, 𝑦(0))

𝜕𝜉
−
𝜕𝑄(𝜉, 𝑦(0))

𝜕𝜉
 ‖ < 𝜀0 

 

теңсіздігі ақиқат болатын 𝛿0 ∈ (0,
1

2
𝜌𝜉) санын табамыз. 

 𝛼 ≥ 𝛼0 = max {1,
𝛽

𝛿0
‖𝑄(𝜉(0), 𝑦(0))‖} санын таңдап алып, 

 

𝜉(1,0) = 𝜉(0), 𝜉(1,𝑠+1) = 𝜉(1,𝑠) −
1

𝛼
(
𝜕𝑄(𝜉(1,𝑠), 𝑦(0))

𝜕𝜉
)

−1

𝑄(𝜉(1,𝑠), 𝑦(0)), 

  𝑠 = 0,1,2, …     (2.1.28) 
 

итерациялық процесін тұрғызамыз. 
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 [85, 41 б] жұмыстағы 1-теорема бойынша, (2.1.28) итерациялық процесі 𝜉 

санына жинақталады және 𝑄(𝜉, 𝑦(0)) = 0 теңдеуінің оқшауланған шешімі 

болады және 

 

‖𝜉(1) − 𝜉(0)‖ ≤ 𝛽‖𝑄(𝜉(0), 𝑦(0))‖ ≤ 𝜌𝜉                    (2.1.29) 

 

бағалауы орынды. 

 Ұйғарымдарымыз бойынша (2.1.7), (2.1.8) Коши есебінің [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) 

аралығында 𝜉𝑟 = 𝜉𝑟
(1)

 бірге 𝑦𝑟
(1)(𝑡) жалғыз шешімі бар және 

 

‖𝑦𝑟
(1)(𝑡) − 𝑦𝑟

(0)(𝑡)‖ ≤ ‖‖ ∫ 𝐿 (‖𝜉𝑟
(1) − 𝜉𝑟

(0)‖ + ‖𝑦𝑟
(1)(𝜏) − 𝑦𝑟

(0)(𝜏)‖)

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑡

𝑑𝜏‖‖, 

𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , (2.1.30) 

 

‖𝑦𝑟
(1)(𝑡) − 𝑦𝑟

(0)(𝑡)‖ ≤ ‖‖ ∫ 𝐿 (‖𝜉𝑟
(1)
− 𝜉𝑟

(0)
‖ + ‖𝑦𝑟

(1)(𝜏) − 𝑦𝑟
(0)(𝜏)‖)

𝑡

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑑𝜏‖‖, 

𝑡 ∈ [
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
, 𝑡𝑟) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , (2.1.31) 

 

теңсіздіктерін қанағаттандырады. 

 Гронуолл-Беллман теңсіздігін пайдаланып,  

 

‖𝑦𝑟
(1)(𝑡) − 𝑦𝑟

(0)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝐿
(
𝑡𝑟+𝑡𝑟−1

2 −𝑡) − 1)‖𝜉𝑟
(1) − 𝜉𝑟

(0)‖, 

 

𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , (2.1.32) 

 

‖𝑦𝑟
(1)(𝑡) − 𝑦𝑟

(0)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝐿
(𝑡−

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

)
− 1)‖𝜉𝑟

(1) − 𝜉𝑟
(0)‖,  

 

𝑡 ∈ [
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
, 𝑡𝑟) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅            (2.1.33) 

 

бағалауларын аламыз. 

 (2.1.25), (2.1.26) теңсіздіктерінен 𝑦(1)[𝑡] = (𝑦1
(1)(𝑡), 𝑦2

(1)(𝑡),… , 𝑦𝑘+1
(1) (𝑡) ) ∈

𝑆(𝑦(0)[𝑡], 𝜌𝑦) аламыз. 
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 𝑄(𝜉, 𝑦) операторының құрылымын және 𝑄(𝜉(1), 𝑦(0)) = 0 теңдігін 

пайдаланып,  

 

𝛽‖𝑄(𝜉(1), 𝑦(1))‖ = 𝛽‖𝑄(𝜉(1), 𝑦(1)) − 𝑄(𝜉(1), 𝑦(0))‖ ≤ 𝛽max{2, ℎ‖𝐵‖ + ℎ‖𝐶‖} ∙ 
 

∙ max

(

 
 

∫ 𝐿‖𝑦𝑟
(1)(𝜏) − 𝑦𝑟

(0)(𝜏)‖

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑡

𝑑𝜏, ∫ 𝐿 ‖𝑦𝑟
(1)(𝜏) − 𝑦𝑟

(0)(𝜏)‖

𝑡

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑑𝜏 

)

 
 

 

 

бағалауын аламыз. 

 ‖𝑦𝑟
(1)(𝜏) − 𝑦𝑟

(0)(𝜏)‖ орнына (2.1.30), (2.1.31) өрнектерінің оң жақтарын 

алмастырып және интегралдарды есептеп,  

 

𝛽‖𝑄(𝜉(1), 𝑦(1))‖ ≤ 𝑞‖𝜉(1) − 𝜉(0)‖                  (2.1.34) 
 

бағалауды аламыз. 

 Біз 𝜌1 = 𝛽‖𝑄(𝜉
(1), 𝑦(1))‖ аламыз. 

 Егер 𝜉 ∈ 𝑆(𝜉(1), 𝜌1) болса, онда теореманың (𝑖𝑖), (𝑖𝑖𝑖) шарттары және 

(2.1.29), (2.1.34) бойынша біз 

 

‖𝜉 − 𝜉(0)‖ ≤ ‖𝜉 − 𝜉(1)‖ + ‖𝜉(1) − 𝜉(0)‖ < 𝛽‖𝑄(𝜉(1), 𝑦(1))‖ + ‖𝜉(1) − 𝜉(0)‖ ≤ 

 

≤ (𝑞 + 1)‖𝜉(1) − 𝜉(0)‖ <
𝛽

1 − 𝑞
‖𝑄(𝜉(0), 𝑦(0))‖ < 𝜌𝜉 ,  

 

бағалауын аламыз, яғни 𝑆(𝜉(1), 𝜌1) ⊂ 𝑆(𝜉(0), 𝜌𝜉). 

 𝑄(𝜉, 𝑦(1)) операторы 𝑆(𝜉(1), 𝜌1) облысында [85, 41 б] жұмыстағы 1-

теореманың барлық шарттарын қанағаттандырады. Сондықтан 

 

𝜉(2,0) = 𝜉(1), 𝜉(2,𝑠+1) = 𝜉(2,𝑠) −
1

𝛼
(
𝜕𝑄(𝜉(2,𝑠), 𝑦(1))

𝜕𝜉
)

−1

𝑄(𝜉(2,𝑠), 𝑦(1)), 

  𝑠 = 0,1,2, …  .    (2.1.35) 
 

итерациялық процесі 𝜉(2) ∈ 𝑆(𝜉(1), 𝜌1) санына жинақталады және 

 

𝑄(𝜉, 𝑦(1)) = 0 және ‖𝜉(2) − 𝜉(1)‖ ≤ 𝛽‖𝑄(𝜉(1), 𝑦(1))‖      (2.1.36) 
 

теңдеуінің оқшауланған шешімі болады. 

 Осыдан және (2.1.34) теңсіздігінен   
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‖𝜉(2) − 𝜉(1)‖ ≤ 𝑞‖𝜉(1) − 𝜉(0)‖                        (2.1.37) 
 

орындалатыны шығады. 

 (𝑦(𝑚)[𝑡], 𝜉(𝑚)) ∈ 𝑆(𝑦(0)[𝑡], 𝜌𝑦) × 𝑆(𝜉
(0)[𝑡], 𝜌𝜉) жұбы анықталған делік 

және 

 

‖𝜉(𝑚−1) − 𝜉(𝑚−2)‖ ≤ 𝑞‖𝜉(1) − 𝜉(0)‖,                 (2.1.38) 
 

𝛽‖𝑄(𝜉(𝑚−1), 𝑦(𝑚−1))‖ ≤ 𝑞‖𝜉(𝑚−1) − 𝜉(𝑚−2)‖       (2.1.39) 
 

бағалаулар орындалсын. 

 𝜉(𝑚) параметрі бойынша 𝑚-ші жуықтауды 𝑄(𝜉, 𝑦(𝑚−1)) = 0 теңдеуінен 

табуға болады.  

 (2.1.38), (2.1.39) және 𝑄(𝜉(𝑚−1), 𝑦(𝑚−2)) = 0 теңдігін пайдаланып, 

(2.1.34) ұқсас түрде 

 

𝛽‖𝑄(𝜉(𝑚−1), 𝑦(𝑚−1))‖ ≤ 𝑞𝑚−1‖𝜉(1) − 𝜉(0)‖       (2.1.40) 
 

теңсіздігін табамыз. 

 Енді 𝜌𝑚−1 = 𝛽‖𝑄(𝜉(𝑚−1), 𝑦(𝑚−1))‖ аламыз және 𝑆(𝜉(𝑚−1), 𝜌𝑚−1) ⊂

𝑆(𝜉(0), 𝜌𝜉) болатынын көрсетеміз.  

 Шынында, (2.1.38) − (2.1.40) теңсіздіктері және теореманың (𝑖𝑖𝑖) шарты 

бойынша  

 

‖𝜉 − 𝜉(0)‖ ≤ ‖𝜉 − 𝜉(𝑚−1)‖ + ‖𝜉(𝑚−1) − 𝜉(𝑚−2)‖ +⋯+ ‖𝜉(1) − 𝜉(0)‖ < 

 

< 𝜌𝑚−1 + 𝑞
𝑚−2‖𝜉(1) − 𝜉(0)‖ + ⋯+ ‖𝜉(1) − 𝜉(0)‖ ≤ 

 

< (𝑞𝑚−1 +⋯+ 𝑞 + 1)‖𝜉(1) − 𝜉(0)‖ <
𝛽

1 − 𝑞
‖𝑄(𝜉(0), 𝑦(0))‖ < 𝜌𝜉  

 

бағалауын аламыз.  

 𝑆(𝜉(𝑚−1), 𝜌𝑚−1) облысында 𝑄(𝜉, 𝑦(𝑚−1)) матрицасы [85, 41 б] жұмыстағы 

1-теореманың барлық шарттарын қанағаттандырады, онда 𝜉(𝑚) ∈

𝑆(𝜉(𝑚−1), 𝜌𝑚−1) бар болады және  𝑄(𝜉, 𝑦(𝑚−1)) = 0 теңдеуінің шешімі болады 

және  

 

‖𝜉(𝑚) − 𝜉(𝑚−1)‖ ≤ 𝛽‖𝑄(𝜉(𝑚−1), 𝑦(𝑚−1))‖             (2.1.41) 
 

бағалауы орынды. 
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 𝜉𝑟 = 𝜉𝑟
(𝑚)

 үшін (2.1.7), (2.1.8) Коши есебін шешіп 𝑦𝑟
(𝑚)(𝑡), 𝑡 ∈

[𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  функцияларын табамыз. 

 Егер 𝜌𝑚 = 𝛽‖𝑄(𝜉(𝑚), 𝑦(𝑚))‖ = 0 болса, онда 𝑄(𝜉(𝑚), 𝑦(𝑚)) = 0. Осыдан 

𝑦𝑟
(𝑚)(𝑡) функциясы [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  аралығында 𝜉𝑟 = 𝜉𝑟

(𝑚)
 параметрімен 

бірге (2.1.7), (2.1.8) Коши есебінің шешімі болатынын ескеріп,  

 

𝐵𝑦1
(𝑚)(0) + 𝐵𝜉1

(𝑚)
+ 𝐶 lim

𝑡→𝑇−0
𝑦𝑘+1
(𝑚)(𝑡) + 𝐶𝜉𝑘+1

(𝑚)
= 𝑑, 

  

𝑦𝑖+1
(𝑚)(𝑡𝑖 + 0) + 𝜉𝑖+1

(𝑚) − lim
𝑡→𝑡𝑖−0

𝑦𝑖
(𝑚)(𝑡) − 𝜉𝑖

(𝑚) = 𝑠𝑖, 𝑖 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅, 

 

теңдіктерін аламыз, яғни (𝑦(𝑚)[𝑡], 𝜉(𝑚)) жұбы (2.1.7) − (2.1.10) есептің шешімі. 

 (2.1.40), (2.1.41) және Гронуолл-Беллман теңсіздігін пайдаланып,  

 

‖𝜉(𝑚) − 𝜉(𝑚−1)‖ ≤ 𝑞‖𝜉(𝑚−1) − 𝜉(𝑚−2)‖,                   (2.1.42) 
 

‖𝑦𝑟
(𝑚)(𝑡) − 𝑦𝑟

(𝑚−1)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝐿
(
𝑡𝑖+𝑡𝑖−1

2 −𝑡) − 1)‖𝜉𝑟
(𝑚) − 𝜉𝑟

(𝑚−1)‖, 

 

𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,                 (2.1.43) 

 

‖𝑦𝑟
(𝑚)(𝑡) − 𝑦𝑟

(𝑚−1)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝐿
(𝑡−

𝑡𝑖+𝑡𝑖−1
2

)
− 1)‖𝜉𝑟

(𝑚) − 𝜉𝑟
(𝑚−1)‖, 

 

𝑡 ∈ [
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
, 𝑡𝑟) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅                   (2.1.44) 

 

бағалауларын орнатамыз. 

 (2.1.42) − (2.1.44) теңсіздіктерінен және 𝑞 < 1 болса, онда (𝑦(𝑚)[𝑡], 𝜉(𝑚)) 

тізбектер жұбы 𝑚 → ∞ болғанда (𝑦∗[𝑡], 𝜉∗) жұбына жинақталады және ол 
(2.1.7) − (2.1.10) есебінің шешімі болады. Сонымен қатар, 2.1.1-теореманың 𝑖𝑖𝑖) 

және 𝑖𝑣) теңсіздіктері бойынша (𝑦(𝑚)[𝑡], 𝜉(𝑚)),𝑚 ∈ 𝑁 және (𝑦∗[𝑡], 𝜉∗) жұптары 

𝑆(𝑦(0)[𝑡], 𝜌𝑦) × 𝑆(𝜉
(0), 𝜌𝜉) облысына тиісті болады.  

 𝑙 → ∞ болғанда шекке көшіп,  

 

‖𝜉(𝑚+𝑙) − 𝜉(𝑚)‖ ≤
𝑞𝑚

1 − 𝑞
𝛽‖𝑄(𝜉(0), 𝑦(0))‖, 

 

‖𝑦𝑟
(𝑚+𝑙)(𝑡) − 𝑦𝑟

(𝑚)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝐿
(
𝑡𝑟+𝑡𝑟−1

2
−𝑡) − 1)‖𝜉𝑟

(𝑚+𝑙) − 𝜉𝑟
(𝑚)‖,  
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𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

‖𝑦𝑟
(𝑚+𝑙)(𝑡) − 𝑦𝑟

(𝑚)(𝑡)‖ ≤ (𝑒
𝐿(𝑡−

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

)
− 1)‖𝜉𝑟

(𝑚+𝑙)
− 𝜉𝑟

(𝑚)
‖,  

 

𝑡 ∈ [
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
, 𝑡𝑟) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 
(2.1.20), (2.1.21) бағалауларын аламыз. 

 Енді шешімнің оқшаулығын көрсетейік. Айталық, (�̃�[𝑡], 𝜉 ) жұбы  

(2.1.7) − (2.1.10) есебінің 𝑆(𝑦(0)[𝑡], 𝜌𝑦) × 𝑆(𝜉
(0), 𝜌𝜉) облысына тиісті шешімі 

болсын. 

 Онда 

 

‖𝜉 − 𝜉(0)‖ + 𝛿1 < 𝜌𝜉 , 

 

(𝑒𝐿
(
𝑡𝑟+𝑡𝑟−1

2 −𝑡) − 1)‖𝜉 − 𝜉(0)‖ + 𝛿2 < 𝜌𝑦, 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , 

 

(𝑒𝐿
(𝑡−

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

)
− 1) ‖𝜉 − 𝜉(0)‖ + 𝛿2 < 𝜌𝑦, 𝑡 ∈ [

𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1
2

, 𝑡𝑟) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

теңсіздіктері орындалатын 𝛿1 > 0,  𝛿2 > 0 сандары табылады. 𝜉 = 𝜉, 𝜉𝑟 = 𝜉𝑟
(0)

 

болғанда сәйкесінше �̃�𝑟(𝑡), 𝑦𝑟
(0)(𝑡) функциялары (2.1.7), (2.1.8) Коши есебінің 

шешімдері екенін ескере отырып, Гронуолл – Беллман теңсіздігін пайдаланып 

 

‖�̃�𝑟(𝑡) − 𝑦𝑟
(0)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝐿

(
𝑡𝑟+𝑡𝑟−1

2
−𝑡) − 1) ‖𝜉 − 𝜉(0)‖, 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,

𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1
2

), 

 

  𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , 
 

‖�̃�𝑟(𝑡) − 𝑦𝑟
(0)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝐿

(𝑡−
𝑡𝑟+𝑡𝑟−1

2
)
− 1) ‖𝜉 − 𝜉(0)‖, 𝑡 ∈ [

𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1
2

, 𝑡𝑟), 

 

 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

бағалауларын аламыз.  

 Енді, егер 𝜉 ∈ 𝑆(𝜉, 𝛿1), 𝑦[𝑡] ∈ 𝑆𝐼(�̃�[𝑡], 𝛿2) болса, онда 

 

‖𝜉 − 𝜉(0)‖ ≤ ‖𝜉 − 𝜉‖ + ‖𝜉 − 𝜉(0)‖ < 𝛿1 + ‖𝜉 − 𝜉
(0)‖ < 𝜌𝜉 , 

 

‖𝑦𝑟(𝑡) − 𝑦𝑟
(0)(𝑡)‖ ≤ ‖𝑦𝑟(𝑡) − �̃�𝑟(𝑡)‖ + ‖�̃�𝑟(𝑡) − 𝑦𝑟

(0)(𝑡)‖ < 
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< 𝛿2 + ‖�̃�𝑟(𝑡) − 𝑦𝑟
(0)(𝑡)‖ < 𝜌𝑦, 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,

𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1
2

) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , 

 

‖𝑦𝑟(𝑡) − 𝑦𝑟
(0)(𝑡)‖ ≤ ‖𝑦𝑟(𝑡) − �̃�𝑟(𝑡)‖ + ‖�̃�𝑟(𝑡) − 𝑦𝑟

(0)(𝑡)‖ < 

 

< 𝛿2 + ‖�̃�𝑟(𝑡) − 𝑦𝑟
(0)(𝑡)‖ < 𝜌𝑦, 𝑡 ∈ [

𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1
2

, 𝑡𝑟) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , 

 

𝜉 ∈ 𝑆(𝜉(0), 𝜌𝜉), 𝑦[𝑡] ∈ 𝑆𝐼(𝑦
(0)[𝑡], 𝜌𝑦) аламыз, яғни 𝑆(𝜉, 𝛿1) ⊂ 𝑆(𝜉(0), 𝜌𝜉), 

𝑆(�̃�[𝑡], 𝛿2) ⊂ 𝑆(𝑦(0)[𝑡], 𝜌𝑦).  

 

𝜀 ∙ 𝛽 < 1, 𝑞 < 1 − 𝜀 ∙ 𝛽                                    (2.1.45) 
 

теңсіздіктері орындалатын 𝜀 > 0 санын аламыз.  

 𝐺𝑓(𝜌𝑥) облысында 𝑓𝑥
′(𝑡, 𝑥) туындысының бірқалыпты үзіліссіздігінен және  

𝜕𝑄(𝜉,𝑦(0))

𝜕𝜉
 Якоби матрицасының құрылымынан оның 𝑆(𝜉, 𝛿1) × 𝑆(�̃�[𝑡], 𝛿2) 

облысында бірқалыпты үзіліссіздігі шығады. Сондықтан барлық (𝜉, 𝑦) ∈

𝑆(𝜉, 𝛿) × 𝑆(�̃�[𝑡], 𝛿) үшін 

 

‖
𝜕𝑄(𝜉, 𝑦)

𝜕𝜉
−
𝜕𝑄(𝜉, �̃�)

𝜕𝜉
 ‖ < 𝜀 

 

орындалатын 𝛿 ∈ (0,min{𝛿1, 𝛿2}] саны табылады. Егер (𝜉, �̃�[𝑡]) жұбы (2.1.7) −

(2.1.10) есебінің шешімі болса, онда 𝑄(𝜉, �̃�) = 0.   

 Айталық, (𝜉, �̂�[𝑡]) ∈ 𝑆(𝜉, 𝛿) × 𝑆(�̃�[𝑡], 𝛿) (2.1.7) − (2.1.10) есебінің басқа  

шешімі болсын. 𝑄(𝜉, �̃�) = 0 және 𝑄(𝜉, �̂�) = 0 болғандықтан 

 

𝜉 = 𝜉 − (
𝜕𝑄(𝜉, �̃�)

𝜕𝜉
)

−1

𝑄(𝜉, �̃�), 𝜉 = 𝜉 − (
𝜕𝑄(𝜉, �̂�)

𝜕𝜉
)

−1

𝑄(𝜉, �̂�) 

 

теңдіктерінен 

 

𝜉 − 𝜉 = −(
𝜕𝑄(𝜉, �̃�)

𝜕𝜉
)

−1

∫
𝜕𝑄(𝜉 + 𝜃(𝜉 − 𝜉), �̃�)

𝜕𝜉
−

1

0

𝜕𝑄(𝜉, �̃�)

𝜕𝜉
𝑑𝜃 ∙ (𝜉 − 𝜉) − 

 

−(
𝜕𝑄(𝜉, �̃�)

𝜕𝜉
)

−1

(𝑄(𝜉, �̃�) − 𝑄(𝜉, �̂�)), 
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аламыз, осыдан 

 

‖𝜉 − 𝜉‖ ≤
𝛽

1 − 𝑞
‖𝑄(𝜉, �̃�) − 𝑄(𝜉, �̂�)‖ ≤

𝛽

1 − 𝑞
max{2, ℎ‖𝐵‖ + ℎ‖𝐶‖} ∙ 

 

∙ max

(

 
 

∫ 𝐿‖�̃�𝑟(𝜏) − �̂�𝑟(𝜏)‖

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑡

𝑑𝜏, ∫ 𝐿‖�̃�𝑟(𝜏) − �̂�𝑟(𝜏)‖

𝑡

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑑𝜏 

)

 
 
 (2.1.46) 

 

шығады. 

 

‖�̃�𝑟(𝜏) − �̂�𝑟(𝜏)‖ ≤ 

 

‖�̃�𝑟(𝑡) − �̂�𝑟(𝑡)‖ ≤ ‖‖ ∫ 𝐿(‖𝜉𝑟 − 𝜉𝑟‖ + ‖�̃�𝑟(𝜏) − �̂�𝑟(𝜏)‖)

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑡

𝑑𝜏‖‖, 

𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , 

 

‖�̃�𝑟(𝑡) − �̂�𝑟(𝑡)‖ ≤ ‖‖ ∫ 𝐿(‖𝜉𝑟 − 𝜉𝑟‖ + ‖�̃�𝑟(𝜏) − �̂�𝑟(𝜏)‖)

𝑡

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

𝑑𝜏‖‖, 

𝑡 ∈ [
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
, 𝑡𝑟) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , 

 

бағалауларынан Гронуолл-Беллман леммасы бойынша 

 

‖�̃�𝑟(𝑡) − �̂�𝑟(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝐿
(
𝑡𝑟+𝑡𝑟−1

2 −𝑡) − 1) ‖𝜉𝑟 − 𝜉𝑟‖, 

 

𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , 

 

‖�̃�𝑟(𝑡) − �̂�𝑟(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝐿
(𝑡−

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1
2

)
− 1)‖𝜉𝑟 − 𝜉𝑟‖,  

 

𝑡 ∈ [
𝑡𝑟 + 𝑡𝑟−1

2
, 𝑡𝑟) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

(2.1.48) 
 

бағалауларын аламыз. Осы шыққан бағалауларды (2.1.46) бағалауына қойып 
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‖𝜉 − 𝜉‖ ≤
𝑞

1 − 𝜀𝛽
‖𝜉 − 𝜉‖                           (2.1.48) 

 

бағалауын орнатамыз. 

Осылайша, (2.1.45), (2.1.47), (2.1.48) теңсіздіктерін ескерсек 𝜉𝑟 = 𝜉𝑟, �̃�𝑟(𝑡) =

�̂�𝑟(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,
𝑡𝑟+𝑡𝑟−1

2
) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  , �̃�𝑟(𝑡) = �̂�𝑟(𝑡), 𝑡 ∈ [

𝑡𝑟+𝑡𝑟−1

2
, 𝑡𝑟) , 𝑟 = 1, 𝑘 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  

екендігі шығады. 2.1.1-теорема дәлелденді. 

 (2.1.1) − (2.1.3) және (2.1.7) − (2.1.10) есептері эквивалентті 

болғандықтан келесі тұжырым орынды. 

 2.1.2-теорема. Айталық, 2.1.1-теореманың шарттары орындалсын. Онда 

(2.1.1) − (2.1.3) есебінің 𝑆(𝑥(0)(𝑡), 𝜌𝑥) облысында оқшауланған шешімі бар 

болады. 

 

2.2. Жәй дифференциалдық теңдеуі үшін екінүктелі шеттік есепті шешудің 

параметрлеу әдісі алгоритмінің бір модификациясы 

Бұл бөлімшеде алдағы бөлімшеде қарастырылатын бекітілмеген мезеттегі 

импульс әсерлі шеттік есептің шешілімдік шарттарын алу үшін қажетті көмекші 

нәтижені, яғни екінүктелі сызықты шеттік есебін шешу алгоритмінің бір 

модификациясы ұсынылады. 

Екінүктелі сызықты шеттік есебін қарастырамыз: 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥 + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2), 𝑥 ∈ 𝑅

𝑛,                   (2.2.1) 

 

𝐵𝑥(𝑡1) + 𝐶𝑥(𝑡2) = 𝑑, 𝑑 ∈ 𝑅
𝑛                             (2.2.2) 

 

мұндағы 𝐴(𝑡), 𝑓(𝑡) − [𝑡1, 𝑡2] аралығында үзіліссіз, 𝐵 және 𝐶 − берілген 𝑛 × 𝑛 

матрицалар, 𝑑 −  берілген 𝑛 − вектор, ‖𝑥‖ = max
𝑟=1,2

|𝑥𝑖|, ‖𝐴(𝑡)‖ =

max
𝑟=1,2

∑ |𝑎𝑖,𝑗(𝑡)|
𝑛
𝑗 ≤ 𝛼 , 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡.  

𝐶([𝑡1, 𝑡2], 𝑅
𝑛) арқылы ‖𝑥‖0 = max

𝑡∈[𝑡1,𝑡2]
‖𝑥(𝑡)‖ нормалы үзіліссіз 𝑥: [𝑡1, 𝑡2] →

𝑅𝑛  функциялар кеңістігін белгілейік.  

2.2.1 – анықтама. (2.2.1), (2.2.2) есебінің шешімі деп (𝑡1, 𝑡2) аралығында 

үзіліссіз дифференциалданатын және (2.2.1) теңдеуін, (2.2.2) шеттік шартын 

қанағаттандыратын 𝑥∗(𝑡) ∈ 𝐶([𝑡1, 𝑡2], 𝑅
𝑛) функциясын атаймыз. 

Есептің қойылымы. (2.2.1), (2.2.2) есебін шешу алгоритмін құру және 

оның жалғыз шешімінің бар болуының жеткілікті шарттарын орнату қажет.  

Айталық, 𝑡0 ∈ (𝑡1, 𝑡2) болсын.  

∆𝑟= [𝑡𝑟 , 𝑡0) = {
[𝑡𝑟 , 𝑡0), 𝑡𝑟 < 𝑡0,
(𝑡0, 𝑡𝑟], 𝑡𝑟 > 𝑡0,

  𝑟 = 1,2, және ∆𝑟 аралығында функция 

индикаторы болатын 𝐼𝑟[𝑡𝑟 , 𝑡0) = {
1, 𝑡 ∈ ∆𝑟 ,
0, 𝑡 ∉ ∆𝑟,

  𝑟 = 1,2 белгілеулерін енгіземіз. 
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𝐶([𝑡1, 𝑡2], 𝑡0, 𝑅
2𝑛) арқылы ‖𝑥[∙]‖1 = max

𝑟=1,2
𝑠𝑢𝑝
𝑡∈∆𝑟

‖𝑥𝑟(𝑡)‖ < ∞ нормалы Банах 

кеңістігіндегі 𝑥[𝑡] = (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) функциялар жүйесін белгілейміз, мұндағы 

𝑥𝑟: ∆𝑟→ 𝑅𝑛, (𝑟 = 1,2) үзіліссіз және lim
𝑡→𝑡0−0

𝑥1(𝑡) < ∞, lim
𝑡→𝑡0+0

𝑥2(𝑡) < ∞. 

𝜆1 = 𝑥(𝑡1), 𝜆2 = 𝑥(𝑡2) параметрлерін енгіземіз және 𝑢𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡) ∙ 𝐼∆𝑟(𝑡) −

𝜆𝑟 , 𝑡 ∈ ∆𝑟, 𝑟 = 1,2 алмастыруын жасап,  

 
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝜆𝑟 + 𝑢𝑟) + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ ∆𝑟 , 𝑟 = 1,2,              (2.2.3) 

 

𝑢𝑟(𝑡𝑟) = 0, 𝑟 = 1,2,                                  (2.2.4) 
 

𝐵𝜆1 + 𝐶𝜆2 = 𝑑,                                     (2.2.5) 
 

𝜆1 + lim
𝑡→𝑡0−0

𝑢1(𝑡) = 𝜆2 + lim
𝑡→𝑡0+0

𝑢2(𝑡)                 (2.2.6) 

 

параметрлі көпнүктелі шеттік есебін аламыз. 
(2.2.3) − (2.2.6) есебінің шешімі элементтері 𝜆∗ = (𝜆1

∗, 𝜆2
∗) ∈

𝑅2𝑛, 𝑢∗[𝑡] = (𝑢1
∗(𝑡), 𝑢2

∗(𝑡)) ∈ 𝐶([𝑡1, 𝑡2], 𝑡0, 𝑅
2𝑛) болатын (𝜆∗, 𝑢∗[𝑡]) жұбы 

болады,  мұндағы 𝑢𝑟
∗(𝑡) функциясы 𝜆𝑟 = 𝜆𝑟

∗, 𝑟 = 1,2 болғанда (2.2.3), (2.2.4) 
Коши есебінің шешімі және lim

𝑡→𝑡0−0
𝑢1(𝑡), lim

𝑡→𝑡0+0
𝑢2(𝑡) үшін (2.2.5), (2.2.6) 

теңдіктері орындалады.  

Бекітілген 𝜆𝑟 параметрі үшін (2.2.3), (2.2.4) Коши есебі  

 

𝑢𝑟(𝑡) = ∫ 𝐴(𝜏1)(𝜆𝑟 + 𝑢𝑟(𝜏1))𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+∫ 𝑓(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

, 𝑡 ∈ ∆𝑟, 𝑟 = 1, 2.     (2.2.7) 

 

түріндегі екінші текті Вольтерра интегралдық теңдеуіне эквивалентті. 

 (2.2.7) теңдікте 𝑢𝑟(𝑡) орнына сәйкесінше теңдіктің оң жағын қойып және 

осы процессті 𝜐 рет (𝜐 ∈ ℕ)  қайталап, 𝑢𝑟(𝑡) үшін  

 

𝑢𝑟(𝑡) = (∫𝐴(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝐴(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

+

𝑡

𝑡𝑟

 

 

+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

) ∙ 𝜆1 + (∫𝑓(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ 

 

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝑓(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

+

𝑡

𝑡𝑟

∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝑓(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

) + 
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+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑢𝑟(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐𝑑𝜏𝜐−1…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2 

 

өрнегін аламыз. 

  

𝐷𝜐,𝑟(𝑡) = ∫𝐴(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝐴(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

+ 

 

+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

, 

   

𝐹𝜐,𝑟(𝑡) = ∫𝑓(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝑓(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

+ 

 

+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝑓(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

, 

  

𝐺𝜐,𝑟(𝑢𝑟 , 𝑡) = ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑢𝑟(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐𝑑𝜏𝜐−1…𝑑𝜏1,

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

 

𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2,   (2.2.8) 
 

белгілеулерін енгізіп, (2.2.8) теңдігін 

 

𝑢𝑟(𝑡) = 𝐷𝜐,𝑟(𝑡) ∙ 𝜆1 + 𝐹𝜐,𝑟(𝑡) + 𝐺𝜐,𝑟(𝑢𝑟 , 𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡𝑟], 𝑟 = 1,2, (2.2.9) 
 

түрінде жазамыз. 

 Енді 

 

lim
𝑡→𝑡0−0

𝑢1(𝑡) = 𝐷𝜐,1(𝑡0) ∙ 𝜆1 + 𝐹𝜐,1(𝑡0) + 𝐺𝜐,1(𝑢1, 𝑡0), 

 

lim
𝑡→𝑡0+0

𝑢2(𝑡) = 𝐷𝜐,2(𝑡0) ∙ 𝜆2 + 𝐹𝜐,2(𝑡0) + 𝐺𝜐,2(𝑢2, 𝑡0), 

 

шектерінің мәндерін (2.2.6) теңдігіне қойып, 𝜆 параметрі мен 𝑡0 мәндеріне 

қатысты  
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𝑄𝜐(𝑡0) ∙ 𝜆 = 𝐹𝜐(𝑡0) + 𝐺𝜐(𝑢, 𝑡0), 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2) ∈ 𝑅
2𝑛, (2.2.10) 

 

𝑃𝜐(𝑡0, 𝜆1, 𝑢1) = 0, 𝑡0 ∈ 𝑅,                               (2.2.11) 
 

теңдеулерін аламыз, мұндағы 

 

𝑄𝜐(𝑡0) = (
𝐵 𝐶

𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡0) −𝐼 − 𝐷𝜐,2(𝑡0)
), 

 

𝐹𝜐(𝑡0) = (
𝑑

𝐹𝜐,2(𝑡0) − 𝐹𝜐,1(𝑡0)
) , 𝐺𝜐(𝑢, 𝑡0) = (

𝑂𝑛×1
𝐺𝜐,2(𝑢1, 𝑡0) − 𝐺𝜐,1(𝑢2, 𝑡0)

), 

 

𝑃𝜐(𝑡0, 𝜆1, 𝑢1) = 𝑡0 + 𝛽 ∙ ((𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡0)) ∙ 𝜆1 + 𝐹𝜐,1(𝑡0) + 𝐺𝜐,1(𝑢1, 𝑡0)) . 

 
(2.2.10) теңдеуінің бірмәнді шешілуі үшін 𝑄𝜐(𝑡0) матрицасының қайтымды 

болсын. Осы мақсатпен блокты матрицаның қайтымды болуы үшін Фробениус 

формуласын [109, 62 б] пайдаланамыз. Алдымен  

 

𝐻𝜐
−1(𝑡0) = −(𝐼 + 𝐷𝜐,2(𝑡0)) − (𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡0)) ∙ 𝐵

−1 ∙ 𝐶 

 

матрицасын анықтаймыз. Онда 𝑄𝜐(𝑡0) матрицасына кері матрица 

 

(𝑄𝜐(𝑡0))
−1
= 

= (
𝐵−1 ∙ (𝐼 + 𝐶 ∙ 𝐻𝜐

−1(𝑡0) ∙ (𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡0)) ∙ 𝐵
−1) −𝐵−1 ∙ 𝐶 ∙ 𝐻𝜐

−1(𝑡0)

−𝐻𝜐
−1(𝑡0) ∙ (𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡0)) ∙ 𝐵

−1 −𝐻𝜐
−1(𝑡0)

), 

 

түрінде болады. 

Элементтері 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2) ∈ 𝑅
2𝑛, 𝑢[𝑡] =  (𝑢1(𝑡), 𝑢2(𝑡)) ∈ 𝐶([𝑡1, 𝑡2], 𝑡0, 𝑅

2𝑛) 

болатын (𝜆, 𝑢[𝑡]) жұптар тізбегін құрамыз.  

0 - қадам. 

(a) 𝜆(0) = (𝜆1
(0)
, 𝜆2
(0)
) ∈ 𝑅2𝑛 параметрін 𝑄𝑣(𝑡0)𝜆 = 𝐹𝑣(𝑡0) теңдеулер жүйесінен 

табамыз; 

(b) 𝑢(0)[𝑡] = (𝑢1
(0)(𝑡), 𝑢2

(0)(𝑡)) функциялар жүйесінің компоненттерін 

 
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡) (𝜆𝑟
(0)
+ 𝑢𝑟) + 𝑓(𝑡), 𝑢𝑟(𝑡𝑟) = 0, 𝑡 ∈ Δ𝑟, 𝑟 = 1,2,      (2.2.12) 

 

Коши есебін шешу арқылы табамыз; 

(c)  
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𝑥(0)(𝑡) =

{
 
 

 
 𝜆1

(0)
+ 𝑢1

(0)(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡0) болса

𝜆1
(0)
+ lim
𝑡→𝑡0−0

𝑢1
(0)(𝑡) немесе

𝜆2
(0)
+ 𝑢2

(0)(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡2] болса

𝜆2
(0)
+ lim
𝑡→𝑡0+0

𝑢2
(0)(𝑡),  𝑡 = 0 болса,   

 

функциясын анықтаймыз. 

1 - қадам.  

(a) 𝜆(1) = (𝜆1
(1)
, 𝜆2
(1)
) ∈ 𝑅2𝑛 параметрін 𝑄𝑣(𝑡0)𝜆 = 𝐹𝑣(𝑡0) + 𝐺𝑣(𝑣

(0), 𝑡0)  

теңдеулер жүйесінен табамыз; 

(b) 𝑢(1)[𝑡] = (𝑢1
(1)(𝑡), 𝑢2

(1)(𝑡)) функциялар жүйесінің компоненттерін 

 

 
𝑑𝑢𝑟

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡) (𝜆𝑟

(1)
+ 𝑢𝑟) + 𝑓(𝑡), 𝑢𝑟(𝑡𝑟) = 0, 𝑡 ∈ Δ𝑟 , 𝑟 = 1,2,      (2.2.13) 

 

Коши есебін шешу арқылы табамыз; 

(c)  

𝑥(1)(𝑡) =

{
 
 

 
 𝜆1

(1)
+ 𝑢1

(1)(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡0) болса

𝜆1
(1)
+ lim
𝑡→𝑡0−0

𝑢1
(1)(𝑡) немесе

𝜆2
(1)
+ 𝑢2

(1)(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡2] болса

𝜆2
(1)
+ lim
𝑡→𝑡0+0

𝑢2
(1)(𝑡),  𝑡 = 0 болса,   

 

функциясын анықтаймыз. 

Осы процессті жалғастырып, {(𝜆(𝑘), 𝑢(𝑘)[𝑡])}
𝑘=0

∞
 жұптар тізбегін және 

{𝑥(𝑘)(𝑡)}
𝑘=0

∞
 функциялар тізбегін аламыз. 

 Ұсынылған алгоритмнің жинақтылығының, сонымен қатар (2.2.3) −
 (2.2.6) есебінің жалғыз шешімінің болуының да жеткілікті шарттарын 

тұжырымдаймыз.  

2.2.1 - теорема. Айталық, қайсыбір 𝑡0 ∈ (𝑡1, 𝑡2), 𝑣 ∈ 𝑁 үшін В, 

𝐻𝑣(𝑡0): 𝑅
𝑛 → 𝑅𝑛 матрицалары қайтымды және   

 

‖𝑄𝑣(𝑡0)
−1‖ ≤ 𝛾𝑣(𝑡0),                                              (2.2.14) 

 

𝑞𝑣(𝑡0) < 1,                                                    (2.2.15) 
 

теңсіздіктері орындалсын, мұндағы  

 

𝑞𝑣(𝑡0) = 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ 2𝑚𝑎𝑥
𝑟=1,2

(𝑒𝛼∙|𝑡0−𝑡𝑟| −∑
(𝛼|𝑡0 − 𝑡𝑟|)

𝑗

𝑗!

𝑣

𝑗=0

) . 
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Онда ұсынылған алгоритм жинақталады, яғни {(𝜆(𝑘), 𝑢(𝑘)[𝑡])}
𝑘=0

∞
 жұптар 

тізбегі 𝑘 → ∞ болғанда (2.2.3) − (2.2.6) есебінің (𝜆∗, 𝑢∗[𝑡]) жалғыз шешіміне  

жинақталады және  

 

‖𝜆∗ − 𝜆(𝑘)‖ ≤
𝑞𝑣
𝑘(𝑡0)

1 − 𝑞𝑣(𝑡0)
 ‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖,                      (2.2.16) 

 

‖𝑢∗[∙] − 𝑢(𝑘)[∙]‖
1
≤ (𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1) ‖𝜆(∗) − 𝜆(𝑘)‖, 𝑘 = 0, 1, 2,…    (2.2.17) 

 

бағалаулары орынды. 

Дәлелдеуі. Ұсынылған алгоритмге сай анықталған жұптар тізбегі жинақты 

болатынын көрсетеміз. Ұйғарым бойынша 𝑄𝑣(𝑡0) матрицасы қайтымды 

болғандықтан жалғыз 𝜆(0) параметрі табылады. ‖𝜆(0)‖ бағалауын табамыз: 

 

‖𝜆(0)‖ = ‖𝑄𝑣(𝑡0)
−1 ∙ 𝐹𝑣(𝑡0)‖ ≤ 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ 𝑚𝑎𝑥{‖𝑑‖, ‖𝐹𝑣,2(𝑡0) − 𝐹𝑣,1(𝑡0)‖} ≤ 

 

≤ 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ 𝑚𝑎𝑥 {‖𝑑‖, 2 max
𝑟=1,2

{𝐹𝑣(𝑡0)}} ≤ 

 

≤ 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ 𝑚𝑎𝑥 {‖𝑑‖, 2 max
𝑟=1,2

sup
𝑡∈∆𝑟

{𝑓(𝑡)} ∙ max
𝑟=1,2

{∑
(𝛼|𝑡0 − 𝑡𝑟|)

𝑗

𝑗!

𝑣−1

𝑗=0

}} ≤ 

 

≤ 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ 𝑚𝑎𝑥 {‖𝑑‖, 2 max
𝑟=1,2

sup
𝑡∈∆𝑟

‖𝑓(𝑡)‖} ∙ 𝑚𝑎𝑥 {1, max
𝑟=1,2

{∑
(𝛼|𝑡0 − 𝑡𝑟|)

𝑗

𝑗!

𝑣−1

𝑗=0

}}. 

 

Ұйғарым бойынша 𝜆𝑟 = 𝜆𝑟
(0)

 болғанда (2.2.3), (2.2.4) Коши есебінің 𝑢𝑟
(0)(𝑡) 

жалғыз шешімі бар болады және 

  

‖𝑢𝑟
(0)(𝑡)‖ = ‖∫ 𝐴(𝜏1)

𝑡

𝑡𝑟

(𝜆𝑟
(0) + 𝑢𝑟

(0)(𝜏1)) 𝑑𝜏1 + ∫𝑓(𝜏1)

𝑡

𝑡𝑟

𝑑𝜏1‖ ≤ 

 

≤ ∫ 𝛼
𝑡

𝑡𝑟

(‖𝜆𝑟
(0)‖ + ‖𝑢𝑟

(0)(𝜏1)‖) 𝑑𝜏1 + |𝑡 − 𝑡𝑟| ∙ sup
𝑡∈∆𝑟

‖𝑓(𝑡)‖ ≤ 

 

≤ ∫ 𝛼
𝑡

𝑡𝑟

(‖𝜆𝑟
(0)‖ + ‖𝑢𝑟

(0)(𝜏1)‖) 𝑑𝜏1 + |𝑡0 − 𝑡𝑟| ∙ sup
𝑡∈∆𝑟

‖𝑓(𝑡)‖ , 𝑡 ∈ ∆𝑟 , 𝑟 = 1,2, 

 

Гронуолл-Беллман теңсіздігі бойынша  
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‖𝑢𝑟
(0)(𝑡)‖ = (𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1) ∙ ‖𝜆𝑟

(0)‖ + |𝑡0 − 𝑡1| ∙ sup
𝑡∈∆𝑟

‖𝑓(𝑡)‖ ∙ 𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟|,  

𝑡 ∈ ∆𝑟 , 𝑟 = 1,2, 
 

аламыз. 

Алгоритм бойынша 𝜆(1) параметрін анықтаймыз және ‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖ бағалаймыз: 

 

‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖ = ‖𝑄𝑣(𝑡0)
−1 ∙ (𝐹𝑣(𝑡0) + 𝐺𝑣(𝑢

(0), 𝑡0)) − (𝑄𝑣(𝑡0))
−1
∙ 𝐹𝑣(𝑡0)‖ = 

 

= ‖(𝑄𝑣(𝑡0))
−1
∙ 𝐺𝑣(𝑢

(0) , 𝑡0)‖ ≤ 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ ‖𝐺𝑣,2 (𝑢2
(0)
, 𝑡0) − 𝐺𝑣,1 (𝑢1

(0)
, 𝑡0)‖ ≤ 

 

≤ 2 ∙ 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ max
𝑟=1,2

‖𝐺𝑣,𝑟 (𝑢𝑟
(0), 𝑡0)‖ ≤ 

 

≤ 2 ∙ 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ max
𝑟=1,2

{
(𝛼|𝑡0 − 𝑡𝑟|)

𝑣

𝑣!
, sup
𝑡∈∆𝑟

‖𝑢𝑟
(0)(𝑡)‖ }. 

 
[𝑡1, 𝑡2] аралығында үзіліссіз 𝐴(𝑡) матрицасы және 𝑓(𝑡) вектор – функциясы, 

сондай – ақ 𝜆(1) ∈ 𝑅2𝑛 , 𝑢(0)[𝑡] көмегімен (2.2.13) формуласы бойынша 𝑢(1)[𝑡] =

(𝑢1
(1)(𝑡), 𝑢2

(1)(𝑡)) функциялар жүйесінің компоненттерін анықтаймыз және  

‖𝑢1
(1)(𝑡) − 𝑢2

(0)
(𝑡)‖ бағалаймыз: 

 

‖𝑢1
(1)(𝑡) − 𝑢2

(0)(𝑡)‖ = ‖∫𝐴(𝜏1) (𝜆𝑟
(1)
+ 𝑢𝑟

(1)(𝜏1) − 𝜆𝑟
(0)
− 𝑢𝑟

(0)(𝜏1)) 𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

‖ ≤ 

 

≤ ∫𝛼 (‖𝜆𝑟
(1) − 𝜆𝑟

(0)‖ + ‖𝑢𝑟
(1)(𝜏1) − 𝑢𝑟

(0)(𝜏1)‖)

𝑡

𝑡𝑟

𝑑𝜏1, 𝑡 ∈ ∆𝑟, 𝑟 = 1,2. 

 

Гронуолл-Беллман леммасын пайдаланып 

 

‖𝑢𝑟
(1)(𝑡) − 𝑢𝑟

(0)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1) ∙ ‖𝜆𝑟
(1) − 𝜆𝑟

(0)‖ , 𝑡 ∈ ∆𝑟, 𝑟 = 1,2  (2.2.18) 

 

 

аламыз. 

Алгоритм бойынша 𝜆(2) параметрін анықтаймыз және ‖𝜆(2) − 𝜆(1)‖ бағалаймыз: 

 

‖𝜆(2) − 𝜆(1)‖ = 
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= ‖𝑄𝑣(𝑡0)
−1 ∙ (𝐹𝑣(𝑡0) + 𝐺𝑣(𝑢

(1), 𝑡0)) − (𝑄𝑣(𝑡0))
−1
∙ 𝐹𝑣(𝑡0) + 𝐺𝑣(𝑢

(0), 𝑡0)‖ = 

 

= ‖𝑄𝑣(𝑡0)
−1 ∙ (𝐺𝑣(𝑢

(1), 𝑡0)) − 𝐺𝑣(𝑢
(0), 𝑡0)‖ ≤ 

 

≤ 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ ‖𝐺𝑣,2 (𝑢2
(1), 𝑡0) − 𝐺𝑣,1 (𝑢1

(1), 𝑡0) − 𝐺𝑣,2 (𝑢2
(0) , 𝑡0) + 𝐺𝑣,1 (𝑢1

(0), 𝑡0)‖ ≤ 

 

≤ 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ 2 max
𝑟=1,2

‖𝐺𝑣,𝑟 (𝑢𝑟
(1)
− 𝑢𝑟

(0)
, 𝑡0)‖ = 

 

= 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ 2 ∙ max
𝑟=1,2

‖∫ 𝐴(𝜏1)
𝑡0

𝑡𝑟

… ∫ 𝐴(𝜏𝑣−1)

𝜏𝑣−2

𝑡𝑟

∫ 𝐴(𝜏2)

𝜏𝑣−1

𝑡𝑟

(𝑢𝑟
(1)(𝜏𝑣)

− 𝑢𝑟
(0)(𝜏𝑣)) 𝑑𝜏𝑣𝑑𝜏𝑣−1…𝑑𝜏1‖ ≤ 

 

≤ 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ 2 ∙ max
𝑟=1,2

∫ 𝛼
𝑡0

𝑡𝑟

… ∫ 𝛼

𝜏𝑣−2

𝑡𝑟

∫ 𝛼

𝜏𝑣−1

𝑡𝑟

(𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1)𝑑𝜏𝑣𝑑𝜏𝑣−1…𝑑𝜏1 ∙ 

 

∙ ‖𝜆𝑟
(1) − 𝜆𝑟

(0)‖ = 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ 2 ∙ max
𝑟=1,2

(𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| −∑
(𝛼|𝑡0 − 𝑡𝑟|)

𝑗

𝑗!

𝑣

𝑗=0

) ∙ ‖𝜆𝑟
(1) − 𝜆𝑟

(0)‖ ≤ 

 

≤ 2 ∙ 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ max
𝑟=1,2

(𝑒𝛼∙|𝑡0−𝑡𝑟| −∑
(𝛼|𝑡0 − 𝑡𝑟|)

𝑗

𝑗!

𝑣

𝑗=0

) ∙ ‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖. 

 

Осыдан (2.2.18) теңсіздігі бойынша 

 

‖𝜆(2) − 𝜆(1)‖ ≤ 𝛾𝑣(𝑡0)‖𝜆
(1) − 𝜆(0)‖, 

 

бағалауын аламыз. 

 

‖𝑢𝑟
(2)(𝑡) − 𝑢𝑟

(1)(𝑡)‖ = ‖∫𝐴(𝜏1) (𝜆𝑟
(2) + 𝑢𝑟

(2)(𝜏1) − 𝜆𝑟
(1) − 𝑢𝑟

(1)(𝜏1)) 𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

‖ ≤ 

 

∫𝛼 (‖𝜆𝑟
(2) − 𝜆𝑟

(1)‖ + ‖𝑢𝑟
(2)(𝜏1) − 𝑢𝑟

(1)(𝜏1)‖)

𝑡

𝑡𝑟

𝑑𝜏1, 𝑡 ∈ ∆𝑟, 𝑟 = 1,2 
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‖𝑢𝑟
(2)(𝑡) − 𝑢𝑟

(1)
(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1) ∙ ‖𝜆𝑟

(2)
− 𝜆𝑟

(1)
‖ , 𝑡 ∈ ∆𝑟, 𝑟 = 1,2 

 

бағалауын орнатамыз. 

Итерациялық процессті жалғастырып, (𝜆(𝑘), 𝑢(𝑘)[𝑡] ), 𝑘 = 0,1,…, жұптар тізбегін 

табамыз және  

 

‖𝜆(𝑘+1) − 𝜆(𝑘)‖ = 

 

= ‖𝑄𝑣(𝑡0)
−1 ∙ (𝐹𝑣(𝑡0) + 𝐺𝑣(𝑢

(𝑘), 𝑡0)) − (𝑄𝑣(𝑡0))
−1
∙ 𝐹𝑣(𝑡0) + 𝐺𝑣(𝑢

(𝑘−1), 𝑡0)‖ = 

 

= ‖𝑄𝑣(𝑡0)
−1 ∙ (𝐺𝑣(𝑢

(𝑘) , 𝑡0)) − 𝐺𝑣(𝑢
(𝑘−1), 𝑡0)‖ ≤ 

 

≤ 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ ‖𝐺𝑣,2 (𝑢2
(𝑘) , 𝑡0) − 𝐺𝑣,1 (𝑢1

(𝑘) , 𝑡0) − 𝐺𝑣,2 (𝑢2
(𝑘−1), 𝑡0) + 𝐺𝑣,1 (𝑢1

(𝑘−1), 𝑡0)‖ 

 

≤ 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ 2 max
𝑟=1,2

‖𝐺𝑣,𝑟 (𝑢𝑟
(𝑘) − 𝑢𝑟

(𝑘−10), 𝑡0)‖ = 

 

= 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ 2 max
𝑟=1,2

‖∫ 𝐴(𝜏1)
𝑡0

𝑡𝑟

… ∫ 𝐴(𝜏𝑣−1)

𝜏𝑣−2

𝑡𝑟

∫ 𝐴(𝜏2)

𝜏𝑣−1

𝑡𝑟

(𝑢𝑟
(𝑘)(𝜏𝑣)

− 𝑢𝑟
(𝑘−1)(𝜏𝑣)) 𝑑𝜏𝑣𝑑𝜏𝑣−1…𝑑𝜏1‖ ≤ 

 

≤ 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ 2 max
𝑟=1,2

∫ 𝛼
𝑡0

𝑡𝑟

… ∫ 𝛼

𝜏𝑣−2

𝑡𝑟

∫ 𝛼

𝜏𝑣−1

𝑡𝑟

(𝑒𝛼∙|𝑡𝑣−𝑡𝑟| − 1)𝑑𝜏𝑣𝑑𝜏𝑣−1…𝑑𝜏1 ∙ 

 

∙ ‖𝜆𝑟
(𝑘) − 𝜆𝑟

(𝑘−1)‖ = 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ 2 max
𝑟=1,2

(𝑒𝛼∙|𝑡0−𝑡𝑟| −∑
(𝛼|𝑡0 − 𝑡𝑟|)

𝑗

𝑗!

𝑣

𝑗=0

)‖𝜆𝑟
(𝑘) − 𝜆𝑟

(𝑘−1)‖ 

 

≤ 𝛾𝑣(𝑡0) ∙ 2 max
𝑟=1,2

(𝑒𝛼∙|𝑡0−𝑡𝑟| −∑
(𝛼|𝑡0 − 𝑡𝑟|)

𝑗

𝑗!

𝑣

𝑗=0

)‖𝜆(𝑘) − 𝜆(𝑘−1)‖, 

 

бағалауын аламыз. 

Осыдан 
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‖𝜆(𝑘+1) − 𝜆(𝑘)‖ ≤ 𝑞𝑣(𝑡0)‖𝜆
(𝑘) − 𝜆(𝑘−1)‖                           (2.2.19) 

 

теңсіздігі шығады. 

 

‖𝑢𝑟
(𝑘+1)(𝑡) − 𝑢𝑟

(𝑘)(𝑡)‖ = 

 

= ‖∫𝐴(𝜏1) (𝜆𝑟
(𝑘+1)

+ 𝑢𝑟
(𝑘+1)(𝜏1) − 𝜆𝑟

(𝑘)
− 𝑢𝑟

(𝑘)(𝜏1)) 𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

‖ ≤ 

 

≤ ∫𝛼 (‖𝜆𝑟
(𝑘+1) − 𝜆𝑟

(𝑘)‖ + ‖𝑢𝑟
(𝑘+1)(𝜏1) − 𝑢𝑟

(𝑘)(𝜏1)‖)

𝑡

𝑡𝑟

𝑑𝜏1, 𝑡 ∈ ∆𝑟, 𝑟 = 1,2, 
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‖𝑢𝑟
(𝑘+1)

(𝑡) − 𝑢𝑟
(𝑘)
(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝛼∙|𝑡0−𝑡𝑟| − 1) ∙ ‖𝜆𝑟

(𝑘+1)
− 𝜆𝑟

(𝑘)
‖ , 𝑡 ∈ ∆𝑟 , 𝑟 = 1,2, 

 

бағалауын аламыз. Осыдан  

 

‖𝑢(𝑘+1)[𝑡] − 𝑢(𝑘)[𝑡]‖ ≤ (𝑒𝛼∙|𝑡0−𝑡𝑟| − 1) ∙ ‖𝜆𝑟
(𝑘+1) − 𝜆𝑟

(𝑘)‖ , 𝑡 ∈ ∆𝑟 , 𝑟 = 1,2, 

 

негізгі бағалауды аламыз. 

 

‖𝜆(𝑘+𝑝) − 𝜆(𝑘)‖ ≤ ‖𝜆(𝑘+𝑝) − 𝜆(𝑘+𝑝−1) − 𝜆(𝑘+𝑝−2)‖ + ⋯+ ‖𝜆(𝑘+1) − 𝜆(𝑘)‖ ≤ 

 

≤ (𝑞𝑝−1 + 𝑞𝑝−2 +⋯1)‖𝜆(𝑘+1) − 𝜆(𝑘)‖ ≤
1

1 − 𝑞
‖𝜆(𝑘+1) − 𝜆(𝑘)‖ ≤ 

 

≤
𝑞𝑘

1 − 𝑞
‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖,                              (2.2.20) 

 

және 

 

‖𝑢𝑟
(𝑘+𝑝)(𝑡) − 𝑢𝑟

(𝑘)(𝑡)‖ = ‖∫𝐴(𝜏1) (𝜆𝑟
(𝑘+𝑝)

+ 𝑢𝑟
(𝑘+𝑝)(𝜏1) − 𝜆𝑟

(𝑘) − 𝑢𝑟
(𝑘)(𝜏1)) 𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

‖ 
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≤ ∫𝛼 (‖𝜆𝑟
(𝑘+𝑝)

− 𝜆𝑟
(𝑘)
‖ + ‖𝑢𝑟

(𝑘+𝑝)(𝜏1) − 𝑢𝑟
(𝑘)(𝜏1)‖)

𝑡

𝑡𝑟

𝑑𝜏1, 𝑡 ∈ ∆𝑟 , 𝑟 = 1,2, 
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‖𝑢𝑟
(𝑘+𝑝)(𝑡) − 𝑢𝑟

(𝑘)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1) ∙ ‖𝜆𝑟
(𝑘+𝑝)

− 𝜆𝑟
(𝑘)‖ , 𝑡 ∈ ∆𝑟, 𝑟 = 1,2, 

 

аламыз. Осыдан  

 

‖𝑢(𝑘+𝑝)[𝑡] − 𝑢(𝑘)[𝑡]‖ ≤ (𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1) ∙ ‖𝜆𝑟
(𝑘+𝑝)

− 𝜆𝑟
(𝑘)
‖ , 𝑡 ∈ ∆𝑟, 𝑟 = 1,2  (2.2.21) 

 

бағалауы шығады.  

(2.2.15) шартына сәйкес (2.2.19) бағалауынан 𝑘 → ∞ болғанда 𝜆(𝑘) =

(𝜆1
(𝑘)
, 𝜆2
(𝑘)
 ), 𝑢(𝑘)[𝑡] = (𝑢1

(𝑘)(𝑡), 𝑢2
(𝑘)(𝑡) ), 𝑘 = 0,1,… элементтерімен (𝜆(𝑘), 𝑢(𝑘)[𝑡] ) 

жұп тізбегі (2.2.3) − (2.2.6) параметрлі есептің (𝜆∗, 𝑢(𝑘)[𝑡]) шешіміне 

жинақталады. (2.2.20), (2.2.21) бағалауларынан 𝑝 → ∞ болғанда шекке көшіп, 

(2.2.16) және (2.2.17) бағалауларын аламыз. Шешімнің жалғыздығының 

дәлелдеуі [93, 55 б] жұмыстағы 1-теореманың дәлелдеуіне ұқсас түрде 

жүргізіледі. 2.2.1-теорема дәлелденді. 

 

2.3. Бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі дифференциалдық 

теңдеуі үшін шеттік есепті шешудің Д.С. Джумабаев параметрлеу әдісі 

 Бұл бөлімшеде уақыттың бекітілмеген мезетінде импульс әсерлі 

дифференциалдық теңдеу үшін шеттік есепті шешудің уақыттың 

қарастырылатын аралығында импульс мезеті бір рет қана болатын 

жағдайындағы бір нұсқасы ұсынылады. 

  [𝑡1, 𝑡2] кесіндісінде уақыттың 𝑡0 бекітілмеген мезетіндегі импульс әсерлі 

 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥 + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2)\{𝑡

0}, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛                  (2.3.1) 

 

 x(𝑡0 − 0) − 𝑥(𝑡0 + 0) = 𝑝, 𝑝 ∈ 𝑅𝑛,                          (2.3.2) 
 

 𝑡0 + 𝛽 ∙ 𝑥(𝑡0 − 0) = 0,                                   (2.3.3) 
 

 𝐵𝑥(𝑡1) + 𝐶𝑥(𝑡2) = 𝑑, 𝑑 ∈ 𝑅𝑛 ,                              (2.3.4) 
 

екінүктелі шеттік есебі қарастырылады. 
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Мұндағы 𝐴(𝑡), 𝑓1(𝑡),  𝑓2(𝑡) ∈ 𝐶([𝑡1, 𝑡2]), 𝐵, 𝐶 - берілген (𝑛 × 𝑛)-өлшемді 

матрицалар, 𝑝, 𝑑 -  берілген 𝑛 - өлшемді векторлар, 𝛽 - матрица-жол, ‖𝑥‖ =

max
𝑟=1,2

|𝑥𝑖| < ∞,  ‖𝐴(𝑡)‖ = max
𝑟=1,2

∑ |𝑎𝑖,𝑗(𝑡)|
𝑛
𝑗=1 ≤ 𝛼, 𝛼 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,  

𝑓(𝑡) = 𝑓1(𝑡) ∙ 𝐼[𝑡1,𝑡0)(𝑡) + 𝑓2(𝑡) ∙ 𝐼(𝑡0,𝑡2](𝑡), 

𝐼[𝑡𝑟,𝑡0)(𝑡) = {
1, 𝑡 ∈ [𝑡𝑟 , 𝑡0) болғанда,

0, 𝑡 ∉ [𝑡𝑟 , 𝑡0) болғанда ,
  𝑟 = 1,2. 

𝑃𝐶([𝑡1, 𝑡2]\{𝑡
0}, 𝑅𝑛) арқылы ‖𝑥‖1 = max { sup

𝑡∈[𝑡1,𝑡0)
‖𝑥(𝑡)‖ , sup

𝑡∈(𝑡0,𝑡2]
‖𝑥(𝑡)‖}  

нормалы бөлік-үзіліссіз функциялар кеңістігін белгілейміз. 

2.3.1 – анықтама. (2.3.1) − (2.3.4) есебінің шешімі деп   

    • (2.3.1) дифференциалдық теңдеуін,  

    • (2.3.2) импульс әсер шартын,  

    • (2.3.3) шартын,  

    • (2.3.4) шеттік шартын  

қанағаттандыратын (𝑥∗(𝑡), 𝑡∗) жұбын атаймыз, мұндағы 𝑥∗(𝑡) ∈ 𝑃𝐶([𝑡1, 𝑡2]\
{𝑡0}, 𝑅𝑛) және 𝑡0 ∈ (𝑡1, 𝑡2). 

Есептің қойылымы.  (2.3.1) − (2.3.4) есебін шешу алгоритмін құру және 

оның жалғыз шешімінің бар болуының жеткілікті шарттарын орнату қажет.  

Белгілеулер енгіземіз: ∆𝑟
0= {

[𝑡𝑟 , 𝑡
0), егер 𝑡𝑟 <  𝑡

0,

(𝑡0,𝑡𝑟], егер 𝑡𝑟 > 𝑡
0,
  𝑟 = 1, 2. Әрі қарай 

қайсыбір ∆ аралықтың индикаторы болатын 𝐼∆(𝑡) = {
1, егер 𝑡 ∈ ∆,
0, егер  𝑡 ∉ ∆,

 функциясын 

пайдаланамыз.   

𝐶([𝑡1, 𝑡2], 𝑡
0, 𝑅2𝑛) арқылы ‖𝑥[∙]‖1 = max

𝑟=1,2
𝑠𝑢𝑝
𝑡∈∆𝑟

0
‖𝑥𝑟(𝑡)‖ < ∞ нормалы 𝑥[𝑡] =

 (𝑥1(𝑡), 𝑥2(𝑡)) функциялар жүйесінің Банах кеңістігін белгілейміз, мұндағы 

𝑥𝑟: ∆𝑟→ 𝑅𝑛 (𝑟 = 1, 2) үзіліссіз және lim
𝑡→𝑡0−0

𝑥1(𝑡) < ∞, lim
𝑡→𝑡0+0

𝑥2(𝑡) < ∞ шектері 

табылады.  

𝜆1 = 𝑥(𝑡1), 𝜆2 = 𝑥(𝑡2) параметрлерін енгізіп және 𝑢𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡) − 𝜆𝑟 , 𝑡 ∈
[𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1, 2 алмастыруларын жасап, көпнүктелі параметрлі  

 
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝜆𝑟 + 𝑢𝑟) + 𝑓𝑟(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1, 2,                (2.3.5) 

 

𝑢𝑟(𝑡) = 0, 𝑟 = 1, 2,                                            (2.3.6) 
 

𝜆1 + lim
𝑡→𝑡0−0

𝑢1(𝑡) − 𝜆2 − lim
𝑡→𝑡0+0

𝑢2(𝑡) − 𝑝 = 0,                   (2.3.7) 

 

𝑡0 + 𝛽 ∙ (𝜆1 + lim
𝑡→𝑡0−0

𝑢1(𝑡)) = 0,                       (2.3.8) 

 

𝐵𝜆1 + 𝐶𝜆2 − 𝑑 = 0                                   (2.3.9) 
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есебін аламыз. 
(2.3.5) − (2.3.9) есебінің шешімі деп (2.3.5) теңдеуін және (2.3.6) −

(2.3.9) теңдіктерін қанағаттандыратын (𝑡∗, (𝜆∗, 𝑢∗[𝑡])) жиынтығын атаймыз, 

мұндағы 𝜆∗ = (𝜆1
∗ , 𝜆2

∗) ∈ ℝ2𝑛 , 𝑢∗[𝑡] = (𝑢1
∗(𝑡), 𝑢2

∗(𝑡)) ∈ 𝐶([𝑡1, 𝑡2]\{𝑡
∗}, ℝ2𝑛 ).   

Егер (𝑡∗, (𝜆∗, 𝑢∗[𝑡])) жиынтығы (2.3.5) − (2.3.9) есебінің шешімі болса, 

онда (𝑥∗(𝑡), 𝑡∗) жұбы (2.3.1) − (2.3.4) есебінің шешімі болады, мұндағы 

  

𝑥∗(𝑡) =

{
 
 

 
 
𝜆1
∗ ,                              𝑡 = 𝑡1 болса,

𝜆1
∗ + 𝑢1

∗(𝑡) ∙ 𝐼∆̇1∗ , 𝑡 = ∆̇1∗  болса,

𝜆2
∗ + 𝑢2

∗(𝑡) ∙ 𝐼∆̇2∗ , 𝑡 = ∆̇2
∗  болса,

𝜆2
∗ ,                              𝑡 = 𝑡2 болса,

   ∆̇𝑟∗= {
(𝑡𝑟 , 𝑡

∗), егер 𝑡𝑟 < 𝑡∗,
( 𝑡∗, 𝑡𝑟), егер 𝑡𝑟 > 𝑡∗,

𝑟 = 1,2. 

 

Керісінше, егер (�̃�(𝑡), �̃�) жұбы (2.3.1) − (2.3.4) есебінің шешімі болса, 

онда (�̃�, (�̃�, �̃�[𝑡])) жиынтығы  

�̃� = (�̃�(𝑡1), �̃�(𝑡2)),  �̃�[𝑡] = ((�̃�(𝑡) − �̃�(𝑡1)) ∙ 𝐼∆̃1(𝑡), (�̃�(𝑡) − �̃�(𝑡2)) ∙ 𝐼∆̃2(𝑡)) 

элементтерімен (2.3.5) − (2.3.9) есебінің шешімі болады, мұндағы  

∆̃𝑟= {
[𝑡𝑟 , �̃�), егер 𝑡𝑟 < �̃�,

(�̃�, 𝑡𝑟], егер 𝑡𝑟 > �̃�,
  𝑟 = 1,2. 

 Айталық, 𝜆𝑟 белгілі болсын. Онда (2.2.5), (2.2.6) Коши есебі 

  

𝑢𝑟(𝑡) = ∫𝐴(𝜏1)(𝜆𝑟 + 𝑢𝑟(𝜏1))𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

, 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡𝑟], 𝑟 = 1,2̅̅ ̅̅ .        (2.3.10) 

 

екінші текті Вольтерра интегралдық теңдеуіне эквивалентті болады. 

 (2.3.10) теңдікте 𝑢𝑟(𝑡) орнына сәйкесінше теңдіктің оң жағын қойып және 

осы процессті 𝜐 рет (𝜐 ∈ ℕ)  қайталап, 𝑢𝑟(𝑡) үшін 

 

𝑢𝑟(𝑡) = (∫𝐴(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝐴(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

+

𝑡

𝑡𝑟

 

 

+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

) ∙ 𝜆1 + (∫𝑓(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ 

 

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝑓(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

+

𝑡

𝑡𝑟

∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝑓(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

) + 

 



111 

+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑢𝑟(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐𝑑𝜏𝜐−1…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2 

 

өрнегін аламыз. 

   

𝐷𝜐,𝑟(𝑡) = ∫𝐴(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝐴(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

+ 

 

+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

, 

   

𝐹𝜐,𝑟(𝑡) = ∫𝑓(𝜏1)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+ ∫𝐴(𝜏1) ∫ 𝑓(𝜏2)𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

+ 

 

+ ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝑓(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐…𝑑𝜏1

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

, 

  

𝐺𝜐,𝑟(𝑢𝑟 , 𝑡) = ∫𝐴(𝜏1)… ∫ 𝐴(𝜏𝜐−1) ∫ 𝐴(𝜏𝜐)𝑢𝑟(𝜏𝜐)

𝜏𝜐−1

𝑡𝑟

𝑑𝜏𝜐𝑑𝜏𝜐−1…𝑑𝜏1,

𝜏𝜐−2

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

 

𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2. 
 

белгілеулерін пайдаланып, 𝑢𝑟(𝑡) берілуін 

 

𝑢𝑟(𝑡) = 𝐷𝜐,𝑟(𝑡) ∙ 𝜆𝑟 + 𝐹𝜐,𝑟(𝑡) + 𝐺𝜐,𝑟(𝑢𝑟 , 𝑡), 𝑡 ∈ (𝑡0, 𝑡𝑟], 𝑟 = 1,2.  (2.3.11) 
 

түрінде жазамыз. Енді 

 

lim
𝑡→𝑡0−0

𝑢1(𝑡) = 𝐷𝜐,1(𝑡0) ∙ 𝜆1 + 𝐹𝜐,1(𝑡0) + 𝐺𝜐,1(𝑢1, 𝑡0), 

 

lim
𝑡→𝑡0+0

𝑢2(𝑡) = 𝐷𝜐,2(𝑡0) ∙ 𝜆2 + 𝐹𝜐,2(𝑡0) + 𝐺𝜐,2(𝑢2, 𝑡0), 

 

шектерінің мәндерін (2.3.7) теңдігіне қойып, 𝜆 параметрі мен 𝑡0 мәндеріне 

қатысты  

 

𝑄𝜐(𝑡
0) ∙ 𝜆 = 𝐹𝜐(𝑡

0) + 𝐺𝜐(𝑢, 𝑡
0), 𝜆 = (𝜆1, 𝜆2) ∈ 𝑅

2𝑛, (2.3.12) 
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𝑃𝜐(𝑡
0, 𝜆1, 𝑢1) = 0, 𝑡0 ∈ 𝑅,                               (2.3.13) 

 

теңдеулерін аламыз, мұндағы 

 

𝑄𝜐(𝑡
0) = (

𝐵 𝐶
𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡

0) −𝐼 − 𝐷𝜐,2(𝑡
0)), 

 

𝐹𝜐(𝑡
0) = (

𝑑
𝐹𝜐,2(𝑡

0) − 𝐹𝜐,1(𝑡
0)) , 𝐺𝜐

(𝑢, 𝑡0) = (
𝑂𝑛×1

𝐺𝜐,2(𝑢2, 𝑡
0) − 𝐺𝜐,1(𝑢1, 𝑡

0)
), 

 

𝑃𝜐(𝑡
0, 𝜆1, 𝑢1) = 𝑡0 + 𝛽 ∙ ((𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡

0)) ∙ 𝜆1 + 𝐹𝜐,1(𝑡
0) + 𝐺𝜐,1(𝑢1, 𝑡

0)) . 

 

(2.2.12) теңдеуінің бірмәнді шешілуі үшін  𝑄𝜐(𝑡
0) матрицасы болсын. 

2.3.1 – ескерту. (𝑄𝜐(𝑡
0))

−1
 матрицасы келесі түрде анықталады 

[109, 62 б]: 
 

(𝑄𝜐(𝑡
0))

−1
= 

 

= (
𝐵−1 ∙ (𝐼 + 𝐶 ∙ 𝐻𝜐

−1(𝑡0) ∙ (𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡
0)) ∙ 𝐵−1) −𝐵−1 ∙ 𝐶 ∙ 𝐻𝜐

−1(𝑡0)

−𝐻𝜐
−1(𝑡0) ∙ (𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡

0)) ∙ 𝐵−1 −𝐻𝜐
−1(𝑡0)

), 

 

мұндағы 𝐻𝜐
−1(𝑡0) = −(𝐼 + 𝐷𝜐,2(𝑡

0)) − (𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡
0)) ∙ 𝐵−1 ∙ 𝐶. 

2.3.1 – шарт.  

𝑖) 𝑄𝜐(0.5(𝑡1 + 𝑡2)) ∙ 𝜇 = 𝐹𝜐(0.5(𝑡1 + 𝑡2)) орындалатын жалғыз 𝜇∗ = (𝜇1
∗, 𝜇2

∗) ∈

𝑅2𝑛 параметрі табылсын.  

𝑖𝑖) 𝑃𝜐(𝑡
0, 𝜇1

∗, 𝑂𝑛×1) = 0 орындалатын жалғыз 𝜃 ∈ (𝑡1, 𝑡2) нүктесі табылсын. 

Айталық, 2.3.1 – шарт орындалсын және таңдалған 𝜐 үшін 𝑄𝜐(𝜃): 𝑅
2𝑛 →

𝑅2𝑛 матрицасы қайтымды болсын.  

Төмендегі алгоритм бойынша ((𝜆(𝑘), 𝑢(𝑘)[𝑡]), 𝑡(𝑘)) тізбектер жиынтығын 

тұрғызамыз, мұндағы 𝜆(𝑘) = (𝜆1
(𝑘)
, 𝜆2
(𝑘)
) , 𝑢(𝑘) [𝑡] = (𝑢1

(𝑘)(𝑡), 𝑢2
(𝑘)(𝑡)).  

0 - қадам.  

(0.1) 𝜆(0) = (𝜆1
(0)
, 𝜆2
(0)
) параметрін 𝑄𝜐(𝜃)𝜆 = 𝐹𝜐(𝑡

(0)) теңдеулер жүйесінен 

табамыз. 

(0.2) 𝑢(0)[𝑡] = (𝑢1
(0)(𝑡), 𝑢2

(0)(𝑡)) функциялар жүйесінің компоненттерін  

 
𝑑𝑢𝑟

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡) (𝜆𝑟

(0) + 𝑢𝑟) + 𝑓𝑟(𝑡),   𝑢𝑟(𝑡𝑟) = 0, 𝑟 = 1,2.                   (2.3.14) 

  

Коши есебін шешу арқылы анықтаймыз. 
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(0.3) 𝑡(0) нүктесін 𝑃𝜐 (𝑡, 𝜆1
(0)
, 𝑢1
(0)
) = 0 теңдеуінен табамыз. 

(0.4)  

𝑥(0)(𝑡) =

{
 
 

 
 𝜆1

(0)
,                                     𝑡 = 𝑡1 болса,

𝜆1
(0)
+ 𝑢1

(0)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇1
(0)(𝑡), 𝑡 = ∆̇1

(0)
 болса,

𝜆2
(0) + 𝑢2

(0)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇2
(0)(𝑡), 𝑡 = ∆̇2

(0) болса,

𝜆2
(0)
,                                    𝑡 = 𝑡2 болса 

            (2.3.15) 

 

функциясын анықтаймыз. 

1 – қадам .  

(1.1) 𝜆(1) = ( 𝜆1
(1)
, 𝜆2
(1)
) параметрін 𝑄𝜐(𝜃)𝜆 = 𝐹𝜐(𝜃) + 𝐺𝜐(𝑢

(0), 𝜃) теңдеулер 

жүйесінен табамыз. 

(1.2) 𝑢(1)[𝑡] = (𝑢1
(1)(𝑡), 𝑢2

(1)(𝑡)) функциялар жүйесінің компоненттерін 

  
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡) (𝜆𝑟
(1) + 𝑢𝑟) + 𝑓𝑟(𝑡),   𝑢𝑟(𝑡𝑟) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2.  (2.3.16) 

 

Коши есебін шешу арқылы анықтаймыз. 

(1.3) 𝑡(1) нүктесін 𝑃𝜐 (𝑡, 𝜆1
(0)
, 𝑢1
(0)
) = 0 теңдеуінен табамыз. 

(1.4) 

  

𝑥(1)(𝑡) =

{
 
 

 
 𝜆1

(1)
,                                     𝑡 = 𝑡1 болса,

𝜆1
(1) + 𝑢1

(1)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇1
(1)(𝑡), 𝑡 = ∆̇1

(1) болса,

𝜆2
(1) + 𝑢2

(1)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇2
(1)(𝑡), 𝑡 = ∆̇2

(1) болса,

𝜆2
(1)
,                                    𝑡 = 𝑡2 болса 

            (2.3.17) 

 

функциясын анықтаймыз. 

k - қадам.  

(k.1) 𝜆(𝑘) = ( 𝜆1
(𝑘)
, 𝜆2
(𝑘)
) ∈ 𝑅2𝑛 параметрін 𝑄𝜐(𝜃)𝜆 = 𝐹𝜐(𝜃) + 𝐺𝜐(𝑢

(𝑘−1), 𝜃) 

теңдеулер жүйесінен табамыз. 

(k.2) 𝑢(𝑘)[𝑡] = (𝑢1
(𝑘)(𝑡), 𝑢2

(𝑘)(𝑡)) функциялар жүйесінің компоненттерін 

  
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡) (𝜆𝑟
(𝑘) + 𝑢𝑟) + 𝑓𝑟(𝑡),   𝑢𝑟(𝑡𝑟) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2.    (2.3.18) 

 

Коши есебін шешу арқылы анықтаймыз. 

(k.3)  𝑡(𝑘) нүктесін 𝑃𝜐 (𝑡, 𝜆1
(𝑘−1)

, 𝑢1
(𝑘−1)

) = 0 теңдеуінен табамыз. 

(k.4)    
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𝑥(𝑘)(𝑡) =

{
 
 

 
 𝜆1

(𝑘)
,                                     𝑡 = 𝑡1 болса,

𝜆1
(𝑘) + 𝑢1

(𝑘)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇2
(𝑘)(𝑡), 𝑡 = ∆̇1

(0) болса,

𝜆2
(𝑘) + 𝑢2

(𝑘)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇2
(𝑘)(𝑡), 𝑡 = ∆̇2

(0) болса,

𝜆2
(𝑘)
,                                    𝑡 = 𝑡2 болса 

            (2.3.19) 

           функциясын табамыз. 

Осылайша  {(𝑡(𝑘), (𝜆(𝑘), 𝑢(𝑘)[𝑡]))}
𝑘=0

∞
 тізбектер жиынтығы және сонымен қатар  

{𝑥(𝑘)(𝑡)}
𝑘=0

∞
 функциялар тізбегін аламыз. 

 2.3.2 – шарт. Барлық (𝑡, 𝜆1, 𝑢1) үшін келесі шарттар орындалады:  

(1) 𝑃𝜐
′(𝑡, 𝜆1, 𝑢1) туындысы 𝑆(𝜃∗, 𝜌∗) = {𝑡 ∈ (𝑡1, 𝑡2): |𝑡 − 𝜃

∗| < 𝜌∗} шарында 

бірқалыпты үзіліссіз; 

(2) кез-келген 𝑡 ∈ 𝑆(𝜃∗, 𝜌∗) үшін (𝑃𝜐
′(𝑡, 𝜆1, 𝑢1))

−1
 табылcын және 

‖(𝑃𝜐
′(𝑡, 𝜆1, 𝑢1))

−1
‖ ≤ 𝜒, 𝜒 − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡; 

(3) 𝜒 ∙ |𝑃𝜐(𝜃
∗, 𝜆1, 𝑢1)| ≤ 𝜌∗. 

 Ұсынылған алгоритмнің жинақтылығының, сонымен қатар (2.3.5) −
 (2.3.9) есебінің жалғыз шешімінің бар болуының да жеткілікті шарттарын 

тұжырымдаймыз.  

2.3.1 – теорема. Айталық, қайсыбір 𝜐 (𝜐 – натурал сан) үшін 2.3.1-ші және 

2.3.2-ші шарттар орындалсын, 𝑄𝑣(𝜃): 𝑅
2𝑛 → 𝑅2𝑛 матрицасы қайтымды 

болсын және 

 

(a) ‖(𝑄𝑣(𝜃))
−1
‖ ≤ 𝛾𝑣(𝑡

(0)),                                                                                  (2.3.20) 

 

(b) 𝑞𝑣(𝜃) < 1,                                                                                                             (2.3.21) 
 

(c) 

2 ∙ 𝜒 ∙ ‖𝑃𝑣 (𝜃, 𝜆1
(0), 𝑢1

(0) )‖ +
2𝛾𝑣(𝜃) ∙ 𝜒 ∙ ‖𝛽‖

1 − 𝑞𝜈(𝜃)
sup

𝑡∈(𝑡1,𝑡2)
𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| ∙ 

 

∙ max {
(𝛼(𝜃 − 𝑡1))

𝑣

𝑣!
,
(𝛼(𝑡2 − 𝜃))

𝑣

𝑣!
} ∙ max

𝑟=1,2
{ sup
𝑡∈[𝑡𝑟,𝜃)

((𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1) ∙ 𝛾𝑣(𝜃) ∙ 𝑀 ∙ 

 

∙ 𝑚𝑎𝑥 {1, 1 +∑
(𝛼 ∙ (𝑡(0) − 𝑡1))

𝑗+1

𝑗!

𝑣−1

𝑗=0

+∑
(𝛼 ∙ (𝑡2 − 𝑡

(0)))
𝑗+1

𝑗!

𝑣−1

𝑗=0

}

}
 
 

 
 

+ 
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+|𝑡𝑟 − 𝜃| ∙  sup
𝑡∈[𝑡𝑟,𝜃)

‖𝑓𝑟(𝑡)‖ < 𝜌, 

 

теңсіздіктері орындалсын, мұндағы 

 

𝛾𝑣(𝜃) − 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡,    𝑞𝑣(𝜃) = 2 ∙ 𝛾𝑣(𝜃) ∙ max
𝑟=1,2

(𝑒𝛼|𝜃−𝑡𝑟| −∑
(𝛼|𝜃 − 𝑡𝑟|)

𝑗

𝑗!

𝑣

𝑗=0

). 

 

Онда ұсынылған алгоритм жинақталады, яғни {(𝑡(𝑘), (𝜆(𝑘) , 𝑢(𝑘)[𝑡]))}
𝑘=0

∞
 

тізбегі 𝑘 → ∞ болғанда (2.3.5) − (2.3.9) есебінің (𝑡(∗), (𝜆(∗), 𝑢(∗)[𝑡])) жалғыз 

шешіміне жинақталады және  

 

‖𝜆∗ − 𝜆(𝑘)‖ ≤
𝑞𝑣
𝑘(𝜃)

1 − 𝑞𝑣(𝜃)
‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖, 𝑘 ≥ 1              (2.3.22) 

 

‖𝑢𝑟
∗(𝑡) − 𝑢𝑟

(𝑘)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1) ∙ ‖𝜆𝑟
∗ − 𝜆𝑟

(𝑘)‖ , 𝑘 ≥ 1, 

 

𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2, ], 𝑟 = 1,2 (2.3.23) 
 

‖𝑡∗ − 𝑡(𝑘)‖ ≤ 𝜒 ∙ ‖𝛽‖ sup
𝑡∈(𝑡1,𝑡2)

𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡1| ∙ ‖𝜆𝑟
∗ − 𝜆𝑟

(𝑘)‖ , 𝑘 ≥ 1   (2.3.24) 

 

бағалаулары орынды. 

Дәлелдеуі. Айталық, теореманың шарттары орындалсын. Алдымен 

{(𝑡(𝑘), (𝜆(𝑘) , 𝑢(𝑘)[𝑡]))}
𝑘=0

∞
 тізбегі жинақты болатынын көрсету қажет. 𝑄𝑣(𝑡

(0)) 

матрицасы қайтымды, сондықтан 𝑄𝑣(𝜃) ∙ 𝜆
(0) = 𝐹𝑣(𝜃) теңдеуін 

қанағаттандыратын жалғыз 𝜆(0) параметрі табылады.  

‖𝜆(0)‖ бағалаймыз: 

 

‖𝜆(0)‖ =  𝑚𝑎𝑥 {‖𝜆1
(0)‖ , ‖𝜆2

(0)‖ } = ‖𝑄𝑣
−1(𝜃) ∙ 𝐹𝑣(𝜃)‖ ≤ 𝛾𝑣(𝜃) ∙ ‖𝐹𝑣(𝜃)‖ = 

 

= 𝛾𝑣(𝜃) ∙ 𝑚𝑎𝑥 {‖𝑑‖, ‖𝑝‖ + sup
𝑡∈[𝑡1,𝜃)

‖𝑓1(𝑡)‖∑
(𝛼 ∙ (𝜃 − 𝑡1))

𝑗+1

𝑗!

𝑣−1

𝑗=0

+ sup
𝑡∈(𝜃,𝑡2]

‖𝑓2(𝑡)‖∑
(𝛼 ∙ (𝑡2 − 𝜃))

𝑗+1

𝑗!

𝑣−1

𝑗=0

} ≤ 

 



116 

≤ 𝛾𝑣(𝜃) ∙ 𝑚𝑎𝑥 {‖𝑑‖, ‖𝑝‖, sup
𝑡∈[𝑡1,𝜃)

‖𝑓1(𝑡)‖ , sup
𝑡∈(𝜃,𝑡2]

‖𝑓2(𝑡)‖} ∙ 

 

∙ 𝑚𝑎𝑥 {1, 1 +∑
(𝛼 ∙ (𝜃 − 𝑡1))

𝑗+1

𝑗!

𝑣−1

𝑗=0

+∑
(𝛼 ∙ (𝑡2 − 𝜃))

𝑗+1

𝑗!

𝑣−1

𝑗=0

}. 

 

Осыдан M =  𝑚𝑎𝑥 {‖𝑑‖, ‖𝑝‖, sup
𝑡∈[𝑡1,𝜃)

‖𝑓1(𝑡)‖ , sup
𝑡∈(𝜃,𝑡2]

‖𝑓2(𝑡)‖} белгілеуі арқылы 

 

‖λ(0)‖ ≤  γ𝑣(𝜃) ∙ M ∙ 
 

∙ 𝑚𝑎𝑥 {1, 1 +∑
(𝛼 ∙ (𝜃 − 𝑡1))

𝑗+1

𝑗!

𝑣−1

𝑗=0

+∑
(𝛼 ∙ (𝑡2 − 𝜃))

𝑗+1

𝑗!

𝑣−1

𝑗=0

}       (2.3.25) 

 

бағалауын аламыз. 

𝑢(0)(𝑡) функциялар жиыны элементтерін  

 
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡) (𝜆𝑟
(0) + 𝑢𝑟) + 𝑓𝑟(𝑡),   𝑢𝑟(𝑡𝑟) = 0, 𝑟 = 1,2, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] 

 

Коши есебінен табамыз.  

‖𝑢𝑟
(0)
(𝑡)‖ бағалау үшін алдымен  (‖𝑢𝑟

(0)
(𝑡)‖ + ‖𝜆𝑟

(0)
‖) бағалаймыз:  

 

‖𝑢𝑟
(0)(𝑡)‖ + ‖𝜆𝑟

(0)‖ = 

 

= ‖∫ 𝐴(𝜏)𝑑𝜏 ∙ 𝜆𝑟
(0)

𝑡

𝑡𝑟

+∫ 𝐴(𝜏)𝑢𝑟
(0)(𝜏)𝑑𝜏1

𝑡

𝑡𝑟

+∫ 𝑓𝑟(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡𝑟

‖ + ‖𝜆𝑟
(0)‖ ≤ 

 

≤ ∫ 𝛼 (‖𝑢𝑟
(0)(𝜏)‖ + ‖𝜆𝑟

(0)‖)𝑑𝜏
𝑡

𝑡𝑟

+ |𝑡𝑟 − 𝜃| sup
𝑡∈[𝑡𝑟,𝜃)

‖𝑓𝑟(𝑡)‖ + ‖𝜆𝑟
(0)‖ , 𝑟 = 1,2.  

 

Енді Гронуолл-Беллман леммасын пайдаланып 

  

‖𝑢𝑟
(0)(𝑡)‖ + ‖𝜆𝑟

(0)‖ ≤ 

 

≤ (|𝑡𝑟 − 𝜃| sup
𝑡∈[𝑡𝑟,𝜃)

‖𝑓𝑟(𝑡)‖ + ‖𝜆𝑟
(0)‖) ∙ 𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟|, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2. 
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Осыдан 

  

‖𝑢𝑟
(0)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1)‖𝜆𝑟

(0)
‖ + |𝑡𝑟 − 𝜃| sup

𝑡∈[𝑡𝑟,𝜃)
‖𝑓𝑟(𝑡)‖ , 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2  

 

бағалауы шығады. 

Демек, осылайша   

‖𝑢(0)[∙]‖
2
= max

𝑟=1,2
{ sup
𝑡∈[𝑡𝑟,𝜃)

((𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1)‖𝜆𝑟
(0)
‖ + |𝑡𝑟 − 𝜃| ∙  sup

𝑡∈[𝑡𝑟,𝜃)
‖𝑓𝑟(𝑡)‖)}  

(2.3.26) 
 

аламыз. 

Алгоритм бойынша  

 

𝑃𝑣 (𝑡, 𝜆1
(0)
, 𝑢1
(0)
 ) ≡ 𝑡 + 𝛽 ∙ ((𝐼 + 𝐷𝑣,1(𝑡)) ∙ 𝜆1

(0) + 𝐹𝑣,1(𝑡) + 𝐺𝑣,1 (𝑢1
(0) , 𝑡)) = 0 

 

теңдеуінің шешімін табамыз. 

2.3.2-шартқа сәйкес 𝑃𝑣 (𝑡, 𝜆1
(0)
, 𝑢1
(0)
 ) операторы [89, 41 б] жұмыстағы 1-

теореманың барлық ұйғарымдарын қанағаттандырады.  

 

𝜀0𝛿 ≤
1

2
,

𝜒

1 − 𝜀0𝜒
‖𝑃𝑣 (𝜃, 𝜆1

(0), 𝑢1
(0) )‖ < 𝜌 

 

теңсіздіктерін қанағаттандыратын 𝜀0 > 0 санын алып және 𝑆(𝜃, 𝜌) шарында 

𝑃𝑣
′ (𝑡, 𝜆1

(0)
, 𝑢1
(0)
 ) туындысы бірқалыпты үзіліссіз болғандықтан |𝑡 − �̃�| < 𝛿0 

болғанда кез-келген 𝑡, �̃� ∈ 𝑆(𝑡(0), 𝜌) үшін  

 

‖𝑃𝑣
′ (𝑡, 𝜆1

(0), 𝑢1
(0) ) − 𝑃𝑣

′ (�̃�, 𝜆1
(0), 𝑢1

(0) )‖ < 𝜀0 

 

теңсіздігі орындалатын 𝛿0 ∈ (0, 0.5𝑝] санын табамыз. 

𝜂 ≥ 𝜂0 = max {1,
𝜒

𝛿0
𝑃𝑣 (𝜃, 𝜆1

(0), 𝑢1
(0) )} санын таңдап алып, 

 

𝑡(0,0) = 𝜃,

𝑡(0,𝑚+1) = 𝑡(0,𝑚) −
1

𝜂
∙
𝑃𝑣 (𝑡

(0,𝑚), 𝜆1
(0), 𝑢1

(0) )

𝑃𝑣
′ (𝑡(0,𝑚), 𝜆1

(0), 𝑢1
(0) )

, 𝑚 = 1,2, … ,
        (2.3.27) 

 

итерациялық процесін құрамыз. 
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[85, 41 − бет] жұмыстағы 1-теорема бойынша (2.3.27) итерациялық процесі 

𝑃𝑣 (𝑡, 𝜆1
(0)
, 𝑢1
(0)
 ) = 0 теңдеуінің оқшауланған 𝑡(0) ∈ 𝑆(𝜃, 𝜌) шешіміне 

жинақталады және 

 

|𝑡(0) − 𝜃| ≤ 𝜒 ∙ ‖𝑃𝑣 (𝜃, 𝜆1
(0), 𝑢1

(0) )‖.                      (2.3.28) 

 

𝜌0 = 𝜒 ∙ ‖𝑃𝑣 (𝜃, 𝜆1
(0)
, 𝑢1
(0)
 )‖ аламыз. Егер 𝑡 ∈ 𝑆(𝑡(0), 𝜌0) болса, онда (с) теңсіздігі 

және (2.3.28) бойынша  

 

|𝑡 − 𝜃| ≤ |𝑡 − 𝑡(0)| + |𝑡(0) − 𝜃| ≤ 2𝜒 ∙ ‖𝑃𝑣 (𝜃, 𝜆1
(0)
, 𝑢1
(0)
 )‖ < 𝜌, 

 

бағалауы орынды, яғни 𝑆(𝑡(0) , 𝜌0) ⊂ 𝑆(𝜃, 𝜌). 
 

𝑥(0)(𝑡) =

{
 
 

 
 𝜆1

(0)
,                                     𝑡 = 𝑡1 болса,

𝜆1
(0)
+ 𝑢1

(0)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇1
(0)(𝑡), 𝑡 = ∆̇1

(0)
 болса,

𝜆2
(0) + 𝑢2

(0)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇2
(0)(𝑡), 𝑡 = ∆̇2

(0) болса,

𝜆2
(0),                                    𝑡 = 𝑡2 болса 

 

 

функциясын анықтаймыз. 

𝑄𝜐(𝜃)𝜆 = 𝐹𝜐(𝜃) + 𝐺𝜐(𝑢
(0), 𝜃) теңдеуін шешіп 𝜆(1) параметрін табамыз және 

(𝜆(1) − 𝜆(0))  бағалаймыз: 

 

‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖ = ‖𝑄𝑣
−1(𝜃) ∙ (𝐹𝑣(𝜃) + 𝐺𝑣(𝑢

(0), 𝜃)) − 𝑄𝑣
−1(𝜃) ∙ 𝐹𝑣(𝜃)‖ ≤ 

 

≤ ‖𝑄𝑣
−1(𝜃) ∙ 𝐺𝑣(𝑢

(0), 𝜃)‖ ≤ 𝛾𝑣(𝜃) ∙ ‖𝑢
(0)[. ]‖

2
∙ (
(𝛼(𝜃 − 𝑡1))

𝑣

𝑣!
+
(𝛼(𝑡2 − 𝜃))

𝑣

𝑣!
) ≤ 

 

≤ 𝛾𝑣(𝜃) ∙ max {
(𝛼(𝜃 − 𝑡1))

𝑣

𝑣!
,
(𝛼(𝑡2 − 𝜃))

𝑣

𝑣!
} ∙ ‖𝑢(0)[. ]‖

2
.         (2.3.29) 

 
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡) (𝜆𝑟
(1) + 𝑢𝑟) + 𝑓𝑟(𝑡),   𝑢𝑟(𝑡𝑟) = 0, 𝑟 = 1,2, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 

 

Коши есебінен 𝑢(1)(𝑡) = (𝑢1
(1)(𝑡), 𝑢2

(1)(𝑡)) функциялар жиыны элементтерін 

анықтаймыз. 𝑢1
(1)(𝑡), 𝑢2

(1)(𝑡) функциялары барлық [𝑡1, 𝑡2] кесіндісінде 

анықталғанын байқаймыз. ‖ 𝑢𝑟
(1)(𝑡) −  𝑢𝑟

(0)(𝑡)‖ бағалаймыз: 
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‖ 𝑢𝑟
(1)(𝑡) −  𝑢𝑟

(0)(𝑡)‖ = ‖∫ 𝐴(𝜏) (𝜆𝑟
(1)
+ 𝑢𝑟

(1)(𝜏)) 𝑑𝜏
𝑡

𝑡𝑟

+ ∫ 𝑓𝑟(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡𝑟

− 

 

−∫ 𝐴(𝜏) (𝜆𝑟
(0) + 𝑢𝑟

(0)(𝜏)) 𝑑𝜏 − ∫ 𝑓𝑟(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

‖ ≤ 

 

≤ ∫ 𝛼 (‖𝜆𝑟
(1)
− 𝜆𝑟

(0)
‖ + ‖ 𝑢𝑟

(1)(𝜏) −  𝑢𝑟
(0)(𝜏)‖) 𝑑𝜏

𝑡

𝑡𝑟

, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2. 

 

Гронуолл-Беллман леммасы бойынша  

 

‖ 𝑢𝑟
(1)(𝑡) −  𝑢𝑟

(0)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1)‖𝜆𝑟
(1)
− 𝜆𝑟

(0)
‖ , 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2. (2.3.30) 

 

𝑃𝑣(𝑡, 𝜆1, 𝑢1) операторының құрылымынан және 𝑃𝑣 (𝑡, 𝜆1
(0)
, 𝑢1
(0)
 ) = 0 теңдеуінен 

  

‖𝑃𝑣 (𝑡
(0), 𝜆1

(1), 𝑢1
(1)) − 𝑃𝑣 (𝑡

(0), 𝜆1
(0) , 𝑢1

(0))‖ = 

 

=‖𝑡(0) + 𝛽 ∙ ((𝐼 + 𝐷𝑣,1(𝑡
(0))) ∙ 𝜆1

(1) + 𝐹𝑣,1(𝑡
(0)) + 𝐺𝑣,1 (𝑢1

(1), 𝑡(0))) − 

 

−𝑡(0) − 𝛽 ∙ ((𝐼 + 𝐷𝑣,1(𝑡
(0))) ∙ 𝜆1

(0)
+ 𝐹𝑣,1(𝑡

(0)) + 𝐺𝑣,1 (𝑢1
(0)
, 𝑡(0)))‖ ≤ 

 

≤ ‖𝛽‖ ∙ ‖(𝐼 + 𝐷𝑣,1(𝑡
(0))) ∙ (𝜆1

(1) − 𝜆1
(0)) + 𝐺𝑣,1 (𝑢1

(1), 𝑡(0)) − 𝐺𝑣,1 (𝑢1
(0), 𝑡(0))‖ ≤ 

 

≤ ‖𝛽‖ ∙ (1 + ∫ 𝛼𝑑𝜏1

𝑡(0)

𝑡1

+∫ 𝛼
𝑡(0)

𝑡1

∫ 𝛼𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡1

+. . . + 

 

+∫ 𝛼
𝑡(0)

𝑡1

∫ 𝛼…∫ 𝛼𝑑𝜏𝜈…𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏𝜈−1

𝑡1

𝜏1

𝑡1

)‖𝜆1
(1) − 𝜆1

(0)‖ + 

 

+‖𝛽‖ ∙ ∫ 𝛼
𝑡(0)

𝑡1

∫ 𝛼…∫ 𝛼 ‖𝑢1
(1)(𝜏𝜈) − 𝑢1

(0)(𝜏𝜈)‖ 𝑑𝜏𝜈…𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏𝜈−1

𝑡1

𝜏1

𝑡1

. 

 

‖𝑢1
(1)(𝜏𝜈) − 𝑢1

(0)(𝜏𝜈)‖ орнына 𝑟 = 1 үшін (2.3.30) оң жағын қойып, 

қайталанбалы интегралдарды есептеп, 
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‖𝑃𝑣 (𝑡
(0), 𝜆1

(1)
, 𝑢1
(1)
) − 𝑃𝑣 (𝑡

(0), 𝜆1
(0)
, 𝑢1
(0)
)‖ ≤ 

 

≤ ‖𝛽‖ ∙∑
(𝛼 ∙ (𝑡(0) − 𝑡1))

𝑗

𝑗!

𝑣

𝑗=0

‖𝜆1
(1)
− 𝜆1

(0)
‖ + 

 

+‖𝛽‖(𝑒𝛼∙(𝑡
(0)−𝑡1) +∑

(𝛼 ∙ (𝑡(0) − 𝑡1))
𝑗

𝑗!

𝑣

𝑗=0

)‖𝜆1
(1)
− 𝜆1

(0)
‖ = 

 

= ‖𝛽‖𝑒𝛼∙(𝑡
(0)−𝑡1) ‖𝜆1

(1) − 𝜆1
(0)‖ ≤ ‖𝛽‖ sup

𝑡∈(𝑡1,𝑡2)
𝑒𝛼∙(𝑡−𝑡1)‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖    (2.3.31) 

 

бағалауларын аламыз. 

Осыдан  

 

𝜒 ∙ ‖𝑃𝑣 (𝑡
(0), 𝜆1

(1), 𝑢1
(1) )‖ ≤ 𝜒‖𝛽‖ sup

𝑡∈(𝑡1,𝑡2)
𝑒𝛼∙(𝑡−𝑡1)‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖.  (2.3.32) 

 

𝑃𝑣 (𝑡, 𝜆1
(1)
, 𝑢1
(1)
 ) операторы 𝑆(𝑡(0), 𝜌0) шарында 2.3.2-шартты қанағаттандырады. 

Сондықтан   

 

𝑡(1,0) = 𝜃,

𝑡(1,𝑚+1) = 𝑡(1,𝑚) −
1

𝜂
∙
𝑃𝑣 (𝑡

(1,𝑚), 𝜆1
(1)
, 𝑢1
(1)
 )

𝑃𝑣
′ (𝑡(1,𝑚), 𝜆1

(1), 𝑢1
(1) )

, 𝑚 = 1,2, … ,
 

 

итерациялық процесі 𝑆(𝑡(0), 𝜌0) шарында 𝑃𝑣 (𝑡, 𝜆1
(1)
, 𝑢1
(1)
 ) = 0 теңдеуінің 

оқшауланған 𝑡(1) шешіміне жинақталады және  

 

|𝑡(1) − 𝑡(0)| ≤ 𝜒 ∙ ‖𝑃𝑣 (𝑡
(0), 𝜆1

(1), 𝑢1
(1) )‖. 

 

Осыдан  

 

|𝑡(1) − 𝑡(0)| ≤ 𝜒‖𝛽‖ sup
𝑡∈(𝑡1,𝑡2)

(𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1)‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖. 

 

𝜌1 = 𝜒 ∙ ‖𝑃𝑣 (𝑡
(0), 𝜆1

(0), 𝑢1
(0) )‖ аламыз. Егер 𝑡 ∈ 𝑆(𝑡(1) , 𝜌1) болса, онда (b), (с) 

(яғни (2.3.25), (2.3.26), (2.3.29)) теңсіздіктері және (2.3.31), (2.3.32) бойынша  
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|𝑡 − 𝑡(0)| ≤ |𝑡 − 𝑡(1)| + |𝑡(1) − 𝑡(0)| ≤ 

 

≤ (𝑞𝜈(𝜃) + 1)𝜒‖𝛽‖ sup
𝑡∈(𝑡1,𝑡2)

𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟|‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖ < 

 

<  
𝜒‖𝛽‖

1 − 𝑞𝜈(𝜃)
sup

𝑡∈(𝑡1,𝑡2)
𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟|‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖ < 𝜌, 

 

яғни 𝑆(𝑡(1), 𝜌1) ⊂ 𝑆(𝑡(0), 𝜌0). 
 

𝑥(1)(𝑡) =

{
 
 

 
 𝜆1

(1)
,                                     𝑡 = 𝑡1 болса,

𝜆1
(1) + 𝑢1

(1)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇1
(1)(𝑡), 𝑡 = ∆̇1

(1) болса,

𝜆2
(1)
+ 𝑢2

(1)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇2
(1)(𝑡), 𝑡 = ∆̇2

(1)
 болса,

𝜆2
(1)
,                                    𝑡 = 𝑡2 болса 

 

 

функциясын анықтаймыз. 

𝑄𝜐(𝜃)𝜆 = 𝐹𝜐(𝜃) + 𝐺𝜐(𝑢
(1), 𝜃) теңдеуін шешіп 𝜆(2) параметрін табамыз және 

(𝜆(2) − 𝜆(1))  бағалаймыз: 

 

‖𝜆(2) − 𝜆(1)‖ = ‖𝑄𝑣
−1(𝜃) ∙ (𝐹𝑣(𝜃) + 𝐺𝑣(𝑢

(1), 𝜃)) − 

 

−𝑄𝑣
−1(𝜃) ∙ (𝐹𝑣(𝜃) + 𝐺𝑣(𝑢

(0), 𝜃))‖ ≤ 

 

≤ ‖𝑄𝑣
−1(𝜃) ∙ (𝐺𝑣(𝑢

(1), 𝜃) − 𝐺𝑣(𝑢
(0), 𝜃))‖ ≤ 

 

≤ 𝛾𝑣(𝜃) ∙ (‖𝐺𝑣,1 (𝑢1
(1)
, 𝜃) − 𝐺𝑣,1 (𝑢1

(0)
, 𝜃)‖ + ‖𝐺𝑣,2 (𝑢1

(1)
, 𝜃) − 𝐺𝑣,1 (𝑢2

(0)
, 𝜃)‖). 

 

‖𝐺𝑣,𝑟 (𝑢𝑟
(1), 𝜃) − 𝐺𝑣,𝑟 (𝑢𝑟

(0), 𝜃)‖ бағалаймыз:  

 

‖𝐺𝑣,𝑟 (𝑢𝑟
(1)
, 𝜃) − 𝐺𝑣,𝑟 (𝑢𝑟

(0)
, 𝜃)‖ ≤ 

 

≤ ‖∫ 𝐴(𝜏1)…
𝜃

𝑡𝑟

∫ 𝐴𝑟(𝜏𝑣−1)
𝜏𝑣−2

𝑡𝑟

∫ 𝐴(𝜏2) (𝑢𝑟
(1)(𝜏𝑣) − 𝑢𝑟

(0)(𝜏𝑣)) 𝑑𝜏𝑣−1…𝑑𝜏1

𝜏𝑣−2

𝑡𝑟

‖ ≤ 

 

≤ ∫ 𝛼
𝜃

𝑡𝑟

∫ 𝛼
𝜏1

𝑡𝑟

…∫ 𝛼‖𝑢𝑟
(1)(𝜏𝑣) − 𝑢𝑟

(0)(𝜏𝑣)‖ 𝑑𝜏𝑣…𝑑𝜏𝑣1

𝜏𝑣−1

𝑡𝑟

≤ 
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≤ ∫ 𝛼
𝑡(0)

𝑡𝑟

∫ 𝛼
𝜏1

𝑡𝑟

…∫ 𝛼 (𝑒𝛼∙|𝜏𝑣−𝑡𝑟| − 1)𝑑𝜏𝑣…𝑑𝜏𝑣2𝑑𝜏𝑣1‖𝜆
(1) − 𝜆(0)‖ ≤

𝜏𝑣−1

𝑡𝑟

 

 

≤ (𝑒𝛼∙|𝜃−𝑡𝑟| −∑
(𝛼|𝜃 − 𝑡𝑟|)

𝑗

𝑗!

𝑣

𝑗=0

)‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖. 

Осыдан  

 

‖𝜆(2) − 𝜆(1)‖ ≤ 𝑞𝑣(𝜃)‖𝜆
(1) − 𝜆(0)‖ 

 

шығады. 

Коши есебінен 𝑢(2)(𝑡) = (𝑢1
(2)(𝑡), 𝑢2

(2)(𝑡)) функциялар жиыны элементтерін 

анықтаймыз. 𝑢1
(2)(𝑡), 𝑢2

(2)(𝑡) функциялары барлық [𝑡1, 𝑡2] кесіндісінде 

анықталғанын байқаймыз. ‖ 𝑢𝑟
(2)(𝑡) −  𝑢𝑟

(1)(𝑡)‖ бағалаймыз: 

 

‖ 𝑢𝑟
(2)(𝑡) −  𝑢𝑟

(1)(𝑡)‖ = ‖∫ 𝐴(𝜏) (𝜆𝑟
(2) + 𝑢𝑟

(2)(𝜏)) 𝑑𝜏
𝑡

𝑡𝑟

+ ∫ 𝑓𝑟(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡𝑟

− 

 

−∫ 𝐴(𝜏) (𝜆𝑟
(1) + 𝑢𝑟

(1)(𝜏)) 𝑑𝜏 − ∫ 𝑓𝑟(𝜏)𝑑𝜏
𝑡

𝑡𝑟

𝑡

𝑡𝑟

‖ ≤ 

 

≤ ∫ 𝛼 (‖𝜆𝑟
(2)
− 𝜆𝑟

(1)
‖ + ‖ 𝑢𝑟

(2)(𝜏) −  𝑢𝑟
(1)(𝜏)‖) 𝑑𝜏

𝑡

𝑡𝑟

, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2. 

 

Гронуолл-Беллман леммасы бойынша  

 

‖ 𝑢𝑟
(2)(𝑡) −  𝑢𝑟

(1)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1) ‖𝜆𝑟
(2) − 𝜆𝑟

(1)‖ , 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2. 

 

𝑃𝑣 (𝑡
(1) , 𝜆1

(1)
, 𝑢1
(1)
 ) = 0 теңдігі 𝑃𝑣 (𝑡

(1), 𝜆1
(2)
, 𝑢1
(2)
 ) бағалауға мүмкіндік береді: 

  

‖𝑃𝑣 (𝑡
(1), 𝜆1

(2)
, 𝑢1
(2)
 )‖ = ‖𝑃𝑣 (𝑡

(1) , 𝜆1
(2), 𝑢1

(2)) − 𝑃𝑣 (𝑡
(1), 𝜆1

(1), 𝑢1
(1))‖ ≤ 

 

≤ ‖𝛽‖ ∙ ‖(𝐼 + 𝐷𝑣,1(𝑡
(0))) ∙ (𝜆1

(2) − 𝜆1
(1)) + 𝐺𝑣,1 (𝑢1

(2), 𝑡(1)) − 𝐺𝑣,1 (𝑢1
(1), 𝑡(1))‖ ≤ 

 

≤ ‖𝛽‖ ∙ (1 + ∫ 𝛼𝑑𝜏1

𝑡(0)

𝑡1

+∫ 𝛼
𝑡(0)

𝑡1

∫ 𝛼𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡1

+. . . + 
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+∫ 𝛼
𝑡(1)

𝑡1

∫ 𝛼…∫ 𝛼𝑑𝜏𝜈…𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏𝜈−1

𝑡1

𝜏1

𝑡1

)‖𝜆1
(2)
− 𝜆1

(1)
‖ + 

 

+‖𝛽‖ ∙ ∫ 𝛼
𝑡(1)

𝑡1

∫ 𝛼…∫ 𝛼 ‖𝑢1
(2)(𝜏𝜈) − 𝑢1

(1)(𝜏𝜈)‖ 𝑑𝜏𝜈…𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏𝜈−1

𝑡1

𝜏1

𝑡1

≤ 

 

≤ ‖𝛽‖ ∙ 𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡1| ∙ ‖𝜆(2) − 𝜆(1)‖ ≤ ‖𝛽‖ ∙ 𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡1| ∙ 𝑞𝑣(𝜃) ∙ ‖𝜆
(1) − 𝜆(0)‖, 

 

Осыдан  

 

𝜒 ∙ ‖𝑃𝑣 (𝑡
(1), 𝜆1

(2)
, 𝑢1
(2)
 )‖ ≤ 𝜒 ∙ ‖𝛽‖ sup

𝑡∈(𝑡1,𝑡2)
(𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1)‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖ . (2.3.33) 

 

𝑃𝑣 (𝑡, 𝜆1
(2)
, 𝑢1
(2)
 ) операторы 𝑆(𝑡(0), 𝜌0) шарында 2.3.2-шартты, яғни Адамар 

теоремасының күшейтілген локальді нұсқасының барлық шарттарын 

қанағаттандырады. Сәйкесінше   

 

𝑡(2,0) = 𝜃,

𝑡(2,𝑚+1) = 𝑡(2,𝑚) −
1

𝜂
∙
𝑃𝑣 (𝑡

(2,𝑚), 𝜆1
(2), 𝑢1

(2) )

𝑃𝑣
′ (𝑡(2,𝑚), 𝜆1

(2), 𝑢1
(2) )

, 𝑚 = 1,2, … ,
 

 

итерациялық процесі 𝑆(𝑡(1), 𝜌1) шарында 𝑃𝑣 (𝑡, 𝜆1
(2)
, 𝑢1
(2)
 ) = 0 теңдеуінің 

оқшауланған 𝑡(2) шешіміне жинақталады және  

 

|𝑡(2) − 𝑡(1)| ≤ 𝜒 ∙ ‖𝑃𝑣 (𝑡
(1), 𝜆1

(2), 𝑢1
(2) )‖. 

 

Осыдан (2.3.33) теңсіздік бойынша  

 

|𝑡(2) − 𝑡(1)| ≤ 𝜒 ∙ ‖𝛽‖ sup
𝑡∈(𝑡1,𝑡2)

(𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1)‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖ 

 

шығады. 

Енді 𝜌2 = 𝜒 ∙ ‖𝑃𝑣 (𝑡
(2), 𝜆1

(2), 𝑢1
(2) )‖ аламыз. 𝑆(𝑡(2), 𝜌2) ⊂ 𝑆(𝑡

(1), 𝜌1) болатынын 

көрсету қиын емес.   

Осыдан 
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𝑥(2)(𝑡) =

{
 
 

 
 𝜆1

(2),                                     𝑡 = 𝑡1 болса,

𝜆1
(2)
+ 𝑢1

(2)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇1
(2)(𝑡), 𝑡 = ∆̇1

(2)
 болса,

𝜆2
(2)
+ 𝑢2

(2)(𝑡) ∙ 𝐼
∆̇2
(2)(𝑡), 𝑡 = ∆̇2

(2)
 болса,

𝜆2
(2),                                    𝑡 = 𝑡2 болса 

 

 

функциясын анықтаймыз. 

 (𝑡(𝑘−1), (𝜆(𝑘−1), 𝑢(𝑘−1)[𝑡])) жиынтығы анықталған және 

   

‖𝜆(𝑘−1) − 𝜆(𝑘−2)‖ ≤ 𝑞𝑣(𝜃)‖𝜆
(𝑘−2) − 𝜆(𝑘−3)‖, 𝑘 ≥ 3          (2.3.34) 

 

‖𝑢𝑟
(𝑘−1)(𝑡) − 𝑢𝑟

(𝑘−2)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1) ∙ ‖𝜆𝑟
(𝑘−1)

− 𝜆𝑟
(𝑘−2)

‖,  

 

𝑘 ≥ 3, 𝑡 ∈ ∆𝑟
(0)
, 𝑟 = 1,2 (2.3.35) 

 

‖𝑡(𝑘−1) − 𝑡(𝑘−2)‖ ≤ 𝜒 ∙ ‖𝛽‖ sup
𝑡∈(𝑡1,𝑡2)

𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡1| 𝑞𝑣
(𝑘−2)(𝜃) ‖𝜆𝑟

∗ − 𝜆𝑟
(𝑘)
‖ , 𝑘 ≥ 2 (2.3.36) 

 

бағалаулары орнатылған деп ұйғарамыз. 

𝑡0 = 𝜃 және 𝑢 = 𝑢(𝑘−1) болғанда (2.3.12) теңдеуін шешіп, 𝜆(𝑘) параметрін 

табамыз. (2.3.34) ұқсас түрде   

 

‖𝜆(𝑘) − 𝜆(𝑘−1)‖ ≤ 𝑞𝑣(𝜃)‖𝜆
(𝑘−1) − 𝜆(𝑘−2)‖        (2.3.37) 

 

бағалауын орнатамыз. 

 
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡) (𝜆𝑟
(𝑘)
+ 𝑢𝑟) + 𝑓𝑟(𝑡),   𝑢𝑟(𝑡𝑟) = 0, 𝑟 = 1,2, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2],   (2.3.38) 

 

Коши есебінен 𝑢1
(𝑘)(𝑡), 𝑢2

(𝑘)(𝑡) функцияларын [𝑡1, 𝑡2] кесіндісінде анықтаймыз 

және  

 

‖ 𝑢𝑟
(𝑘)(𝑡) −  𝑢𝑟

(𝑘−1)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1)‖𝜆𝑟
(𝑘) − 𝜆𝑟

(𝑘−1)‖ , 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2.  

(2.3.39) 
 

бағалаулар орынды. 

𝑡(𝑘) нүктесін  

 

𝑃𝑣 (𝑡, 𝜆1
(𝑘) , 𝑢1

(𝑘) ) ≡ 𝑡 + 𝛽 ∙ ((𝐼 + 𝐷𝜐,1(𝑡)) ∙ 𝜆1
(𝑘) + 𝐹𝜐,1(𝑡) + 𝐺𝜐,1 ( 𝑢1

(𝑘), 𝑡)) = 0  

(2.3.40) 
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теңдеуінен табамыз. (2.3.40)  теңдеуінің шешімін табу үшін 

 

𝑡(𝑘,0) = 𝑡(𝑘−1), 𝑡(𝑘,𝑚+1) = 𝑡(𝑘,𝑚) −
1

𝜂
∙
𝑃𝑣 (𝑡

(𝑘,𝑚), 𝜆1
(𝑘) , 𝑢1

(𝑘) )

𝑃𝑣
′ (𝑡(𝑘,𝑚), 𝜆1

(𝑘)
, 𝑢1
(𝑘)
 )
, 𝑚 = 1,2, … , (2.3.41) 

 

итерациялық процесін құрамыз. 

(2.3.41) итерациялық процесі 𝑡(𝑘) ∈ 𝑆(𝑡(𝑘−1), 𝜌𝑘−1) нүктесіне жинақталады. 

(2.3.36) ұқсас түрде  

 

|𝑡(𝑘) − 𝑡(𝑘−1)| ≤ 𝜒 ∙ ‖𝛽‖ sup
𝑡∈(𝑡1,𝑡2)

𝑒𝛼∙(𝑡−𝑡1) ‖𝜆(𝑘) − 𝜆(𝑘−1)‖    (2.3.42) 

 

бағалауын аламыз.  
(2.3.41) теңсіздікті ескеріп 

 

|𝑡(𝑘) − 𝑡(𝑘−1)| ≤ 𝜒 ∙ ‖𝛽‖ sup
𝑡∈(𝑡1,𝑡2)

(𝑒𝛼∙(𝑡−𝑡1) − 1)𝑞𝑣
(𝑘−1)(𝜃)‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖ (2.3.43) 

 

бағалауын аламыз. 

Сонда  

 

|𝑡(𝑘) − 𝜃| ≤
𝜒 ∙ ‖𝛽‖

1 − 𝑞𝜈(𝜃)
sup

𝑡∈(𝑡1,𝑡2)
(𝑒𝛼∙(𝑡−𝑡1) − 1)‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖ + |𝑡(𝑘) − 𝜃| < 𝜌. 

 

Егер 𝜌𝑘 = 𝜒 ∙ ‖𝑃𝑣 (𝑡
(𝑘), 𝜆1

(𝑘)
, 𝑢1
(𝑘)
 )‖ = 0 болса, онда 𝑃𝑣 (𝑡

(𝑘) , 𝜆1
(𝑘)
, 𝑢1
(𝑘)
 ) = 0. 

Осыдан, 𝜆(𝑘) параметрі 𝑄𝜐(𝜃)𝜆 = 𝐹𝜐(𝜃) + 𝐺𝜐(𝑢, 𝜃) теңдеуінің шешімі және 𝑢𝑟
(𝑘)

 

функциялары (2.3.38) Коши есебінің шешімі екенін ескеріп, 

 

𝑡(𝑘) + 𝛽 ∙ (𝜆1
(𝑘) + lim

𝑡→𝑡(𝑘)−0
𝑢1
(𝑘)(𝑡)) = 0, 

 

𝐵𝜆1
(𝑘) + 𝐶𝜆2

(𝑘) − 𝑑 = 0, 
 

𝜆1
(𝑘) + lim

𝑡→𝑡(𝑘)−0
𝑢1
(𝑘)(𝑡) − 𝜆2

(𝑘) − lim
𝑡→𝑡(𝑘)+0

𝑢2
(𝑘)(𝑡) − 𝑝 = 0, 

 

теңдіктерін аламыз, яғни 

(

 
 
((
𝜆1
(𝑘)

𝜆2
(𝑘)
) ,(

𝑢1
(𝑘)(𝑡) ∙ 𝐼

∆1
(𝑘)(𝑡)

𝑢2
(𝑘)(𝑡) ∙ 𝐼

∆2
(𝑘)(𝑡)

)) , 𝑡(𝑘)

)

 
 

 жиынтығы 

(2.3.5) − (2.3.9) есебінің шешімі болады.  
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 (2.3.37), (2.3.39), (2.3.42) және (𝑏) теңсіздіктерінен 

  

(

 
 
((
𝜆1
(𝑘)

𝜆2
(𝑘)
) , (

𝑢1
(𝑘)(𝑡) ∙ 𝐼

∆1
(𝑘)(𝑡)

𝑢2
(𝑘)(𝑡) ∙ 𝐼

∆2
(𝑘)(𝑡)

)) , 𝑡(𝑘)

)

 
 

 

 

тізбегі 𝑘 → ∞ болғанда (((
𝜆1
∗

𝜆2
∗) , (

𝑢1
∗(𝑡) ∙ 𝐼[𝑡1,𝑡∗)(𝑡)

𝑢2
∗(𝑡) ∙ 𝐼(𝑡∗,𝑡2](𝑡)

)) , 𝑡∗) жиынтығы (2.3.5) −

(2.3.9) есебінің шешіміне жинақталады. 

 

‖𝜆(𝑘+𝑙) − 𝜆(𝑘)‖ ≤
𝑞𝜈
𝑘(𝜃)

1 − 𝑞𝜈(𝜃)
‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖, 𝑘 ≥ 1, 

 

‖𝑢𝑟
(𝑘+𝑙)(𝑡) − 𝑢𝑟

(𝑘)(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝛼∙|𝑡−𝑡𝑟| − 1) ∙ ‖𝜆𝑟
(𝑘+𝑙) − 𝜆𝑟

(𝑘)‖ , 𝑘 ≥ 1, 

 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2], 𝑟 = 1,2, 
 

‖𝑡(𝑘+𝑙) − 𝑡(𝑘)‖ ≤ 𝜒 ∙ ‖𝛽‖ sup
𝑡∈(𝑡1,𝑡2)

𝑒𝛼∙(𝑡−𝑡1)‖𝜆𝑟
(𝑘+𝑙) − 𝜆𝑟

(𝑘)‖ , 𝑘 ≥ 1 

 

теңсіздіктерінен 𝑙 → ∞ болғанда шекке көшіп (2.3.14) − (2.3.16) бағалауларын 

аламыз.  

 (2.3.5) − (2.3.9) параметрлі есебінің шешімінің жалғыздығын көрсетеміз.  

 Айталық, (�̃�, (�̃�, �̃�[𝑡])) жиынытығы (2.3.5) − (2.3.9) параметрлі есебінің басқа 

шешімі болсын. Мұндағы �̃� = (�̃�1, �̃�2), �̃�[𝑡] = (�̃�1(𝑡) ∙ 𝐼[𝑡1,�̃�)(𝑡), �̃�2(𝑡) ∙ 𝐼(�̃�,𝑡2](𝑡)), 

�̃� ∈ 𝑆(𝑡∗, 𝜌∗), 𝜌∗ > 0.  

 𝑃𝑣(𝑡
∗, 𝜆1

∗ , 𝑢1
∗ ) және 𝑃𝑣(�̃�, �̃�1, �̃�1 ) = 0 болғандықтан  

 

𝑡∗ = 𝑡∗ −
𝑃𝑣(𝑡

∗, 𝜆1
∗ , 𝑢1

∗ )

𝑃𝑣
′(𝑡∗, 𝜆1

∗ , 𝑢1
∗ )
, �̃� = �̃� −

𝑃𝑣(�̃�, �̃�1, �̃�1 )

𝑃𝑣
′(𝑡∗, 𝜆1

∗ , 𝑢1
∗ )

 

 

теңдіктерінен   

 

𝑡∗ − �̃� = −
1

𝑃𝑣
′(𝑡∗, 𝜆1

∗ , 𝑢1
∗ )
∫𝑃𝑣

′(�̃� + 𝜉 ∙ (𝑡∗ − �̃�), 𝜆1
∗ , 𝑢1

∗ ) − 𝑃𝑣
′(𝑡∗, 𝜆1

∗ , 𝑢1
∗ )𝑑𝜉(𝑡∗ − �̃�)

1

0

− 

 

−
1

𝑃𝑣
′(𝑡∗, 𝜆1

∗ , 𝑢1
∗ )
(𝑃𝑣(�̃�, 𝜆1

∗ , 𝑢1
∗ ) − 𝑃𝑣(�̃�, �̃�1, �̃�1 )) 
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шығады.  

 Енді 𝜀𝜒 < 1 орындалатын 𝜀 > 0 санын таңдаймыз. 𝑆(𝑡∗, 𝜌∗) шарында 

𝑃𝑣
′(𝑡, 𝜆1

∗ , 𝑢1
∗ ) бірқалыпты үзіліссіз болғандықтан, |𝑡′ − 𝑡′′| < 𝛿 болғанда кез-

келген 𝑡′, 𝑡′′ ∈ 𝑆(𝑡∗, 𝜌∗) үшін   

 

‖𝑃𝑣
′(𝑡′, 𝜆1

∗ , 𝑢1
∗ ) − 𝑃𝑣

′(𝑡′′, 𝜆1
∗ , 𝑢1

∗ )‖ < 𝜀 

 

орындалатындай 𝛿 > 0 санын табамыз. |𝑡∗ − �̃�| бағалаймыз: 

   

|𝑡∗ − �̃�| ≤ 

 

≤ ‖−(𝑃𝑣
′(𝑡∗, 𝜆1

∗ , 𝑢1
∗ ))

−1
‖∫‖𝑃𝑣

′(�̃� + 𝜉 ∙ (𝑡∗ − �̃�), 𝜆1
∗ , 𝑢1

∗ ) − 𝑃𝑣
′(𝑡∗, 𝜆1

∗ , 𝑢1
∗ )‖𝑑𝜉|𝑡∗ − �̃�|

1

0

 

 

+‖−(𝑃𝑣
′(𝑡∗, 𝜆1

∗ , 𝑢1
∗ ))

−1
‖ ∙ ‖𝑃𝑣(�̃�, 𝜆1

∗ , 𝑢1
∗ ) − 𝑃𝑣(�̃�, �̃�1, �̃�1 )‖ ≤ 

 

≤ 𝜀𝜒|𝑡∗ − �̃�| + 𝜒‖𝑃𝑣(�̃�, 𝜆1
∗ , 𝑢1

∗ ) − 𝑃𝑣(�̃�, �̃�1, �̃�1 )‖, 
 

осыдан 

 

|𝑡∗ − �̃�| ≤
𝜒

1 − 𝜀𝜒
‖𝑃𝑣(�̃�, 𝜆1

∗ , 𝑢1
∗ ) − 𝑃𝑣(�̃�, �̃�1, �̃�1 )‖ 

 

аламыз. 

‖𝑃𝑣(�̃�, 𝜆1
∗ , 𝑢1

∗ ) − 𝑃𝑣(�̃�, �̃�1, �̃�1 )‖ бағалаймыз: 

 

‖𝑃𝑣(�̃�, 𝜆1
∗ , 𝑢1

∗ ) − 𝑃𝑣(�̃�, �̃�1, �̃�1 )‖ ≤ 

 

≤ ‖𝛽‖ ∙ ‖(𝐼 + 𝐷𝑣,1(�̃�)) ∙ (𝜆1
∗ − �̃�1) + 𝐺𝑣,1(𝑢

∗, �̃�) − 𝐺𝑣,1(�̃�, �̃�)‖ ≤ 

 

≤ ‖𝛽‖ ∙ (1 + ∫ 𝛼𝑑𝜏1

�̃�

𝑡1

+∫ 𝛼
�̃�

𝑡1

∫ 𝛼𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏1

𝑡1

+. . . + 

 

+∫ 𝛼
�̃�

𝑡1

∫ 𝛼…∫ 𝛼𝑑𝜏𝜈…𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏𝜈−1

𝑡1

𝜏1

𝑡1

) ‖𝜆1
∗ − �̃�1‖ + 

 

+‖𝛽‖ ∙ ∫ 𝛼
�̃�

𝑡1

∫ 𝛼…∫ 𝛼‖𝑢∗(𝜏𝜈) − �̃�(𝜏𝜈)‖𝑑𝜏𝜈…𝑑𝜏2𝑑𝜏1

𝜏𝜈−1

𝑡1

𝜏1

𝑡1

.      (2.3.44) 

 

𝑢1
∗(𝑡) функциясы  
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𝑑𝑢1
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝜆1
∗ + 𝑢1) + 𝑓1(𝑡),   𝑢1(𝑡1) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] 

 

Коши есебінің, ал �̃�1(𝑡) функциясы  

 
𝑑𝑢1
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(�̃�1 + 𝑢1) + 𝑓1(𝑡),   𝑢1(𝑡1) = 0, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2] 

 

Коши есебінің шешімдері екенін ескеріп, 

 

‖𝑢1
∗(𝑡) − �̃�1(𝑡)‖ ≤ (𝑒𝛼∙(𝑡−𝑡1) − 1)‖𝜆1

∗ − �̃�1‖, 𝑡 ∈ [𝑡1, 𝑡2]    (2.3.45) 
 

бағалауларын орнатамыз. 
(2.3.44) пайдаланып (2.3.45) теңсіздігінен  

 

‖𝑃𝑣(�̃�, 𝜆1
∗ , 𝑢1

∗ ) − 𝑃𝑣(�̃�, �̃�1, �̃�1 )‖ ≤ ‖𝛽‖ sup
𝑡∈(𝑡1,𝑡2)

𝑒𝛼∙(𝑡−𝑡1) ‖𝜆∗ − �̃�‖ 

 

бағалауын аламыз. 

Осыдан  

 

|𝑡∗ − �̃�| ≤
𝜒‖𝛽‖

1 − 𝜀𝜒
sup

𝑡∈(𝑡1,𝑡2)
𝑒𝛼∙(𝑡−𝑡1) ‖𝜆∗ − �̃�‖           (2.3.46) 

 

шығады. 

Сонымен қатар, 

 

‖𝜆∗ − �̃�‖ = ‖𝑄𝑣
−1(𝜃) ∙ (𝐹𝑣(𝜃) + 𝐺𝑣(𝑢

∗, 𝜃)) − 

 

−𝑄𝑣
−1(𝜃) ∙ (𝐹𝑣(𝜃) + 𝐺𝑣(�̃�, 𝜃))‖ ≤ 

 

≤ ‖𝑄𝑣
−1(𝜃) ∙ (𝐺𝑣(𝑢

∗, 𝜃) − 𝐺𝑣(�̃�, 𝜃))‖ ≤ 

 

≤ 𝛾𝑣(𝜃) ∙ (‖𝐺𝑣,1(𝑢1
∗ , 𝜃) − 𝐺𝑣,1(�̃�1, 𝜃)‖ + ‖𝐺𝑣,2(𝑢2

∗ , 𝜃) − 𝐺𝑣,1(�̃�2, 𝜃)‖) ≤ 

 

≤ 2𝛾𝑣(𝜃) ‖∫ 𝐴(𝜏1)…
𝜃

𝑡𝑟

∫ 𝐴𝑟(𝜏𝑣−1)
𝜏𝑣−2

𝑡𝑟

∫ 𝐴(𝜏2)(𝑢𝑟
∗(𝜏𝑣) − �̃�𝑟(𝜏𝑣))𝑑𝜏𝑣−1…𝑑𝜏1

𝜏𝑣−2

𝑡𝑟

‖ 

 

≤ 2𝛾𝑣(𝜃)∫ 𝛼
𝜃

𝑡𝑟

∫ 𝛼
𝜏1

𝑡𝑟

…∫ 𝛼‖𝑢𝑟
∗(𝜏𝑣) − �̃�𝑟(𝜏𝑣)‖𝑑𝜏𝑣 …𝑑𝜏𝑣1

𝜏𝑣−1

𝑡𝑟

≤ 
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≤ 2𝛾𝑣(𝜃)∫ 𝛼
𝜃

𝑡𝑟

∫ 𝛼
𝜏1

𝑡𝑟

…∫ 𝛼 (𝑒𝛼∙|𝜏𝑣−𝑡𝑟| − 1)𝑑𝜏𝑣…𝑑𝜏𝑣2𝑑𝜏𝑣1‖𝜆
∗ − �̃�‖ ≤

𝜏𝑣−1

𝑡𝑟

 

 

≤ 2𝛾𝑣(𝜃)(𝑒
𝛼∙|𝜃−𝑡𝑟| −∑

(𝛼|𝜃 − 𝑡𝑟|)
𝑗

𝑗!

𝑣

𝑗=0

)‖𝜆∗ − �̃�‖. 

 

Осыдан  

 

‖𝜆∗ − �̃�‖ ≤ 𝑞𝑣(𝜃)‖𝜆
∗ − �̃�‖                                (2.3.47) 

 

(2.3.45), (2.3.46), (2.3.47) теңсіздіктерінен (𝑏) шарты бойынша 𝜆∗ = �̃�, 𝑢∗[𝑡] =
�̃�[𝑡],  𝑡∗ = �̃� шығады. Теорема дәлелденді. 

Мысал 
[0,1] сегментінде 

 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥 + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ (0,1)\{𝑡∗}, 𝑥 ∈ 𝑅

2  

 

 𝑥(𝑡∗ + 0) − 𝑥(𝑡∗ − 0) = 𝑝,  
 

 𝑡∗ + 𝛽𝑥(𝑡∗ − 0) = 0,  
 

 𝐵𝑥(0) + 𝐶𝑥(1) = 𝑑  

 

есебін қарастырайық, мұндағы  

 𝐴(𝑡) = (
1

𝑡+2

1

2

0 𝑡
), 𝑓(𝑡) = 𝑓1(𝑡) ∙ 𝐼[𝑡1,𝑡∗)(𝑡) + 𝑓2(𝑡) ∙ 𝐼(𝑡∗,𝑡2](𝑡), 

 

𝐼[𝑡𝑟,𝑡∗)(𝑡) = {
1, 𝑡 ∈ [𝑡𝑟 , 𝑡∗) болғанда,

0, 𝑡 ∉ [𝑡𝑟 , 𝑡∗) болғанда ,
  𝑟 = 1,2. 

 

 𝑓1(𝑡) = (
(
1

5
+

1

𝑡+2
) 𝑐𝑜𝑠𝑡 + (1 −

1

5(𝑡+2)
) 𝑠𝑖𝑛𝑡 +

𝑡3

4
+
3

2

𝑡4

2
−
3𝑡2

2
+ 3𝑡

), 

 

  𝑓2(𝑡) = (
(
1

5
+

1

𝑡+2
) 𝑐𝑜𝑠𝑡 + (1 −

1

5(𝑡+2)
) 𝑠𝑖𝑛𝑡 +

𝑡3

4
−
𝑡+5

𝑡+2

𝑡4

2
−
3𝑡2

2
− 2𝑡

), 

   

 𝑝 = (
3
5
) , 𝛽 = (

3

10𝑐𝑜𝑠0.3−2𝑠𝑖𝑛0.3
0), 
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 𝐵 = (
1 −1

−0.5 1
), 𝐶 = (

1 −1
0 1

), 𝑑 = (
𝑐𝑜𝑠1 − 0.2𝑠𝑖𝑛1 + 0.5

−4
).   

 

Бұл есептің дәл шешімі  

 

(𝑥∗(𝑡) = 𝐼[𝑡1,𝑡∗)(𝑡) (
0.2𝑠𝑖𝑛𝑡 − 𝑐𝑜𝑠𝑡
−3 − 0.5𝑡3

) + 𝐼(𝑡∗,𝑡2](𝑡) (
0.2𝑠𝑖𝑛𝑡 − 𝑐𝑜𝑠𝑡 + 3

2 − 0.5𝑡3
) , 𝑡∗ = 0.3 )  

 

жұбы болады. 

          Ұсынылған алгоритм бойынша қойылған есептің жуық шешімін табамыз. 

Ол үшін 𝜈 = 3 аламыз. Есептеу барысында 𝑃𝜈(𝑡0, 𝜆1, 𝑢1) = 0 теңдеуінің шешімін 

табу үшін әр қадамда дихотомия әдісі қолданылды. Теңдеудің шешімі 𝜀 =
0.000001 дәлдігімен анықталды. 

      Төмендегі кестелерде әр қадамдағы есептеу нәтижелері келтірілген. 

Кесте 1. 0-ші қадамдағы [0, 𝑡∗
(0)
] аралығындағы жуық шешімнің мәндері 

𝑚 𝑡𝑚 𝜆11
(0) + 𝑢11

(0)(𝑡𝑚) 𝜆12
(0) + 𝑢12

(0)(𝑡𝑚) 

1 0.0000000000 -0.9990132524 -2.9982212631 

2 0.0500000000 -0.9876979784 -2.9982815383 

3 0.1000000000 -0.9739102275 -2.9987123472 

4 0.1500000000 -0.9576844269 -2.9998886393 

5 0.2000000000 -0.9390612308 -3.0021853294 

6 0.2500000000 -0.9180873920 -3.0059772940 

7 0.2995922863 -0.8950145067 -3.0115846219 

 

Кесте 2. 0-ші қадамдағы  [𝑡∗
(0), 1] аралығындағы жуық шешімнің мәндері 

𝑙 𝑡𝑙 𝜆21
(0) + 𝑢21

(0)(𝑡𝑙) 𝜆22
(0) + 𝑢22

(0)(𝑡𝑙) 

1 0.2995922863 2.1082897492 1.9897819483 

2 0.3000000000 2.1084796609 1.9897245722 

3 0.3500000000 2.1329611038 1.9814834745 

4 0.4000000000 2.1597597829 1.9706101225 

5 0.4500000000 2.1888006175 1.9567426689 

6 0.5000000000 2.2200015585 1.9395186546 

7 0.5500000000 2.2532737973 1.9185742681 

8 0.6000000000 2.2885220531 1.8935436277 

9 0.6500000000 2.3256449500 1.8640581364 

10 0.7000000000 2.3645355007 1.8297459738 

11 0.7500000000 2.4050817107 1.7902317972 

12 0.8000000000 2.4471673239 1.7451367422 

13 0.8500000000 2.4906727252 1.6940788246 

14 0.9000000000 2.5354760224 1.6366738624 

15 0.9500000000 2.5814543280 1.5725370537 

16 1.0000000000 2.6284852649 1.5012853631 
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Кесте 3. 1-ші қадамдағы [0, 𝑡∗
(1)
] аралығындағы жуық шешімнің мәндері 

𝑚 𝑡𝑚 𝜆11
(1) + 𝑢11

(1)(𝑡𝑚) 𝜆12
(1) + 𝑢12

(1)(𝑡𝑚) 
1 0.0000000000 -0.9999985308 -2.9999990083 

2 0.0500000000 -0.9887528953 -3.0000615070 

3 0.1000000000 -0.9750358870 -3.0004990033 

4 0.1500000000 -0.9588817914 -3.0016864970 

5 0.2000000000 -0.9403309849 -3.0039989882 

6 0.2500000000 -0.9194298349 -3.0078114768 

7 0.2999994457 -0.8962308528 -3.0134988878 

 

Кесте 4. 1-ші қадамдағы [𝑡∗
(1)
, 1] аралығындағы жуық шешімнің мәндері 

𝑙 𝑡𝑙 𝜆21
(1)
+ 𝑢21

(1)(𝑡𝑙) 𝜆22
(1)
+ 𝑢22

(1)(𝑡𝑙) 
1 0.2999994457 2.1037691452 1.9865011116 

2 0.3000000000 2.1037694149 1.9865010368 

3 0.3500000000 2.1292085436 1.9785634765 

4 0.4000000000 2.1568242142 1.9680009099 

5 0.4500000000 2.1865474016 1.9544383382 

6 0.5000000000 2.2183038131 1.9375007631 

7 0.5500000000 2.2520140741 1.9168131859 

8 0.6000000000 2.2875939266 1.8920006086 

9 0.6500000000 2.3249544394 1.8626880330 

10 0.7000000000 2.3640022309 1.8285004614 

11 0.7500000000 2.4046397019 1.7890628961 

12 0.8000000000 2.4467652802 1.7440003395 

13 0.8500000000 2.4902736740 1.6929377943 

14 0.9000000000 2.5350561352 1.6355002634 

15 0.9500000000 2.5810007312 1.5713127496 

16 1.0000000000 2.6279926257 1.5000002571 

 

Кесте 5. 2-ші қадамдағы [0, 𝑡∗
(2)] аралығындағы жуық шешімнің мәндері 

𝑚 𝑡𝑚 𝜆11
(2) + 𝑢11

(2)(𝑡𝑚) 𝜆12
(2) + 𝑢12

(2)(𝑡𝑚) 
1 0.0000000000 -0.9999985349 -2.9999990065 

2 0.0500000000 -0.9887528995 -3.0000615053 

3 0.1000000000 -0.9750358913 -3.0004990015 

4 0.1500000000 -0.9588817957 -3.0016864953 

5 0.2000000000 -0.9403309893 -3.0039989864 

6 0.2500000000 -0.9194298394 -3.0078114750 

7 0.2999994457 -0.8962308573 -3.0134988859 

 

Кесте 6. 2-ші қадамдағы [𝑡∗
(2), 1] аралығындағы жуық шешімнің мәндері 
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𝑙 𝑡𝑙 𝜆21
(2) + 𝑢21

(2)(𝑡𝑙) 𝜆22
(2) + 𝑢22

(2)(𝑡𝑙) 

1 0.2999994457 2.1037691427 1.9865011141 

2 0.3000000000 2.1037694124 1.9865010392 

3 0.3500000000 2.1292085411 1.9785634789 

4 0.4000000000 2.1568242117 1.9680009124 

5 0.4500000000 2.1865473991 1.9544383408 

6 0.5000000000 2.2183038106 1.9375007657 

7 0.5500000000 2.2520140717 1.9168131886 

8 0.6000000000 2.2875939242 1.8920006113 

9 0.6500000000 2.3249544371 1.8626880359 

10 0.7000000000 2.3640022285 1.8285004644 

11 0.7500000000 2.4046396996 1.7890628992 

12 0.8000000000 2.4467652779 1.7440003427 

13 0.8500000000 2.4902736717 1.6929377976 

14 0.9000000000 2.5350561330 1.6355002669 

15 0.9500000000 2.5810007291 1.5713127533 

16 1.0000000000 2.6279926236 1.5000002610 

 

   Белгілеулер енгіземіз: 

 

max
𝑡𝑚∈[0,𝑡∗

(𝑠)]
|𝜆11
(𝑠) + 𝑢11

(𝑠)(𝑡𝑚) − 𝑥1
∗(𝑡𝑚)| = 𝜀11

(𝑠),  

 

max
𝑡𝑚∈[0,𝑡∗

(𝑠)]
|𝜆12
(𝑠)
+ 𝑢12

(𝑠)(𝑡𝑚) − 𝑥2
∗(𝑡𝑚)| = 𝜀12

(𝑠)
,  

 

max
𝑡𝑙∈[𝑡∗

(𝑠)
,1]
|𝜆21
(𝑠)
+ 𝑢21

(𝑠)(𝑡𝑙) − 𝑥1
∗(𝑡𝑙)| = 𝜀21

(𝑠)
,  

 

max
𝑡𝑙∈[𝑡∗

(𝑠)
,1]
|𝜆22
(𝑠) + 𝑢22

(𝑠)(𝑡𝑙) − 𝑥2
∗(𝑡𝑙)| = 𝜀22

(𝑠),  

 

𝜀(𝑠) = max {𝜀11
(𝑠), 𝜀12

(𝑠), 𝜀21
(𝑠), 𝜀22

(𝑠)}. 

 

1-6 кестелерден келесі қорытынды жасай аламыз: 

Кесте 7. Бағалаулар. 

𝑠 𝜀11
(𝑠) ≤ 𝜀12

(𝑠) ≤ 𝜀21
(𝑠) ≤ 𝜀22

(𝑠) ≤ 𝜀(𝑠) ≤ 

0 0.0014162549 0.0018604115 0.0047205109 0.0032269817 0.0047205109 

1 0.0000018647 0.0000010374 0.0000018627 0.0000010368 0.0000018647 

2 0.0000018602 0.0000010392 0.0000018602 0.0000010392 0.0000018602 
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     7-ші кестеден ұсынылған алгоритмнің 2-ші қадамында есептің жуық 

шешімін 2 ∙ 10−6-дан аспайтын дәлдікпен табылғанын көреміз. 

     Әр қадамда табылған бекітілмеген уақыт мезеті үшін төмендегі бағалаулар 

орындалады:  

𝑡∗ − 𝑡∗
(0)
< 0.00041,  𝑡∗ − 𝑡∗

(1)
< 0.000000555, 𝑡∗ − 𝑡∗

(2)
< 0.000000555, 

демек, 𝑡∗ нүктесі 1 ∙ 10−6-дан аспайтын дәлдікпен табылды. 
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ҚОРЫТЫНДЫ 

 

Диссертациялық жұмыста бекітілген және бекітілмеген уақыт мезетіндегі 

импульсті дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептерді зерттеу мен 

шешу әдістері қарастырылған. Импульс әсері бар дифференциалдық теңдеулері 

үшін шеттік есептер диссертациялық жұмыстың негізгі объектісі болып 

табылады. 

Алынған негізгі нәтижелер: 

- импульсті жүйенің варияциялау теңдеуінің орталау әдісімен шешілімдік 

шарты орнатылды; 

- бекітілген және бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі 

дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептің шешімдерінің бар болуын 

зерттеуге орталау әдісі қолданылды; 

- бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульсті дифференциалдық теңдеудің 

ось бойындағы екі жақты шенелген шешімдері орталау әдісі арқылы анықталды; 

- бекітілген уақыт мезетіндегі импульсті дифференциалдық теңдеуі үшін 

сызықтық емес шеттік есептің шешімділік шарттары алынды; 

- бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульсті дифференциалдық теңдеу үшін 

шеттік есептің шешілімділік шарттары параметрлеу әдісі арқылы анықталды; 

- импульс әсерлі дифференциалдық теңдеуі үшін сызықты емес шеттік 

есепті шешуге параметрлеу әдісі қолданылды; 

- бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульс әсерлі дифференциалдық теңдеуі 

үшін сызықты емес шеттік есепті шешудің алгоритмдері және олардың сандық 

жүзеге асырылуы жасалды; 

- импульс әсерлі дифференциалдық теңдеуі үшін сызықты емес шеттік 

есептің оқшауланған шешімінің бар болуының жеткілікті шарттары орнатылды; 

- импульс әсерлі дифференциалдық теңдеуі үшін шеттік есеп үшін 

параметрлерге қатысты сызықты емес алгебралық теңдеулер жүйесі құрылды 

және оның шешімін табу алгоритмі ұсынылды. 

Импульс әсерлі дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептер 

толығымен шығарылды және бекітілмеген уақыт мезетіндегі импульсті 

дифференциалдық теңдеуі үшін шеттік есепке негізделген орташалау және 

параметрлеу әдістері қарастырылды. 

Жұмыста алынған нәтижелер теориялық мәнге ие және импульсті 

дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептерді шешуде, сондай-ақ 

университеттердің математика факультеттерінде элективті курстар оқу кезінде, 

гранттық қаржыландыру бойынша ғылыми жобалар дайындау барысында 

қолдануға болады. 
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