
Қ. Жұбанов атындағы Ақтӛбе ӛңірлік университеті 

 

 

ӘОЖ 517.946                                                             Қолжазба құқығында 

 

 

 

УБАЕВА ЖАНАР КАРТБАЕВНА 

  

Клаузен  текті    біртекті  емес жҥйе  шешімдерінің  бар болуын зерттеу 

 

6D060100 - Математика 

Философия докторы (PhD) 

дәрежесін алу үшін дайындалған диссертация 

 

 

 

 

                                                Отандық ғылыми кеңесшілері 

ф.-м.ғ.д., профессор  Тасмамбетов Ж.Н.   

                                                                 ф.-м.ғ.д., профессор   Сартабанов Ж.А. 

 

                                            Шетелдік ғылыми кеңесші 

                                                        ф.-м.ғ.д., академик Раджабов Н.Р. 

                                                                      (Тәжік Республикасы) 

 

 

 

 

 

Қазақстан Республикасы 

Ақтӛбе, 2023 



2 
 

МАЗМҦНЫ 

НОРМАТИВТІК СІЛТЕМЕЛЕР  ………………………………………… 

ҚЫСҚАРТУЛАР МЕН БЕЛГІЛЕУЛЕР …………………………..…….. 

 4 

5 

КІРІСПЕ  ………….....………………………………………………………. 6 

1 ГИПЕРГЕОМЕТРИЯЛЫҚ ТЕКТІ БІРТЕКТІ ЕМЕС 

ЖАЛПЫЛАНҒАН ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУДІҢ  

ШЕШІМДЕРІН  ҚҦРУ ….......…......................................………..... 

 

 

34 

1.1 

 

1.1.1 

Жалпыланған  гипергеометриялық Клаузен теңдеуі және оның 

шешімдерінің  қасиеттері …………………………….……………… 

Гипергеометриялық текті жалпыланған дифференциалдық 

теңдеудің шешімдерін құру ………………………....………………. 

 

34 

 

35 

1.2 Регуляр және иррегуляр ерекше нүктелері бар біртекті емес 

жалпыланған дифференциалдық теңдеудің шешімдерін 

анықталмаған коэффициенттер әдісімен құру ……………...........… 

 

 

37 

1.2.1 Клаузен функциясының негізгі қасиеттері ………….…………....… 37 

1.2.2 Біртекті емес Клаузен теңдеуінің шешімдерін құру ……............….. 40 

1.2.3 

 

Клаузен теңдеуінің шешімін шексіздіктегі регуляр ерекше  нүкте 

маңайында  құру ……………………………………………………… 

 

43 

1.3 Біртекті емес туындалған Клаузен теңдеуінің шешімі ….................. 48 

2 ДЕРБЕС ТУЫНДЫЛЫ ЕКІ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ 

ТЕҢДЕУДЕН ТҦРАТЫН  БІРТЕКТІ  ЕМЕС  ЖҤЙЕНІҢ 

ШЕШІМДЕРІН ҚҦРУ  ………………....................................…….. 

 

 

54 

2.1 Біртекті емес  гипергеометриялық текті жүйелердің шешімдерін 

құру ….................................................................................................... 

 

54 

2.1.1 Шешімдері екі айнымалылы ортогональ кӛпмүшелік болатын 

біртекті емес жүйелер    ……….……..............................................…. 

 

55 

2.2 Үшінші ретті дербес туындылы  екі дифференциалдық теңдеудің  

шешімі ………...………………… ……………...……......................... 

 

58 

2.2.1 Ортақ шешімінің бар болу шарттары …........……...…...............…… 59 

2.2.2 Фробениус-Латышева әдісі бойынша шешімді құру ерекшеліктері   60 

2.2.3 Жалпыланған гипергеометриялық текті жүйенің шешімін 

құрудың нақты мысалы ……………………………………………..  

 

64 

2.3 Үшінші ретті гипергеометриялық текті біртекті емес жүйенің 

шешімін құру  ………………………………………………………… 

 

66 

2.3.1  Регуляр ерекше  нүктелер маңайындағы біртекті жүйелердің  

шешімдері ……………………………………………………….…… 

 

67 

2.3.2 Біртекті емес жүйенің екі айнымалылы жалпыланған дәрежелік 

қатар түріндегі формальды шешімдері ….......................……...……. 

 

68 



3 
 

2.3.3 Гипергеометриялық текті жүйені құру және оның шешімінің 

қасиеттерін зерттеу ……….....................................………….....……. 

 

70 

2.4 Жай Клаузен жүйесі және оның шешімінің қасиеттері …………..... 75 

2.4.1 Шешімдері Клаузен функциясының кӛбейтінділері түріндегі жай 

Клаузен текті жүйе ………….......................…………………………. 

 

76 

2.4.2 Жай Клаузен текті  біртекті емес жүйенің дербес шешімдері …......  78 

2.5 Үшінші ретті екі теңдеуден тұратын біртекті емес жүйенің 

шешімін құру ……………..................................................................... 

 

82 

2.5.1 Гипергеометриялық текті біртекті жүйенің  шешімдерін құру 

ерекшеліктері ………....................………………...………………….. 

 

82 

2.5.2 Негізгі Клаузен жүйесінің шешімін құру ерекшеліктері  ……….… 85 

2.5.3 Біртекті емес негізгі Клаузен жүйесінің шешімдерін құру әдістері 

мен қасиеттері …………........................................................................ 

 

89 

2.5.4 Клаузен текті біртекті емес туындалған  жүйенің шешімдерін құру  94 

3 БІРТЕКТІ ЕМЕС ЕКІНШІ РЕТТІ ДЕРБЕС ТУЫНДЫЛЫ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР ЖҤЙЕСІНІҢ 

ҚАЛЫПТЫ-РЕГУЛЯР ШЕШІМДЕРІ ......................................... 
 

 

 

97 

3.1 Лауричелла жүйесінен алынған туындалған гипергеометриялық 

жүйелердің қалыпты-регуляр шешімдері …..........................………. 

 

97 

3.1.1 Туындалған  2   жүйесінің қалыпты-регуляр шешімдері және 

оның қасиеттері  ……………………………………………… 

 

 99 

3.2 Біртекті емес туындалған гипергеометриялық жүйенің қалыпты-

регуляр шешімдері ...........................…………………………………. 

 

104 

3.3 n   теңдеуден тұратын туындалған жүйенің қалыпты-регуляр 

шешімінің қасиеттері  ………............................…………………….. 

 

108 

3.4 Художников функциясы мен дербес жағдайдағы қалыпты-регуляр 

шешімдер арасындағы байланыс ...................................................….. 

 

 111 

ҚОРЫТЫНДЫ ……………………………………………………………... 118 

ПАЙДАЛАНЫЛҒАН ӘДЕБИЕТТЕР ТІЗІМІ …….......……………….... 120 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



4 
 

НОРМАТИВТІК СІЛТЕМЕЛЕР 

 Бұл диссертацияда келесі стандарттарға сілтемелер жасалды: 

 МС 7.1-2003 – Библиографиялық жазба. Библиографиялық сипаттама. 

Жалпы талаптар және жобалау ережелері. 

 МС 7.32-2001 (2006 жылғы ӛзгерістермен) – Ғылыми-зерттеу жұмысы  

туралы есеп. Құрылымы және рәсімдеу ережелері 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 



5 
 

БЕЛГІЛЕУЛЕР  МЕН  ҚЫСҚАРТУЛАР 

 

 

  

 xbbaaaF ;,;,, 2132123  – Клаузен функциясы; 

     ,1...1  naaaa n      1...1  nbbbb n  – Похгаммер белгіленуі; 

kp  1  – ранг ұғымы; 

 1m  – антиранг ұғымы; 
 xF ;,,   – бір айнымалылы 

гипергеометриялық функция; 
);,...,,;,...,,( 2121 xbbbaaaF BABA  – жалпыланған 

гипергеометриялық функция; 

 xFxF trqp

q

p

qp ;;
...,,

...,,

1

1

















 

– жалпыланған 

гипергеометриялық қатар; 

 yxF ,;,, '

1   – екі айнымалылы 

гипергеометриялық Аппель 

функциясы; 

 yxF ,;,,,, ''

2   – екі айнымалылы 

гипергеометриялық Аппель 

функциясы; 

 yxF ,;,,,, ''

3   – екі айнымалылы 

гипергеометриялық Аппель 

функциясы; 

 yxF ,;,,, '

4   – екі айнымалылы 

гипергеометриялық Аппель 

функциясы; 

 yx,;,, '

2   – туындалған Гумберт қатары; 

   
n

n

x
nnn

xFLimxF






































 

0 21

3

21

0
21

,1,,

1

,

,

1
,

1
,

1

,







 

 

– туындалған гипергеометриялық  

Клаузен функциясы; 














yxF ,

,

,,
'

22

'

11

'

33

'

22

'

11

23



 

– Клаузен текті функция; 

 

 










n

nn

B zF


 )(),(
 

– Лауричелла функциясы; 

 

     
 














 n

kklk

nB zl



 ,, '

,

,
 

– Художников функциясы. 

 



6 
 

    КІРІСПЕ 

 

Жҧмыстың жалпы сипаттамасы. Диссертациялық жұмыс  
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түріндегі біріккен біртекті емес дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер 

жүйесінің шешімінің  бар болуы мәселелерін Фробениус-Латышева әдісі 

негізінде зерттеуге арналады, мұндағы kjp ,  арқылы  yxZ ,  белгісізінің әртүрлі 

реттегі дербес туындылары белгіленген,     yxZyxp ,,0,0
жүйенің екі теңдеуі 

үшін де ортақ
 

белгісіз, ,,,, ,,,, kjkjkjkj tr    2,1,0,kj тұрақтылар,  ,, yxfi  2,1i  

аналитикалық функция немесе екі айнымалылы кӛпмүшелік. Жүйедегі  
теңдеулердің  реті   мәнімен анықталады. 

   ,0, yxfi  2,1i  болғанда алынған 
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біртекті жүйенің дербес жағдайлары толығырақ зерттелген [1].  

 Диссертациялық жұмыста Фробениус-Латышева әдісімен қатар, 

анықталмаған коэффициенттер әдісі және гипергеометриялық текті теңдеулер 

мен жүйелерді құрып, олардың жалпыланған гипергеометриялық функциялар 

түріндегі шешімдерін зерттеу үшін Кампе де Ферье әдісі қолданылған. 

  Тақырыптың өзектілігі. Зерттеу біртекті емес жоғары ретті 

жалпыланған гипергеометриялық теңдеулер мен біріккен теңдеулер 

жүйелерінің шешімдерінің бар болуының жаңа тиімді әдістеріне арналады. 

Жоғары ретті гипергеометриялық теңдеулер мен екінші және үшінші ретті 

дербес туындылы сызықты дифференциалдық теңдеулердің біртекті емес 

жүйелерінің шешімдерінің бар болуын зерттейтін әдістер бұрынғы жұмыстарда 

қарастырылмаған. Осындай текті теңдеулер мен олардың жүйелері арқылы 

алынған гипергеометриялық функциялар электродинамикада, ядролық және 

математикалық физикада, радиоэлектроникада кең қолданылады. Осындай 

маңызды қолданыстан, жалпы жағдайда, біртекті емес жалпыланған 
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гипергеометриялық теңдеулер мен теңдеулер жүйелерінің шешімдерінің бар  

болуы мәселелерін жан-жақты зерттеудің қажеттігі туындайды.  

 Зерттеу тақырыбының қазіргі жағдайы. Математикалық физиканың 

қолданыстарында кездесетін арнайы функциялар гипергеометриялық 

 xF ;,,    Гаусс функциясының дербес жағдайлары болып табылады . Біртекті 

емес Бессель теңдеуінің оң жағы дәрежелік немесе сызықты функциялар 

түрінде берілсе, онда  біртекті емес теңдеудің шешімдері Ломмель, Струве, 

Ангер, Вебер арнайы функциялары болады [2-6]. Осы және басқа да белгілі 

арнайы функциялар шешімдері болатын гипергеометриялық текті біртекті емес 

теңдеулер А.В. Бэбистрдің монографиясында  зерттелген [7]. Монографияда  

екінші ретті біртекті емес жай дифференциалдық теңдеулер қарастырылған, 

бірақ оларды жан-жақты зерттеуге арналған әдіс жоқ.  

 Кейінгі кезде кӛпӛлшемді туындалған теңдеулерді зерттеулерге 

байланысты үшінші және жоғары ретті жалпыланған гипергеометриялық 

теңдеулер мен жүйелер әртүрлі есептерде жиі қолданыла бастады [8-10]. Бұл 

еңбектерде біртекті теңдеулердің шешімдерін табу зерттелгенімен, біртекті 

емес жағдайлар қарастырылмаған. 

 Жалпыланған гипергеометриялық функцияның алғашқы мысалы бес 

параметрге тәуелді Клаузен функциясы (1828)  болып табылады [1, 170 б.]. 

Бірақ, үшінші ретті жай дифференциалдық теңдеудің  шешімі болып табылатын 

Клаузен функциясының қасиеттерін зерттеу ӛз дәрежесіне жеткен жоқ. Әсіресе, 

ғылым мен техниканың есептерінде қолданылатын біртекті емес Клаузен 

дифференциалдық теңдеулерінің шешімдерін табу толық зерттелмеген. Клаузен 

теңдеуінен шекке кӛшу арқылы алынатын туындалған теңдеулердің 

шешімдерін құру ерекшеліктері де жете қаралмаған. Келтірілген жағдайды екі 

дербес туындылы дифференциалдық теңдеулердің жалпыланған 

гипергеометриялық жүйелері үшін де айтуға болады.   

 Алғашқы қарастырылған біртекті екінші ретті дербес туындылы 

дифференциалдық теңдеулер 
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жүйесінің қалыпты шешімдерін құру ерекшеліктері Е.В. Вильчинский, В. 

Штернберг, Н.И. Терещенко, Ж.Н. Тасмамбетов және т.б. ғалымдардың 

жұмыстарында зерттелді, мұндағы  )4,0(),,(),,( )()()()( iyxQQyxPP iiii

 
аналитикалық функциялар [11-14]. 

 Е.В. Вильчинский берілген жүйенің үйлесімділігін және интегралдану 

шарттарын анықтап, оның проективті-дифференциалдық геометрияны 

негіздеуге қатысты қолданылуын кӛрсетті [11, 68 б.]. В. Штернберг ранг 1p  

жағдайы үшін қалыпты шешімнің бар болуы туралы теореманы дәлелдеп, 

жүйенің асимтотикалық шешімінің бар болуын негіздеді [15]. 
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 Біртекті теңдеулер жүйелерін зерттеудің әрі қарай дамуы, негізінен, екі 

айнымалылы арнайы функциялар мен ортогональ кӛпмүшеліктеріне 

байланысты болды. Бұл бағыттағы зерттеулер белгілі ғалымдар П. Аппель, Ш. 

Эрмит, Я. Горн, Э. Айнс, А. Эрдейи, Ж. Кампе де Ферье, М. Лауричелла, М.П. 

Гумберт,  Л. Борнгассер,  Д. Джексон және т.б. еңбектерінде дамыды [16-20]. 

 Екі айнымалылы ортогональ кӛпмүшеліктер мен дербес туындылы 

дифференциалдық теңдеулер арасындағы байланыстар  Г. Кролл, Э. 

Шредингер, И. Шеффер, Г.К. Энгелис, П.К. Суетин, Д. Джексон, Л. Слейтер, Т. 

Корвиндер және т.б. ғалымдардың еңбектерінде қарастырылды [21-27].  

 Ұзақ жылдар бойы әртүрлі бағыттағы зерттеу жұмыстары сәтті 

жүргізіліп, кӛптеген жоғары деңгейлі нәтижелер алынғанына қарамастан (0.3) 

түріндегі жүйенің қалыпты, іштей қалыпты, қалыпты-регуляр және ақырлы 

шешімдерін тауып, оларды жан-жақты зерттеуге жарамды ортақ әдіс табылған 

жоқ. Ерекше нүктелер классификациясын құрып, олардың маңайында 

шешімдерді анықтаудың тиімді әдістері де құрылмаған. Бұл бағыттағы 

кемшіліктерді жою мақсатында Ж.Н. Тасмамбетов жай дифференциалдық 

теңдеулердің аналитикалық теориясында сәтті қолданыс тапқан, белгілі 

Фробениус-Латышева әдісін жетілдіріп, (0.3) түріндегі екінші ретті дербес 

туындылы дифференциалдық теңдеулер жүйесі жағдайына жалпылады [28, 29].

 Зерттеудің мақсаты. Клаузен текті жүйенің шешімінің бар болуы 

мәселесін зерттеу, Клаузен текті біртекті емес теңдеу мен жүйенің шешімдерін 

құрудың тиімді әдістерін табу және сол әдістерді шешімдері кӛп айнымалылы 

жалпыланған гипергеометриялық функциялар болатын теңдеулер жүйесіне 

тарату. Тиімді әдістерді пайдалана отырып ерекше қисықтар маңайында 

қалыпты, қалыпты-регуляр шешімдерді құрудың теориясын жасақтау.  

 Зерттеу міндеттері:  

 а) анықталмаған коэффициенттер және жетілдірілген Фробениус-

Латышева әдістерін пайдаланып біртекті емес жалпыланған дифференциалдық 

теңдеулер мен екі теңдеуден тұратын дербес туындылы дифференциалдық 

теңдеулер жүйесінің шешімдерін құру ерекшеліктерін кӛрсету, ерекше 

нүктелерін және қисықтарын классификациялау;  

 б) біртекті емес Клаузен теңдеуінің 0x  және x  ерекше нүктелерінің 

маңайындағы шешімдерін құрудың тиімді әдістерін орнату;  

 в) туындалған біртекті емес Клаузен теңдеуінің шешімдерін құрудың 

тиімді әдісін орнату;  

 г) регуляр және иррегуляр ерекше қисықтар маңайындағы үшінші ретті 

екі теңдеуден тұратын дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер 

жүйесінің шешімдерін құру ерекшеліктерін кӛрсету;  

 д) жалпыланған гипергеометриялық текті теңдеулер жүйесінің кӛп 

айнымалылы ортогональ кӛпмүшелік түріндегі шешімдерін құруда 

жалпыланған гипергеометриялық функцияларды пайдалану мүмкіндіктерін 

кӛрсету; 

 е)  жай Клаузен текті біртекті емес жүйенің жалпы шешімін құру және 

шешімінің қасиеттерін зерттеу; 
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 ж) біртекті емес  негізгі және туындалған Клаузен жүйелерінің  

шешімдерін құру ерекшеліктерін зерттеу; 

 з) Лауричелла жүйесінен шекке кӛшу арқылы алынған туындалған 

жүйенің қалыпты-регуляр шешімінің бар болуын және олардың қасиеттерін 

зерттеу; 

 и) Художников функциясы мен  қалыпты-регуляр шешімдер арасындағы 

байланыс ерекшеліктерін кӛрсету. 

 Зерттеу нысаны. Біртекті емес жоғары ретті жалпыланған 

гипергеометриялық текті теңдеулер мен екінші және үшінші  ретті дербес 

туындылы дифференциалдық теңдеулер жүйесі, олардың дербес жағдайлары 

болып табылатын Клаузен теңдеуі және Клаузен жүйелері.  

 Зерттеу пәні. Біртекті емес жоғары ретті жалпыланған 

гипергеометриялық текті теңдеулер мен үшінші  ретті дербес туындылы 

дифференциалдық теңдеулер жүйесінің жалпыланған гипергеометриялық 

функциялар түріндегі шешімдерін табудың тиімді әдісін құру, шешімдердің бар 

болуы шарттарын негіздеу. 

 Зерттеудің ғылыми жаңалығы:  

 а) диссертациялық жұмыста Фробениус-Латышева және анықталмаған 

коэффициенттер әдістері бұрын қарастырылмаған біртекті емес үшінші ретті 

дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер жүйесін зерттеу үшін 

қолданылды; 

 ә) біртекті емес үшінші ретті дербес туындылы дифференциалдық 

теңдеулер жүйесінің қалыпты және қалыпты-регуляр шешімінің бар болуының 

қажетті шарттары және оларды құрудың тиімді әдістері жасалынды; 

 б) ерекше қисықтар маңайындағы жай Клаузен текті біртекті емес 

жүйенің шешімдерін құру ерекшеліктері айқындалды және оған сәйкес 

шешімдердің қасиеттері анықталды;  

 в) біртекті емес негізгі және туындалған Клаузен жүйелерінің шешімінің 

бар болу шарттары тағайындалды және шешімдерді табудың тиімді әдістері 

кӛрсетілді;  

 г) Лауричелла жүйесінен шекке кӛшу арқылы туындалған  Художников 

жүйесінің қалыпты-регуляр шешімінің бар болуы туралы теоремалар жалпы 
n айнымалылы  жағдайлары үшін дәлелденді; 

 д) Художников функциясы мен зерттеу аясында құрылған қалыпты-

регуляр шешімдер арасындағы байланыстар анықталды.  

 Қорғауға ҧсынылған нәтижелер: 

- анықталмаған коэффициенттер әдісі бойынша біртекті емес 

жалпыланған дифференциалдық теңдеулер мен дербес туындылы теңдеулер 

жүйелерінің шешімдерінің, олардың оң жақтарының берілу ерекшеліктеріне 

қарай анықталуы;  

- Фробениус-Латышева әдісінің үшінші ретті дербес туындылы 

дифференциалдық теңдеулер жүйелерін зерттеуге қолданылуы; 
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- Фробениус-Латышева әдісі арқылы жалпыланған үшінші ретті 

теңдеулер жүйесінің әртүрлі ерекше қисықтар маңайында шешімдерінің 

құрылуы; 

- шешімдері жалпыланған гипергеометриялық функциялар болатын 

теңдеулер мен теңдеулер жүйесінің нақты түрлерінің анықталуы және Кампе де 

Ферье әдісі арқылы шешімдерінің  құрылуы; 

- біртекті үшінші ретті дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер 

жүйесінің  0,0  және  ,  ерекше қисығы маңайында қалыпты және қалыпты-

регуляр шешімінің бар болуының қажетті шарттары; 

- біртекті емес жай, негізгі және туындалған Клаузен  жүйелерінің 

жалпыланған гипергеометриялық функциялар түріндегі шешімдерінің 

құрылуы; 

- Фробениус-Латышева әдісімен туындалған екі, үш және n  теңдеуден 

тұратын жүйелердің қалыпты-регуляр шешімдері мен  Художников  функциясы 

арасындағы байланыстардың орнатылуы. 

Алынған нәтижелердің нақтылығы және негізделуі. Диссертацияда 

қарастырылған шешімдері бір және кӛп айнымалылы арнайы функциялар 

болатын дифференциалдық теңдеулер мен дербес туындылы дифференциалдық 

теңдеулер жүйелері теориясының әдістері мен  нәтижелері кеңінен 

қолданылады. Ғылыми нәтижелер леммалар мен теоремалар түрінде 

тұжырымдалған. Зерттеу жұмысының нәтижелерінің маңыздылығы, нақтылығы 

және алынған нәтижелері талап етілген журналдарда жариялануымен 

түйінделеді. 

Зерттеудің теориялық және практикалық маңыздылығы. 
Диссертациялық жұмыста алынған нәтижелердің теориялық бағалылығы 

үшінші ретті дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер жүйесінің 

аналитикалық теориясын дамытуымен және қарастырылған есептердің 

шешімдерін жалпыланған гипергеометриялық функциялар түрінде табылуымен 

ерекшеленеді. Сондықтан да  диссертациялық жұмыстың практикалық 

маңыздылығы кӛп айнымалылы арнайы функциялар  теориясында маңызды 

орын алатындығы және математикалық физиканың, электродинамиканың, кӛп 

ӛлшемді туындалған теңдеулер теориясының, радиоэлектрониканың және 

антенналар  теориясының әртүрлі есептерін зерттеулерде қолданыс 

табатындығында. 

 Зерттеудің басқа ғылыми-зерттеу жҧмыстарымен байланысы. 

Зерттеудің басқа ғылыми-зерттеу жұмыстарымен байланыстары арасынан 

Ӛзбекстан академигі  М.Салахатдиновтың математикалық мектебі айналысатын 

кӛпӛлшемді туындалған теңдеулердің қасиеттерін зерттеуге жалпыланған 

гипергеометриялық функциялардың қолданылуын келтіруге болады. Атап 

айтсақ,  А. Хасанов, Т.К. Юлдашев, М.Т. Иргашев және т.б. ғалымдар 

айналысады. Нақтырақ айтатын болсақ, бір сызықты туындалу қисығымен 

берілген үшінші ретті дербес туындылы теңдеулердің шешімдерін табу Клаузен 

теңдеуінің шешімдерін табуға, ал үш айнымалылы дербес туындылы 
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дифференциалдық теңдеудің шешімдерін табу туындалған Клаузен жүйесінің 

шешімдерін табуға келтірілетінін атауға болады [30].  

 Шешімдері жалпыланған гипергеометриялық функциялар болатын 

есептер аталған авторлардың басқа да жұмыстарында зерттелген [31-33]. Ол 

жұмыстарда қарастырылған есептердің қолданылу аясы да кӛрсетілген.  

 Шешімдері n  айнымалылы функциялар болатын туындалған дербес 

туындылы жүйелер  ,AF   ,BF   CF  және  DF  Лауричелла жүйелерінен алынады. 

Диссертациялық жұмыста  BF  Лауричелла жүйесінен шекке кӛшу арқылы 

алынған туындалған жүйенің кӛп айнымалылы жалпыланған функциялар 

түрінде болатын шешімдерін табу мүмкіндіктері зерттелген.  

 Мұндай туындалған жүйенің В.И. Художников анықтаған 
lk

nB

,

, функциясынан басқа да қалыпты-регуляр шешімдері бар болатындығы 

кӛрсетілді. Бұл бағыттағы зерттеулер әлде де жалғастыруды қажет етеді. 

 Автордың жеке ҥлесі. Диссертацияда келтірілген барлық нәтижелер 

автордың жеке ӛзі немесе оның тікелей қатысуымен алынды. Ғылыми 

кеңесшілер және қосалқы авторлар мәселенің қойылымына және алынған 

нәтижелерді талқылауға ғана үлестерін қосты. 

 Алынған нәтижелерді апробациялау. Диссертациялық жұмыста 

алынған негізгі нәтижелер келесі семинарлар мен конференцияларда баяндалды 

және талқыланды: 

- дәстүрлі халықаралық сәуір ғылыми конференциясы, (ҚР БҒМ 

Математика және математикалық модельдеу институты, Алматы, Қазақстан, 3-

5 сәуір 2019ж.); 

- «Математика,  механика және информатиканың теориялық және 

қолданбалы мәселелері» атты халықаралық ғылыми конференция (Академик 

Е.А.Бӛкетов атындағы Қарағанды мемлекеттік университеті, Қарағанды, 

Қазақстан, 12-14 маусым, 2019 ж.); 

- «Анализдiң, дифференциалдық теңдеулердiң және алгебраның ӛзектi 

мәселелерi» (EMJ-2019): «Eurasian Mathematical Journal» журналының 

шығарыла бастағанына 10 жыл толуына арналған халықаралық конференция 

(Л.Н. Гумилев атындағы Еуразия ұлттық университетi, Нұр-Сұлтан, Қазақстан, 

16-19 қазан 2019 ж.);  

-  «Кешенді талдау және оның қолданылуы» ғылыми семинары, Тәжік 

ұлттық университеті, Душанбе, Тәжік Республикасы (семинар жетекшісі – ф.-

м.ғ.д., академик Н.Раджабов, қараша, 2020ж.); 

-  «Қазіргі кезеңдегі іргелі және қолданбалы математика мәселелері» 

атты халықаралық ғылыми-тәжірибелік конференция (М.В. Ломоносов 

атындағы Мәскеу мемлекеттік университетінің Қазақстан филиалы, Нұр-

Сұлтан, Қазақстан, 4 маусым, 2021ж.); 

- «Математикалық биология, информатика және физикадағы жергілікті 

емес шекаралық есептер және олармен байланысты мәселелер» атты 

халықаралық ғылыми конференция, (Нальчик, Ресей, 5-9 желтоқсан, 2021ж.); 
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- «Дифференциалдық теңдеулер, анализ және алгебра мәселелері» атты 

IX халықаралық ғылыми конференция (Ақтӛбе, Қазақстан, 24-28 мамыр, 2022 

ж.); 

- «Қолданбалы математика және информатика мәселелері» ғылыми 

семинары, Қ.Жұбанов атындағы Ақтӛбе ӛңірлік университеті математика 

кафедрасы, Ақтӛбе, Қазақстан (семинар жетекшісі – ф.-м.ғ.д., профессор Ж.А. 

Сартабанов). 

Жарияланымдар. Диссертация тақырыбы бойынша негізгі ғылыми 

тұжырымдар 23 ғылыми жұмыста жарияланды. Оның ішінде 2 мақала Scopus 

мәліметтер базасында индекстелген рейтингтік ғылыми журналдарда [34, 35], 3 

мақала ҚР ҒЖБССҚК ұсынған басылымдарда [36-38], 1 мақала ҚР ғылыми 

журналында [39], 1 мақала РИНЦ индексті журналында [40], 16 мақала 

Қазақстанда және жақын шет елдерде ӛткен Халықаралық ғылыми 

конференциялар материалдарында жарияланды [41-56].  

Диссертацияның қҧрылыми мен көлемі. Диссертациялық жұмыс 

кіріспеден, үш бӛлімнен, қорытындыдан және пайдаланылған әдебиеттер 

тізімнен тұрады. Тұжырымдар, формулалар екі индекстен тұратын сандармен 

нӛмірленген. Бірінші индекс - бӛлімнің номерін, екінші индекс - осы  

бӛлімшедегі тұжырымның, формуланың номерін білдіреді. Диссертацияның 

жалпы кӛлемі 127 бет. Пайдаланылған әдебиеттер тізімі 117 атаулардан тұрады.  

Жҧмыстың қысқаша мазмҧны. Кіріспеде қарастырылған тақырыптың 

қазіргі кезеңдегі жағдайы бағаланады және ғылыми-зерттеу жұмысын 

жүргізудің қажеттілігі негізделген. Сонымен қатар, кіріспеде тақырыптың 

ӛзектілігі және ғылыми жаңалығы кӛрсетілген. Зерттеудің негізгі мақсаты мен 

міндеттері және қорғауға ұсынылған негізгі нәтижелер келтірілген.  

 Жұмыстың бірінші бӛлімінде ерекше нүктелері регуляр немесе иррегуляр 

болатын  
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түріндегі гипергеометриялық текті біртекті емес жалпыланған 

дифференциалдық теңдеудің әртүрлі дербес жағдайларының жалпыланған 

гипергеометриялық функциялар түріндегі шешімдерін құру мүмкіндіктері 

қарастырылады, мұндағы   1,...,1,0, Biii  тұрақтылар, k бүтін сан, 

)(xf жалпыланған дәрежелік қатар.  

 1.1-бӛлімшесінде зерттеу жұмысында қолданылатын негізгі анықтамалар 

мен түсініктер келтірілген.  

 Жалпыланған гипергеометриялық функция деп 
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түріндегі дәрежелік қатарды айтады, мұндағы Akak ,1,   және Bjb j ,1,   тұрақты 

параметрлер. Бұл кез-келген   жалпыланған функцияның канондық формасы, 

сондай-ақ  

    
 
 

n

n n

n
BA x

nb
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түріндегі жазылу формасы да пайдаланылады, мұндағы      ,1...1  naaaa n  

     1...1  nbbbb n . 

 0.1-анықтама. BA F    функциясының B  саны реті,   AB 1  оның класы, 

ал 1 AB (нольдік класс) болғанда толық функция деп аталады.  

 Реті, яғни 2B  болса,   онда  Клаузен функциясы деп аталады  және ол 
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түрінде жазылады. 

 Жалпыланған гипергеометриялық қатар 1 BA  болғанда бүкіл комплекс 

жазықтықта жинақты болады және x  айнымалысының бүтін функциясын 

анықтайды.  

 1 BA  болса, онда   BA F    функциясының  реті B ға тең толық 

функциядан шекке кӛшу арқылы 
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түріндегі функция алынады. 

1 BA  болғанда жалпыланған гипергеометриялық функция бір ғана 

0x  нүктесінде, ал 1 BA  болғанда  1x  дӛңгелегінде жинақты болады.

 Жалпыланған гипергеометриялық  xbbbaaaF nnBA ;,...,,;,...,, 2121  функциясы 

біртекті жалпыланған гипергеометриялық  
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теңдеуінің дербес шешімі болады.  

 0.2-анықтама. Шекке кӛшу жолымен алынған (0.8) BA F1  функциясы 

BA F дан туындалған функция деп аталады. 

 (0.7) Клаузен функциясынан  шекке кӛшу арқылы  

 

 
   

n

n nn

x
nbb

x

bb

FLimxbbF 





















0 21

3

21

0
21

!

1

,

1
,

1
,

1

;, 


                     (0.10) 

 



14 
 

туындалған функциясы алынады. 

 (0.7) Клаузен  және (0.10) туындалған функциялары бірінші бӛлімнің 

зерттеу нысандары.  

 Одан әрі, жалпыланған дифференциалдық теңдеулерді қалай құруға 

болатындығы туралы мәліметтер келтірілген. Үшінші ретті  
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дифференциалдық теңдеуі енгізіліп, оның болашақ зерттеулерге қатысты 

кейбір қасиеттері кӛрсетілген. (0.11) теңдеуі кӛп зерттелмеген. Әсіресе, 2k  
жағдайында шешімдердің классикалық ортогональ кӛпмүшеліктермен 

байланысы және оларды табудағы Клаузен функциясының рӛлі белгісіз. 

 (0.7) Клаузен функциясы ,2  екінші ретті функциялар тобына жатады. 

Жалпы жағдайда белгісіз коэффициенттерді анықтау Кампе де Ферье әдісімен 

жүргізіледі  [1, 115 б.] және шешімі (0.7) Клаузен функциясы болатын  
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түріндегі Клаузен теңдеуі алынады.  

 1.2-бӛлімшесінде анықталмаған коэффициенттер әдісін қолдану арқылы 

регуляр ерекше нүктелі біртекті емес жалпыланған дифференциалдық 

теңдеудің шешімдерін құру ерекшеліктері қарастырылған. 1.2.1-ішкі 

бӛлімшесінде Клаузен функциясының негізгі қасиеттері орнатылған [41, 103-

110 б.]. 

 Ерекше нүктелердің классификациясы А. Пуанкаре (1886) енгізген p  
ранг  және Л. Томе енгізген  m   антиранг түсініктері арқылы анықталады. 

 Бір уақытта 0p  және 0m  болса, онда 0x  және x  ерекше 

нүктелері регуляр ерекше нүктелер деп аталады да,  0x  және x  нүктелері 

маңайында регуляр шешімдер орын  алады [57].   

 Енгізілген түсініктерді пайдаланып, Клаузен теңдеуінің дербес және 

жалпы шешімінің бар болатындығы және оның  қажетті шарттары туралы 

теоремалар келтірілген. Сондай-ақ, 0x  және x  ерекше нүктелерінің 

маңайында жинақты регуляр шешімдері бар болатындығы туралы теоремалар 

дәлелденген. 

 1.3-бӛлімшесінде  
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түріндегі біртекті емес Клаузен теңдеуінің шешімдері теңдеудің оң жағындағы 

 xf  функциясының берілу ерекшеліктеріне байланысты зерттелген. 

 (0.13)  біртекті емес Клаузен теңдеуінің оң жағы   xxf   түрінде берілген 

жағдайда, оның жалпы шешімін табу үшін Фробениус-Латышева әдісін қолдану 

ерекшелігі кӛрсетілген және  тӛмендегі теорема түрінде берілген. 

 0.1-теорема. Егер біртекті емес Клаузен теңдеуі 
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түрінде берілсе, онда оның жалпы шешімі біртекті Клаузен теңдеуінің  xy  

жалпы шешімі және (0.14) біртекті емес Клаузен теңдеуінің  xY  дербес 

шешімінің қосындысы түрінде анықталады: 
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мұндағы  тұрақты. 

Одан әрі Клаузен теңдеуінің x  регуляр ерекше нүктесінің 

маңайындағы шешімдерін құру ерекшеліктері мен қасиеттеріне қатысты 

бірнеше теоремалар дәлелденген.  Атап айтқанда (0.12) біртекті теңдеуінің 
x  регуляр ерекше нүктесінің маңайында үш сызықты тәуелсіз регуляр 

шешімдері  ,xy j  3,2,1j  бар болатындығы кӛрсетіліп, теңдеудің жалпы шешімі 

табылған.  

 0.2-теорема. (0.14) біртекті емес Клаузен теңдеуінің x  ерекше 

нүктесінің маңайындағы дербес шешімі 

  

 
         
        












0 321

21

3

1

!

1

n
n

nnn

nnn

n

xn
xxY



  

 

түрінде анықталады, мұнда        n
n

n   11...1  белгілеуі қолданылған. 

 (0.7)  жалпыланған гипергеометриялық Клаузен функциясының m ші 

ретті туындысы 
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түрінде табылады. 

 Одан әрі, туындалған 

 

  01 212

2

213

3
2  y

dx

dy
bb

dx

yd
xbb

dx

yd
x                     (0.15) 

 

түріндегі Клаузен теңдеуінің шешімдерін құру қарастырылған.  

 Жалпы шешім үш сызықтық тәуелсіз шешімдердің қосындысы түрінде 

жазылады. Туындалған  (0.15) теңдеудің ерекшелігі 0x  регуляр, ал 
x иррегуляр ерекше нүктелер болатындығында. 0x  ерекше нүкте 

маңайында айқындауыш теңдеудің үш: ,01   ,1 12 b  23 1 b  нақты 

түбірлері табылады.  

 Сондай-ақ, біртекті емес Клаузен теңдеуінің оң жағы жалпыланған 

дәрежелік қатар түрінде берілсе, онда оның дербес шешімі жалпыланған 

дәрежелік қатар түрінде ізделінетіндігі кӛрсетілген. 

 0.3-теорема. Егер біртекті емес туындалған гипергеометриялық 

теңдеуінің оң жағы   xxf   түрінде берілсе, онда оның дербес шешімі  

 





















 





x
bb

Fxx
bb

xxY n

n nnn 210 21
1,1,

,,

)1()1()(

1
)(



      (0.16) 

 

түрінде табылады.  

 0.4-теорема. Біртекті емес туындалған гипергеометриялық Клаузен 

теңдеуінің жалпы шешімі (0.15) біртекті туындалған  Клаузен теңдеуінің жалпы 

шешімі мен (0.14) біртекті емес теңдеуінің  (0.16) дербес шешімінің 

қосындысынан тұрады. 

 Жалпыланған гипергеометриялық Клаузен функциясы мен туындалған 

гипергеометриялық Клаузен функциясының дифференциалдану қасиеттері де 

келтірілді. 

 Диссертациялық жұмыстың екінші бӛлімі (0.1) біртекті емес  жүйені 

зерттеуге арналған. Сондай-ақ, (0.1) жүйенің оң жағы    ,0, yxf i  2,1i  

болғанда  алынатын (0.2)  біртекті  жүйесі қарастырылған.   

 Егер 1  болса, онда (0.2) жүйе  
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       
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        (0.17) 

 

түрінде жазылады, мұндағы     yxZyxp ,,0,0
ортақ белгісіз;

 
  2,1,0,,,,, ,,,, kjtr kjkjkjkj  тұрақты коэффициенттер. 

  1h  жағдайы жақсы зерттелген. Я. Горн біртекті (0.17) жүйенің дербес 

жағдайларының шешімдері болатын  34 екі айнылмалылы гипергеометриялық  

функцияны анықтаған. Ал, 2h  болғанда шешімдері екі айнымалылы 

ортогональ кӛпмүшелік болатын  жүйелер алынады.  

 2.1-бӛлімде (0.1) жүйенің шешімінің бар болуы туралы бірнеше 

теоремалар дәлелденген [38, 137-147 б.].  

 0.5-теорема. (0.1) жүйенің жалпы шешімі (0.2) жүйенің  

 





4

1

),(
j

jj yxZCZ                                                (0.18) 

 

жалпы шешімі мен (0.1) жүйенің ),(0 yxZ  дербес шешімінің қосындыларынан 

тұрады:   

.),(),(),(),(),(
4

1

00 



j

jj yxZyxZCyxZyxZyxZ  

  

(0.2) біртекті  жүйенің жалпы теориясы бойынша [11, 58 б.; 28, 3-15 б.], (0.18) 

түріндегі жалпы шешім біртекті жүйе үшін үйлесімділік  шарты мен  
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интегралдану шарты орындалған кезде ғана бар болады. 

 Егер 2h болса, онда 

 hh yux ,  

 

ауыстыруы біртекті (0.2) жүйені екінші ретті гипергеометриялық текті жүйеге 

келтіреді. Алынған гипергеометриялық текті жүйеден Аппельдің 41 FF   

функцияларын пайдалану арқылы екі айнымалылы ортогональ кӛпмүшелік 

түріндегі шешімдері  қалай табылатындығы теорема түрінде Эрмит жүйесінің 

нақты мысалында келтірілген.  

 2.1.2- ішкі бӛлімшесінде екінші ретті гипергеометриялық текті біртекті 

емес жүйенің шешімдерін табу ерекшеліктері қарастырылған. Шешімдері 

ортогональ кӛпмүшелік болатын біртекті емес жүйелер аз зерттелген. 
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Сондықтан мысал ретінде Эрмит жүйесінің біртекті емес жағдайы үшін теорема 

тұжырымдалған. 

 Бірінші бӛлімде (0.2) жүйенің ,1h  1  жағдайы зерттелген. Екінші 

бӛлімде (0.2) теңдеулер жүйесінің 2  болған кездегі шешімдерін құру 

мәселелері қарастырылған. Бұл жағдайда үшінші ретті жүйенің шешімінің бар 

болуын анықтау қажеттігі туындайды. Мұнда да ,0h  1h  және 2h  әртүрлі 

мәндеріне сай алынатын жүйенің шешімдерін құру мүмкіндіктерін қарастыру 

маңызды. 1h  дербес жағдайы бұрын қарастырылып, Кампе де Ферье текті 

жүйелер алынған. 

 Сонымен қатар, коэффициенттері  

 

)6,0(,),(

,),(

)(

1,0

)(

0,0

)()(

)(

0,1

)(

0,0

)()(





iybbyxqq

xaayxgg

iiii

iiii

 
 

түрінде берілген  
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        (0.19) 

 

жүйе қарастырылған.  

 (0.19) теңдеулер жүйесінің регуляр және иррегуляр ерекшеліктерінің  

классификациясын және олардың маңайындағы сәйкес шешімдердің түрлерін 

анықтау керек. Шешімнің бар болуының үйлесімділік шарты тексерілуі тиіс. 

2.2.1-ішкі бӛлімшесінде сол шарттар тексерілген: 

 1. Жалпы жағдайда  үйлесімділік шартын тексеру күрделі. Сондықтан 

шарт нақты жүйелер үшін орнатылады [11, 15 б.];  

 2. Интегралдану шарты 

01
)0(

)1(

)0(

)1(


q

q

g

g
                                                 (0.20) 

түрінде беріледі; 

 3. Белгісіз функция ),(0,0 yxZp   екі айнымалыға тәуелді, сондықтан, 

шешімдерді жалпыланған, қалыпты және қалыпты-регуляр қатарлар түрінде 

іздеген дұрыс [14, 145 б.];   

 4. Жүйенің ерекше қисықтары xxxZp 0,3  және yyyZp 3,0  бас 

туындыларының жанындағы коэффициенттерді нӛлге теңестіру арқылы: 

       )0(

01

)0(

00

)0(

01

)0(

00

)0(

01

)0(

00

)0(

01

)0(

00 ,,0,,,0,0,0 bbaaaabb  ақырлы ерекшеліктер; 

          ,,,,,,0,,,0 )0(

01

)0(

00

)0(

01

)0(

00 aabb ақырсыз ерекшеліктер анықталады. 

Регуляр және иррегуляр ерекшеліктерді классификациялау үшін тӛменде 

келтірілген қарапайым ережелер пайдаланылады [14, 42 б.].  

 0.1-ереже. (0.19) теңдеулер жүйесінде 0,0 )0(

0,0

)0(

0,0  ba  жағдайында  0,0  

ерекше қисығы регуляр ерекше қисық болады да, теңдеулер жүйесінің шешімі 
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nm yxAyxyxZ                                                  (0.21) 

 

жалпыланған дәрежелік қатар түрінде болады.  Ал,  0,0  иррегуляр болса, онда 

шешім  
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түрінде болады, мұндағы
 

1,00,11,1,00, ,,...,,,  pp  
белгісіз параметрлер. 

 0.2-ереже. (0.19) теңдеулер жүйесінде 0,0 )0(

1,0

)0(

0,1  ba  жағдайында  ,  

ерекше қисығы регуляр ерекше қисық болады да, ал теңдеулер жүйесінің 

шешімі  

 0,),( 0,0

0,

,  




 ByxByxyxZ
nm
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                                        (0.23) 

 

түрінде ізделінеді. Ал,  ,  иррегуляр болса, онда шешім  
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түрінде ізделеді. ),( yxQ  кӛпмүшелігі (0.22) және (0.24) қатарлары үшін ортақ 

және оның дәрежесі 1.2.2-ішкі бӛлімшесінде енгізілген p   ранг түсінігімен 

анықталады. 

 2.2.2-ішкі бӛлімшесінде зерттеулерді жүргізудің негізгі әдісі болып 

табылатын  Фробениус-Латышева әдісінің негізгі түсініктері енгізілген. Оларға 

Фробениус характеристикалық функция түсінігі,   0,0  және  ,  ерекше 

қисықтары бойынша анықталатын айқындауыш теңдеулер жүйесі түсініктері 

жатады. Айқындауыш теңдеулер   

 
  ,0),(0,0 jf    )2,1( j                                                  (0.25) 

 

және 

      
 
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1
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


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f

f
                                                          (0.26) 

    

жүйелерінен   (0.21)-(0.24) шешімдерінде келтірілген ),( tt   тұрақтыларының 

қос жұптары анықталады,  ал t  саны сызықты тәуелсіз шешімнің жалпы санын 

анықтайды.  
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 0.1-лемма. Берілген (0.19) теңдеулер жүйесінің   0,0  ерекше қисығының 

маңайында (0.21) түріндегі шешімі бар болуы үшін (0.25) айқындауыш 

жүйесінің ең болмағанда бір ),( tt   жұп түбірі бар болуы қажетті. 

 0.2-лемма.  Берілген (0.19) теңдеулер жүйесінің (0.23) түріндегі шешімі 

бар болуы үшін (0.25) айқындауыш жүйесінің ең болмағанда бір ),( tt   жұп 

түбірі бар болуы қажетті. 

 (0.25) және (0.26) айқындауыш теңдеулер жүйесінің 9 жұп ),( tt   

түбірлері бар болатындығы диссертациялық жұмыста кӛрсетілген.   

 0.3-лемма. Егер (0.19) теңдеулер жүйесінде тұрақты коэффициенттер  

0,0 )0(

0,0

)0(

0,0  ba  және үйлесімділік, (0.20) интегралдану шарттары орындалатын 

болса, онда (0.19) теңдеулер жүйесінің  0,0  ерекше қисығының маңайында 

(0.21) түріндегі тоғыз сызықты тәуелсіз шешімі бар болады. 

 0.4-лемма. Егер (0.19) теңдеулер жүйесінде тұрақты коэффициенттер  

0,0 )0(

1,0

)0(

0,1  ba  және үйлесімділік, (0.20) интегралдану шарттары орындалатын 

болса, онда (0.19) теңдеулер жүйесінің  ,  ерекше қисығының маңайында 

(0.23) түріндегі тоғыз сызықты тәуелсіз шешімі бар болады. 

 Қатарлардың белгісіз nmA ,  және nmB ,   
коэффициенттері 
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рекуррентті тізбектер жүйесінен анықталады, мұнда .9,1;2,1,...;2,1,0,  tj

 2.3-бӛлімшесінде дербес туындылы үшінші ретті екі теңдеуден тұратын 

нақты жүйенің шешімін табу ерекшелігі кӛрсетілген [47, 101-102 б.].  

 0.6-теорема. Біртекті үшінші ретті  
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дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер жүйесінің тоғыз сызықтық 

тәуелсіз    9,1,, jyxZ j  дербес шешімі бар және жалпы шешім 
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қосындысы түрінде табылады,  мұндағы  

,, 3,00,3 yyyxxx ZpZp  ,, 2,00,2 yyxx ZpZp  ,, 1,00,1 yx ZpZp   ),(0,0 yxZp ортақ белгісіз.  

 Мұндай нақты жүйелерді Кампе де Ферье әдісімен белгілі дербес шешімі 

бойынша құруға болады. Мысалы, (0.28) жүйе  
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түріндегі белгілі дербес шешімі бойынша құрылған. Қалған сегіз шешім де осы 

функция арқылы ӛрнектеледі [47, 101-102 б.]. 

 Үшінші бӛлімде 2  мәнінде алынатын біртекті емес үшінші ретті (0.1) 

жүйенің жалпы қасиеттері (0.19) біртекті  жүйесі үшін дәлелденген. 

 2.3.1-ішкі бӛлімшесінде 1h  жағдайы үшін теоремалар келтірілген. 2k   

жалпы жағдайда да дәлелдеулер осыларға ұқсас жолмен жүргізіледі.  Бұл 

жағдайда дербес шешімдер  ,, kk yxZZ    2k түрінде ӛрнектеледі. 

 2.3.2-ішкі бӛлімшесінде 2  мәнінде алынатын (0.1) біртекті емес  

жүйенің оң жағы екі айнымалылы жалпыланған қатар түрінде берілген 

жағдайда, анықталмаған коэффициенттер әдісін қолдану ерекшеліктері 

қарастырылған. Дербес шешім  0,0  ерекше қисығының маңайында (0.21) 

жалпыланған қатар түрінде ізделінеді. 

 2.3.3-ішкі бӛлімшесінде Кампе де Ферье әдісімен дербес шешімін 

пайдалану арқылы құрылған біріккен біртекті, біртекті емес және екі теңдеуді 

қосу арқылы алынған үшінші ретті біртекті емес дербес туындылы теңдеудің 

шешімдерін құру ерекшеліктері кӛрсетілген. Келтірілген теоремаларды 

дәлелдеуге Фробениус-Латышева және анықталмаған коэффициенттер  әдістері 

қолданылған. 

 2.4-бӛлімшесінде жай Клаузен жүйесі және оның шешімінің қасиеттері 

қарастырылған. Я. Горн әрқайсысы тек бір айнымалылы гипергеометриялық 

функциялар болатын екі гипергеометриялық функциялардың кӛбейтінділері де 

екінші ретті гипергеометриялық функцияларға жататынын анықтаған. Олар екі 

Клаузен теңдеуінен тұратын жүйенің де шешімдері болады. Мұндай жүйелер 

жай Клаузен текті  жүйелер деп аталды. 

Біртекті және біртекті емес жай Клаузен жүйесінің қасиеттері туралы 

бірнеше теоремалар дәлелденді. 

 0.7-теорема. Жай Клаузен текті 
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жүйенің бір айнымалылы Клаузен функцияларының кӛбейтінділері түріндегі 

тоғыз сызықты тәуелсіз дербес шешімі бар және бір шешімі  
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түріндегі екі айнымалылы Клаузен текті функция болады.  
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 Дербес шешімдер Фробениус-Латшыева әдісімен табылады және (0.21) 

жалпыланған дәрежелік қатар түрінде   0,0  ерекше қисығының маңайында 

ізделеді. Біртекті емес жай Клаузен текті жүйе жағдайы үшін теорема 

келтіріліп,     
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жай Клаузен текті жүйенің оң жағын таңдап алу арқылы оның  
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түріндегі дербес шешімін анықтау ерекшеліктері дәлелденген.  

 (0.21) түріндегі дербес шешімнің  белгісіз   ,...2,1,0,,, nmА nm
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рекурентті теңдеулер жүйелерінен анықталады, мұндағы    2,1,0,0 jj  

коэффициенттерін таңдап алу біртекті емес жүйенің үйлесімділігін қамтамасыз 

етеді. 

 2.5-бӛлімшесінде Клаузеннің негізгі жүйесінің шешімдерін құру 

ерекшеліктері мен олардың қасиеттері зерттелген.  Кампе де Ферье әдісін 

пайдаланып құрылған [1, 115 б.], үшінші ретті дербес туындылы екі 

дифференциалдық  теңдеуден тұратын  

 

0])1([

])3(1[)1(

,0])1([

])3(1[)1(

0,0

'''

1,0

''''''''''

1,1

'

2,0

'

3

'''

2,13,0

2

0,03210,1313221321

1,10,23211,20,3

2

321313221321

21









ppy

pxypyxyppyy

ppx

pyxpxxyppxx









                  (0.32) 

 



23 
 

түріндегі жалпыланған негізгі Клаузен жүйесі берілсін. Жүйенің шешімі  0,0  

ерекше қисығының маңайында қарастырылады.  0,0  ерекше қисығы регуляр, 

ӛйткені, жоғары ретті туындылар жанындағы тұрақтылар 00,3 r  және 03,0 r . 

Сондықтан (0.21) түріндегі регуляр шешім бар болады.  

 Үйлесімділік шарты   
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Клаузен функциясын пайдаланып, екі теңдеуді қанағаттандыратын (0.32) 

жүйесі арқылы Кампе де Ферье әдісімен дәлелденеді. Ал, интегралдану шарты  
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түріндегі шарттардың орындалуымен тексеріледі.  

 Бұл  0,0  регуляр ерекше қисығының маңайында тоғыз сызықты тәуелсіз 

регуляр шешімі бар болатындығын кӛрсетеді.  

 0.8-теорема. Гипергеометриялық текті (0.32) негізгі Клаузен жүйесінің 

 0,0  регуляр ерекше қисығының маңайында, үйлесімділік және интегралдану 

шарттары орындалған кезде тоғыз сызықты тәуелсіз дербес шешімі бар болады. 

Дербес шешімінің біреуі, (0.33) екі айнымалылы гипергеометриялық  Клаузен 

функциясы түрінде анықталады. 

 Теореманы дәлелдеу Фробениус-Латышева әдісімен жүргізіледі. Негізгі 

шарттар тексерілгеннен кейін Фробениус характеристикалық функциясы 

құрылып,  0,0  ерекше қисығы бойынша айқындауыш теңдеулер жүйесінің   
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тоғыз түбірі анықталады. 

 Олар (0.21) дербес  шешімінің кӛрсеткіштерін анықтайды. Олардың 

,...)2,1,0,(,, nmA nm
 коэффициенттері (0.27) жүйесінен анықталады.  

 2.5.3-ішкі бӛлімшесінде біртекті емес Клаузен жүйесінің шешімдерін 

құру анықталмаған коэффициенттер әдісімен жүргізіледі. Жүйенің оң жағы екі 

айнымалылы  кӛпмүшелік түрінде таңдап алынған жағдай үшін дербес 

шешімін, жалпы шешімін және жүйенің екі теңдеулерін қосудан алынған 

үшінші ретті дербес туындылы теңдеудің шешімдерін құру туралы теоремалар 

дәлелденген. Жүйенің оң жағын қатар түрінде алмай, кӛпмүшелік түрінде алу 

шешімдердің бар болуына кӛз жеткізу үшін қолайлы. Ал, дербес шешімнің 

қатар түрінде құрылуының мысалы келесі теорема түрінде келтірілді. Яғни,  
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біртекті емес Клаузен жүйесінің оң жағын таңдап алу арқылы  
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түріндегі дербес шешімі жалпыланған гипергеометриялық қатар түрінде 

анықталатыны дәлелденген. 

 Одан әрі, Клаузен функциясының дифференциалдану қасиеттері 

қарастырылған. 

 Екі айнымалылы жалпыланған гипергеометриялық (0.31) Клаузен 

функциясының туындылары мына түрде анықталады:  
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 2.5.4-ішкі бӛлімшесінде біртекті емес Клаузен текті туындалған жүйенің 

шешімдерін құру,  біртекті және біртекті емес туындалған гипергеометриялық 

Клаузен текті жүйенің дербес және жалпы шешімдерін құру ерекшеліктері 

зерттелген. Зерттеу Фробениус-Латышева әдісімен жүргізіледі. Сондай-ақ, 

үшінші ретті жалпыланған гипергеометриялық біртекті туындалған жүйе және 

оның шешімі туралы қысқаша мағлұматтар келтірілген. 

 0.9-теорема. (0.30) жүйеден шекке кӛшу арқылы алынған  
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туындалған Клаузен жүйесінің дербес шешімі  
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түріндегі жалпыланған гипергеометриялық функция болады.  
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 Негізгі Клаузен жүйесінен айырмашылығы бұл жағдайда жүйенің 

интегралдану шарты орындалмайды. Сондықтан (0.34) біртекті жүйенің 

сызықты тәуелсіз шешімінің саны тоғызға тең болмайды.  

 Біртекті емес Клаузен жүйесінің оң жағын таңдап алу арқылы оның 

дербес шешімі 
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түрінде анықталатыны келтірілген. 

Диссертацияның үшінші бӛлімі толығымен екінші ретті дербес туындылы 

біртекті емес туындалған дифференциалдық теңдеулер жүйесінің қалыпты-

регуляр шешімінің бар болуын зерттеуге арналған. Мұндай қалыпты-регуляр 

шешімдер Лауричелла жүйесінен шекке кӛшу арқылы алынған біртекті 

туындалған жүйенің шешімдері болып табылады. Бұл жүйенің шешімдерін 

жаңа  функциялар  түрінде В.И. Художников анықтаған.  

Диссертациялық жұмыста зерттелетін туындалған жүйенің В.И. 

Художников функциясы түріндегі шешімдерімен қатар қалыпты-регуляр 

шешімдері де бар болатындығы кӛрсетілген. Ол функциялар арасында 

байланыстар орнатылып, екі және үш теңдеуден тұратын теңдеулер жүйесі 

нақты мысал ретінде қарастырылған. Алынған нәтижелер n  теңдеуден тұратын 

жүйелер үшін жалпыланған. 

Бізді негізінен   
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түріндегі Лауричелла функциясымен байланыстағы кӛп айнымалылы 

туындалған фукциялар қызықтырады, мұндағы nkzk ,1,1  . BF  функциясы 
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 BF   Лауричелла    жүйесінің дербес шешімі. 

 BF  Лауричелла  функциясынан бірнеше рет шекке кӛшу арқылы В.И. 

Художников [58]  
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түріндегі жаңа функцияны енгізген, мұнда  

 

       ,,...,,,..., 11 nnnn zzzaaa      ,
1 kn ik

n

k
in a


   



 ,
1

n

k

k

n ii    













0 0 0

1

1 2

......,...,
i i i

n

n

ii
 

 

қысқаша белгілеулері пайдаланылған [59]. 

 В.И. Художников енгізген (0.36) туындалған функциямен қатар, шекке 

кӛшу арқылы алынған  
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түріндегі қалыпты-регуляр шешімі енгізілген, мұндағы ),,1(, ntt 
 

,...),2,1,0,...,(, 1,...,, 21
nmmm mmA

n   
1,0000,1,000,1 ,...,,...,,...,,,...,    белгісіз тұрақтылар. 

 3.1.1-ішкі бӛлімшесінде  BF  Лауричелла   жүйесінен бірнеше рет шекке 

кӛшу арқылы алынған  
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      (0.37) 

 

түрлеріндегі туындалған гипергеометриялық жүйе келтірілген, мұнда 

       nnnn zzzzaaaa ,...,,,,...,, 2121   белгілеулері пайдаланылған.  

 (0.37) жүйенің  2-теңдеуі  1-теңдеуінен   параметрі бойынша  kn  рет, 

ал 3-теңдеуі 2-теңдеуінен   1 kn  рет шекке кӛшу арқылы алынады. Сонда 

(0.37) біріккен жүйесінің бастапқы k  теңдеуі (0.35) жүйесінің бастапқы  k  

теңдеулерімен бірдей болады. Келесі l  теңдеулер (0.37) жүйенің 2-ші 

теңдеулерін құрайды, ал қалған  lkn   теңдеулер 3-теңдеулер жүйелері 

түрінде алынады. Мұнда біріккен жүйенің әр теңдеуі ӛз кезегінде жүйе 

болатынын ескеру керек. 

 Келтірілген (0.37) біріккен жүйенің дербес жағдайларының қалыпты 

регуляр шешімінің бар болуы және олардың Художников функцияларымен 

байланысы екі теңдеуден тұратын 2n  жағдайы үшін  3.1.2-ішкі бӛлімшесінен 

бастап зерттелген. Мұндағы негізгі теорема  2  Горн жүйесін қарастырумен 

байланысты. 

 0.10-теорема. (0.35) жүйесінен шекке кӛшу арқылы алынған  
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туындалған  2  Горн жүйесінің үш сызықты тәуелсіз шешімдері бар және 

шешімінің біреуі  
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Гумберт-Художников функциясы түрінде анықталады. 

 Қалыпты-регуляр шешім  
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түрінде ізделеді, мұндағы  ,...)2,1,0,(,,,;, 21,211,00,1 mmA nm белгісіз тұрақтылар.  

 0.11-теорема. Егер туындалған (0.38) жүйесінен 
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ауыстыруының кӛмегі арқылы алынған  
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шарттары орындалса, онда  екі қалыпты-регуляр шешімдері бар болады: 
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Бұл шешімдерді құру үшін (0.39) қалыпты-регуляр шешімінің оң 

жақтарын екі кӛбейткіштердің кӛбейтіндісі түрінде қарастырылады. (0.42) 

характеристикалық теңдеулер  жүйесінен тӛрт жұп мәні анықталады. Бұл тӛрт 

жұп мән, тӛрт тіркелген жүйелерді анықтайды. Олардың екеуінен (0.43) және 

(0.44) қалыпты-регуляр шешімдері табылады. (0.41) кӛмекші жүйенің ең 
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болмағанда бір (0.39) түріндегі шешімі бар болуы үшін орындалуы қажетті 

шаррттар леммалар түрінде тұжырымдалған. Табылған шешімдер үшін келесі 

қатынастар орын алады: 
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 3.2-бӛлімшесінде біртекті емес туындалған гипергеометриялық жүйенің 

қалыпты-регуляр шешімдерін құру мүмкіндіктері қарастырылып, бірнеше 

теоремалар келтірілген. 

 0.12-теорема. Оң жағы 
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түрінде берілген (0.38) Горн жүйесінің қалыпты-регуляр шешімдері келесі 

түрлерде анықталады: 
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 3.3-бӛлімшесінде қарастырылған теоремалар n  айнымалылар жағдайына 

жалпылаған. 

 0.13-теорема.  BF  Лауричелла жүйесінен шекке кӛшу арқылы алынған n  

теңдеуден тұратын  
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түріндегі жүйенің  0,...,0,0  регуляр ерекше қисығының маңайында n2  сызықты 

тәуелсіз шешімдері бар және олардың біреуі  
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Гумберт-Художниковтың n  айнымалылы функциясы. 

 (0.47) жүйесінің дербес шешімдері 
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жалпыланған қатар түрінде ізделінеді.  (0.49) қатарындағы белгісіз 

тұрақты  njj ,...,1, 
 
келесі 
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айқындауыш теңдеулер жүйесінен анықталады. Келтірілген жүйенің n2  

түбірлері  n2  дербес шешімдерді анықтайды. 

 Бізді (0.48) түріндегі шешімдер мен қалыпты-регуляр шешімдер 

арасындағы байланыстар қызықтырады.  

 0.14-теорема. (0.47) жүйесінен  
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ауыстыруы кӛмегімен алынған кӛмекші жүйенің  
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қажеттілік шарты орындалған кезде n   қалыпты-регуляр шешімдері табылады.

 (0.50) қажеттілік шартының да n2  түбірлері бар болады.  Оның бастапқы 

1n  түбірі ғана біріккен тіркелген жүйелерді анықтайды. Олардың біріккен 
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Гумберт-Художников функциясы алынады. Одан кейін жалпы саны n  қалыпты-

регуляр шешімдер  
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түрінде табылады.  

 0.15-теорема. Келесі қатынастар орын алады: 
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(0.45) және (0.46) қатынастырының n  айнымалылар жағдайына жалпылануы  

 

   

 

 
),,...,;;...,,,,...,()(

,

),,...,,,;;,...,,,...,,()(

,,...,,;;,...,,...,,)(

11

'

1

'

1

''

1

'

1

,0

,

'

,0

,

23221

''

3

''

1

'

2

'

1

,0

,

'

,0

,

1121

''

2

''

1

,0

,

'

,0

,

2

1

nnnnnnn

n

nB

z

n

nn

nB

nnn

n

nB

z

n

nn

nB

nnn

n

nB

z

n

nn

nB

zzzzzez

zzzzzzez

zzzzzez

n 

















































 














 

  

түрінде болады.  

Художников функциясы мен қалыпты-регуляр шешімдер арасындағы 

байланыстар зерттелген. Мұндағы маңызды жағдай   
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Горн жүйесінің дербес шешімі  
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Гумберт функциясы екендігінде.  

 0.16-теорема. (0.47) туындалған жүйесінен (0.40) ауыстыруы кӛмегімен 

алынған  
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қажеттілік шарттары орындалған кезде  
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түріндегі бір ғана қалыпты-регуляр шешімі табылады. 

 Теореманың дәлелдеуі Фробениус-Латышева әдісімен 3.2-бӛлімшесіндегі 

дәлелденген теоремалар сияқты жүргізіледі.  

 Анықталған қалыпты-регуляр шешім және Художников функциясының 

кейбір қасиеттері кӛрсетілген. 

 0.17-теорема.  Қалыпты-регуляр шешім мен Художников функциясының 

кейбір қасиеттері үшін келесі  
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қатынастар орын алады.  

 (0.52) теңдіктің сол жағын ашып жазып, түрлендіру арқылы оның оң 

жағын шығарып алуға болады. 
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 Қарастырылған ,2n  ,1k  1l  болғанда қалыпты-регуляр шешімнің бар 

болуы анық екендігін кӛруге болады. 

 Енді ,3n  ,1k  2l  деп ұйғарайық. Жоғарыдағыдай пайымдаулар 

нәтижесінде үш теңдеуден тұратын жүйенің  
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екі қалыпты-регуляр шешімдері табылады. 

 Жазуды қысқарту үшін жақша ішіндегі қатарларды    3,2,  jj

n  арқылы 

белгілеп, шешім   
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түрінде жазылады. (0.53) теңдігін пайдаланып, белгілеу арқылы енгізілген жаңа 

функция және қалыпты-регуляр функциялар арасындағы қатынастардың 
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түрінде орындалатындығына кӛз жеткізілді. 

0.18-теорема. Жалпы саны n  теңдеуден тұратын 
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туындалған жүйеден (0.40) ауыстыруының кӛмегімен алынған кӛмекші жүйенің   
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түрлеріндегі қажеттіліктің қос шарты орындалған кезде 1n  қалыпты-регуляр 

шешімдері бар болады: 
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(0.54) жүйесінің  0,...,0 1,...,0,00,...,0,1    мәндерінде n  регуляр шешімдері 
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түріндегі және 1n  қалыпты-регуляр шешімдері (0.55) түрінде табылады. 

Жоғарыда келтірілген пайымдауларды пайдаланып, аталған (0.55) және (0.56) 

шешімдердің бар болатындығына және олардың арасындағы  
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қатынастардың орын алатындығына кӛз жеткізілді.  

 Жоғарыда келтірілген мысалдарда Гумберттің екі және үш айнымалылы 

функциялары келтірілді. Соңғы теоремада Гумберттің n  айнымалылы 

функциялары алынды. Олардың бәрі де Художников функциясының дербес 

жағдайлары болып табылады және  
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теңдігі тура болып табылады. Ал, олардың қалыпты-регуляр шешімдерімен 

байланысы (0.57) қатынастарымен беріліп тұр. Бұдан n  теңдеуден тұратын 

туындалған жүйенің шешімдері үшін де Кумер формулаларының  орынды екені 

кӛрінді.   

 



34 
 

 

 1 ГИПЕРГЕОМЕТРИЯЛЫҚ ТЕКТІ БІРТЕКТІ ЕМЕС 

ЖАЛПЫЛАНҒАН ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУДІҢ  ШЕШІМДЕРІН  

ҚҦРУ  

  

 1.1  Жалпыланған  гипергеометриялық Клаузен теңдеуі және оның 

шешімінің  қасиеттері 

Біртекті емес сызықты дифференциалдық теңдеулердің дербес шешімдерін 

құру мәселелері оң жағы арнайы функциялар болып келетін теңдеулерді 

зерттеген, әртүрлі авторлардың еңбектерінде қарастырылған. Әдетте, мәселенің 

негізгі зерттеу пәні шешімдері бір айнымалылы арнайы функциялар болатын  

екінші ретті жай дифференциалдық теңдеулер болып табылады. 

 Қолданыстарда теңдеулердің оң жағының түріне, яғни индекс пен дәреже 

кӛрсеткіштері арасындағы қатынастарға байланысты, Ломмель, Струве, Ангер 

және Вебер функциялары қарастырылады. Олар біртекті емес Бессель 

теңдеуінің дербес шешімдері [2, 77 б.]. 

Біртекті емес Бессель теңдеуінің дербес шешімі Ломмель функциясы 

түрінде берілген. Ал, Струве, Ангер және Вебер функциялары  Ломмель 

функциясының дербес жағдайлары болып табылады. Олардың арасындағы 

байланыс және қасиеттері Ватсонның монографиясында зерттелген [7, 120 б.]. 

Айта кету керек, егер теңдеудің оң жағы белгілі болса, онда мәселе біртекті 

емес Бессель теңдеулерін интегралдауға саяды.  

Осы және басқа гипергеометриялық текті біртекті емес теңдеулер А.В. 

Бэбистрдің монографиясында зерттелген [7, 414 б.]. Бұл монография осы 

сипаттағы зерттеулерге арналған жалғыз негізгі жұмыс болып табылады. Ю. И. 

Сикорский оң жағы қалыпты қатар түріндегі біртекті емес сызықтық 

дифференциалдық теңдеулерді анықталмаған коэффициенттер әдісімен кӛбірек 

зерттеді [60-62]. Соңғы кездері кӛпӛлшемді туындалған теңдеулерді зерттеуге 

байланысты үшінші және одан жоғары ретті жалпыланған гипергеометриялық 

функциялардың қасиеттері жиі қолданыла бастады [5, 33-36 б.; 6, 1103-1114 б.] 

 Жалпыланған гипергеометриялық функцияның алғашқы мысалы – бес 

параметрлі Клаузен функциясы [1, 170 б.]. Бірақ Клаузен функциясын зерттеу 

бір айнымалылы Бессель функциясын зерттеу сияқты деңгейге жеткен жоқ. 

Әсіресе ғылым мен техниканың әртүрлі есептеріне қолдануға байланысты, 

біртекті емес Клаузен дифференциалдық теңдеуінің шешімдерін құру 

ерекшеліктерін зерттеу қалыс қалып келеді. 

 Бұл бӛлімде  регуляр және иррегуляр ерекше нүктелері бар 

гипергеометриялық текті жалпыланған дифференциалдық теңдеулердің 

шешімдерін зерттеуге арналған. Жалпыланған дифференциалдық теңдеудің 

және одан шекке кӛшу арқылы алынған туындалған дифференциалдық 

теңдеудің шешімдерін құруға ерекше назар аударылады. Зерттеу анықталмаған 

коэффициенттер және Фробениус-Латышева әдісімен жүргізіледі [14, 148-162 

б.]. Клаузеннің жалпыланған және туындалған гипергеометриялық 

функциясының жаңа қасиеттері анықталады [40, 33-38 б.]. 
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1.1.1 Гипергеометриялық текті жалпыланған дифференциалдық 

теңдеудің шешімдерін құру  

 Математикалық физикада кездесетін барлық функциялар Гаусс 

гипергеометриялық функциясының дербес жағдайлары. Олар 

гипергеометриялық текті әртүрлі дифференциалдық теңдеулермен байланысты. 

Гаусс гипергеометриялық функцияларының теориясын Л. Эйлер, К.Ф. Гаусс, Б. 

Риман, Е. Куммер, А. Эрдейи, Ф. Трикоми және т. б. кӛптеген танымал 

математиктер құрған [63-67]. Сонымен қатар, бір және одан да кӛп 

айнымалылы жалпыланған гипергеометриялық функциялардың теориясын  П. 

Аппель, Кампе де Ферье, Я. Горн, Люси Дж. Слейтер, Бэйли, Е.В. Бернс, Г. 

Бэйтмен және басқа ғалымдар одан әрі зерттеді [68-71]. 

 Жалпыланған гипергеометриялық функция деп x тің ӛсу дәрежесіндегі  
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түрінде берілген кез келген дәрежелік қатарды атайды. 

 Бұл кез-келген   жалпыланған  гипергеометриялық  функцияның 

канондық жазылу формасы. (1.1) жазылу формасымен қатар келесі жазылу 

формасы да пайдаланылады: 
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мұндағы b лардың барлығының да мәндері бүтін сан болмауы керек. Егер 
a лардың  ең болмағанда біреуі бүтін теріс сан болса, онда жалпыланған 

дәрежелік қатар кӛпмүшелікке айналады.  

 1.1-анықтама.  Жалпыланған гипергеометриялық (1.1) функциясы  
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жалпыланған гипергеометриялық текті теңдеуінің дербес шешімі болып 

табылады.   

 Жалпыланған гипергеометриялық функцияларды зерттеу Клаузен 

функциясын (1828)  зерттеуден басталады [26, 40 б.]. 

 B  саны BA F  функциясының реті деп аталады, ал AB 1   класы, егер 

1 AB  (нӛлдік класс) болса, онда функция толық деп аталады.  

 Клаузен функциясының реті 2B , сондықтан Клаузен функциясы  

),,,,,( 2132123 xbbaaaF  түрінде берілген. 

 Жалпыланған гипергеометриялық қатар 1 BA  болғанда бүкіл комплекс 

жазықтықта жинақты болады және x  айнымалысының бүтін функциясын 

анықтайды. 



36 
 

 Бұл жағдайда барлық BA F  функциялар (мұндағы 1 BA ) толық 

функциядан B   реттілікпен шекке кӛшу арқылы алынады: 
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 Осылайша алынған BA F1  функциясы туындалған  функция деп аталады. 

Мысалы, туындалған  Клаузен функциясы келесі түрлердің  
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бірінде берілуі мүмкін, мұндағы    
 
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Похгаммер белгілеуі. Бұдан туындалған Клаузен функциясы  
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түрінде табылады. 

 Осы бӛлімшеде үшінші ретті 

 

        000112
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33

3  yx
dx
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xx
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yd
xx

dx

yd
xx kkkk                (1.5) 

 

дифференциалдық теңдеуі енгізіліп, оның кейінгі зерттеулерге қатысты кейбір 

қасиеттері кӛрсетілген. 

 Мысалы, ,1k
 00   болғанда (1.5) теңдеуінен  

 

      00112
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33

2  y
dx

dy
x

dx
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xx

dx

yd
xx                        (1.6) 

 

үшінші ретті жалпыланған гипергеометриялық текті теңдеуі алынады, мұндағы 
 3,2,1,0, ii  және   3,2,1,0, ii белгісіз тұрақтылар. Мұндай теңдеудің шешімі 

21321 ,,,, bbaaa  бес параметрлі функциялар да болуы мүмкін.   

 Белгісіз i  
мен  3,2,1,0, ii  

мәндерін тауып, (1.6) теңдеуіне қойғаннан 

кейін, шешімі (1.4) Клаузен функциясы болатын   
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түріндегі Клаузен теңдеуі алынады. 

 Клаузен функциясын анықтайтын Клаузен теңдеуінің Кампе де Ферье 

әдісімен қалай алынатындығы Аппельдің [1, 178 б.] монографиясында толық 

келтірілген. 

 Біз енгізген (1.5) теңдеуінің қасиеттері  кӛп зерттелмеген. Әсіресе, 2k  
жағдайында шешімдердің классикалық ортогональ кӛпмүшеліктермен 

байланысы және оларды табудағы Клаузен функциясының рӛлі белгісіз.  

 1.2-бӛлімшесінде регуляр ерекше нүктелі біртекті емес жалпыланған 

дифференциалдық теңдеулердің шешімдерін анықталмаған коэффициенттер 

әдісімен құру ерекшеліктері қарастырылған. Клаузен функциясының негізгі 

қасиеттері 1.2.1-ішкі бӛлімшесінде келтірілген.   

  

 1.2 Регуляр және иррегуляр ерекше нҥктелері бар біртекті емес 

жалпыланған дифференциалдық теңдеудің шешімдерін анықталмаған 

коэффициенттер әдісімен қҧру 

Бір айнымалылы гипергеометриялық функциялар теориясының дамуы, 

жалпыланған гипергеометриялық функциялар теориясының дамуына ықпал 

етті. Олардың кӛптеген қасиеттерін орнату бағытындағы зерттеулер жүргізіле 

бастады [72-76].  

 

1.2.1  Клаузен функциясының негізгі қасиеттері 

 Алдыңғы бӛлімде бір айнымалылы жалпыланған гипергеометриялық 

функция  теориясының негіздері, гипергеометриялық текті екінші және үшінші 

ретті жалпыланған гипергеометриялық дифференциалдық теңдеулерді құру 

әдісі кӛрсетілген. Мұнда бізді үшінші ретті гипергеометриялық 

дифференциалдық теңдеу – Клаузеннің дифференциалдық теңдеуі және оның 

Клаузен функциясы түріндегі шешімінің қасиеттері қызықтырады. Клаузен 

функциясының қасиеттерінің қысқаша мазмұнына кӛшейік.   

 1.2-анықтама. Жалпыланған гипергеометриялық Клаузен функциясы деп 
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дәрежелік қатар түрінде берілген функцияны атайды [7, 48 б.], мұндағы 

),1)...(1(
)(

)(
)( 


 naaa

aF

naF
a n

1)( 0a  Похгаммер белгілеулері.  

 (1.8) Клаузен функциясы Клаузен теңдеуінің дербес шешімі болып 

табылады. Жалпыланған дәрежелік қатардың жинақтылық қасиетінен Клаузен 

функциясын анықтайтын (1.8) қатарының жинақтылық қасиеті туындайды. 
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Жалпыланған гипергеометриялық функцияның дербес  жағдайы ретінде реті 

2B  Клаузен функциясын келтіруге болады. Дербес шешімі осы Клаузен 

функциясы болатын Клаузен  теңдеуінің  0x , 1x  ақырлы және  x  

ақырсыз үш ерекше нүктелері бар. 

Енді жетілдірілген Фробениус-Латышева әдісімен анықталатын 

қасиеттеріне тоқталайық. 

Біртекті (1.7) Клаузен теңдеуінің шешімінің бар болуы Фробениус-

Латышева әдісі арқылы зерттеледі [14, 148-162 б.].  

Ерекше нүктелердің жіктелуі  А.Пуанкаре (1886) енгізген ранг  және Л. 

Томе енгізген антиранг ұғымдары арқылы жүзеге асырылады. 

Клаузен теңдеуінің ерекше нүктелерінің регуляр және иррегулярлығы  

 

 3,2,1,max,1 0
max 


 l
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                                  (1.9) 

ранг ұғымы және  
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антиранг ұғымы арқылы анықталады, мұндағы l  және )3,2,1,(, jlj
 
арқылы 

Клаузен теңдеуінің  коэффициенттеріндегі x   тәуелсіз айнымалысының ең 

үлкен және ең кіші мәндері белгіленген.  

 0x  және x   ерекше нүктелері 0p  және 0m  жағдай да ғана ерекше 

регуляр нүктелер болып табылады. 

 1.1-тҧжырым. Егер 0x  және x  ерекше нүктелері регуляр ерекше 

нүктелер болса, онда 0x  нүктесінің маңайындағы регуляр шешім 
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түрінде, ал x  нүктесінің маңайындағы  регуляр шешім 

 

   0, 0

0

 




 AxAxxy
m

m

m

                                      (1.12) 

 

түрінде табылады, мұндағы   ,...2,1,0,,, mAC mm белгісіз тұрақтылар.  

 (1.7) теңдеуден  (1.9) және (1.10) формулалар кӛмегімен 

ранг 0111 max  kp  пен  антиранг 0)1(11 min  m    анықталады.  

 Сондықтан, Клаузен теңдеуінің екі ерекше нүктесі де регуляр,  0x  мен 
x  ерекше нүктелерінің маңайында  (1.11) және (1.12) шешімдерді құруға 

болады. 

 1.1-теорема. Егер жалпыланған гипергеометриялық (1.8) Клаузен 

функциясы   (1.7) Клаузен теңдеуінің 0x  ерекше  нүкте маңайындағы дербес 

регуляр  шешімі болса, онда теңдеудің   жалпы шешімі  
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түрінде табылады, мұндағы CBA ,, кез-келген тұрақтылар. 

 Дәлелдеу. Теорема Фробениус-Латышева әдісімен дәлелденеді. Біз 0x  

және x  ерекше нүктелерінің регулярлығын бұрын орнаттық. Шешімдерді 

0x  ерекше нүкте маңайында (1.11) түрінде құрайық. Ол үшін (1.7) теңдеуіне 
xy   ауыстыруын жасап,  

      xffxxL 
10

1                                       (1.14) 

 

түріндегі Фробениус характеристикалық  функциясы құрылады, мұндағы 
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 Содан кейін (1.11) шешімінің  белгісіз тұрақтылары  ,...2,1,0,, mCm  

келесі рекурентті тізбектен анықталады:  
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Шынында да, 00 C  болғанда 0x  ерекше нүктеге қатысты айқындауыш 

теңдеуі 

         01121 21210   bbbbf                        (1.16) 

 

үш түрлі нақты түбірге ие: 23121 1,1,0 bb   . Осы түбірлерді ретімен 

(1.15) теңдеуге қойып, шешім кӛрсеткіші  3,2,1ii  болатын жалпыланған 

дәрежелік қатар түрінде үш дербес шешімдерінің белгісіз kC  коэффициенттері 

анықталады: 
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(1.7) Клаузен теңдеуінің шешімдері (1.17) түрінде, ал жалпы шешім (1.13) 

түрінде табылады, дәлелдеу керегі де осы болатын.  

 Фробениус-Латышева әдісінің қолданылуынан белгілі  теоремалар [57, 

37-44 б.] Клаузен теңдеуі шешімінің бар болуына байланысты бірқатар 

қасиеттерді ашуға мүмкіндік береді. 

 1.1-қасиет. Клаузен теңдеуінің (1.11) түріндегі регуляр шешімі   

тұрақтысының 0x  ерекше нүктесі бойынша (1.16) айқындауыш теңдеуінің  

түбірі болғанда  ғана бар болады. 

1.2-қасиет. Клаузен теңдеуінің (1.12) түріндегі регуляр шешімі   
тұрақтысының  x  ерекше нүктесі бойынша айқындауыш   01 f  теңдеуінің  

түбірі болғанда  ғана бар болады. 

 1.3-қасиет. (1.7) Клаузен теңдеуінің 0x  және x  ерекше нүктелерінің 

маңайындағы (1.11), (1.12) түрлеріндегі  жинақты регуляр шешімдері 0p  
және  0m  шарттары орындалғанда ғана бар болады.  

  

1.2.2    Біртекті емес Клаузен теңдеуінің шешімдерін құру 

Біртекті емес  
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Клаузен теңдеуінің шешімдері теңдеудің оң жағындағы  xf  функциясының 

берілу ерекшеліктеріне байланысты зерттеледі.  

 Жай дифференциалдық теңдеудің оң жағы 
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болған  жағдай [77-79] жұмыстарда зерттелген.  Бұл жағдайда дербес шешім 
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түрінде ізделінеді және анықталмаған коэффициенттер әдісін қолдану тиімді. 

Мұнда шешім  жалпыланған дәрежелік қатар түрінде  ізделінеді.  Ол үшін   
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Фробениус характеристикалық функциясы құрылып, Фробениус-Латышева 

әдісін қолдану ерекшеліктеріне сүйенеміз. 

Егер ранг 0p  және  антиранг 0m  бір мезгілде орындалса, онда 1.1-

тұжырым  бойынша ,0x x  ерекше нүктелері регуляр. 

1.2-теорема. Егер біртекті емес Клаузен теңдеуі 
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             (1.18) 

 

түрінде берілсе, онда оның жалпы шешімі  Клаузеннің  (1.7) біртекті  

теңдеуінің  xy  жалпы шешімі мен (1.18) біртекті емес теңдеуінің  xY  дербес 

шешімінің қосындысынан тұрады:   
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                     (1.19) 

 

мұндағы   тұрақты. 

 Дәлелдеу. Сәйкес (1.7) біртекті теңдеудің  xy  жалпы шешімі белгілі. 

00 А  болғанда 0x  ерекше нүкте маңайында айқындауыш теңдеудің  үш 

нақты түбірі бар: 22111 1,1,0   . Бұл түбірлер  біртекті Клаузен 

теңдеуінің жалпыланған дәрежелік қатар түріндегі сызықты тәуелсіз дербес 

шешімінің  кӛрсеткіштері болып табылады:      
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(1.20) Клаузен теңдеуінің сызықты тәуелсіз  шешімдерінің жүйесін 

құрайды. Бізге    болғанда  (1.18) біртекті емес теңдеуінің  дербес шешімін 

құру керек. Осы мақсатта  (1.18) теңдеудің  сол жағына  xy   ауыстыруларын 

жасап, (1.18) теңдеудің   
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Фробениус характеристикалық функциясы алынады, мұндағы 
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жүйесінен анықталады. Егер x  дәрежесінің   коэффициенті   10   тең болса, 

онда 0А  коэффициенті келтірілген жүйенің   бірінші теңдеуінен анықталады: 
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0
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1

 
A . 

 

0 ден басқа барлық  ,...2,1, ll  коэффициенттері нӛлге тең болғандықтан, 

(1.18) біртекті емес теңдеудің  дербес шешімі  
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түрінде табылады. 

 Сондықтан, 0x  ерекше нүктесі маңайындағы біртекті емес теңдеудің 

жалпы шешімі біртекті теңдеудің   xy  жалпы шешімінің және (1.18) біртекті 

емес теңдеудің   xY   дербес  шешімінің (1.19)  қосындысы түрінде анықталған. 

Дәледеу керегі де осы болатын.  

 А.В. Бэбистер   біртекті емес  теңдеудің дербес шешімін құру үшін 

қолданылған әдісті  Фробениус әдісі деп атады. Бұл әдіс тек екінші ретті дербес 

туындылы дифференциалдық теңдеулердің шешімдерін құру үшін қолданылды. 

Ал, Клаузен теңдеуіне бұл әдіс алғаш рет жалпыланып отыр.  

   

 1.2.3  Клаузен теңдеуінің шешімін шексіздіктегі регуляр ерекше  нүкте 

маңайында  құру  

 Клаузен теңдеуінің ,0x  1x  және x   барлық ерекше нүктелері   

регулярлы. 1x  ерекше нүктесі маңайындағы зерттеулерді tx 1  түрлендіруі 

арқылы алдыңғы жағдайға келтіруге болады. Әрі қарай  x  ерекше 

нүктесінің маңайында шешім құру және олардың қасиеттері зерттелді. 

 1.3-теорема. Егер (1.7) жалпыланған біртекті Клаузен теңдеуінің   x  
регуляр  ерекше нүктесінің маңайында  ,xy j  3,2,1j  үш сызықты тәуелсіз 

дербес  шешімі бар және оның жалпы шешімі  
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қосындысы түрінде табылады. 

 Дәлелдеу.   xy j  
дербес

 
шешімдер жүйесін  құру үшін  Фробениус-

Латышева әдісі қолданылады. Осы мақсатта Фробениус характеристикалық  

функциясы  келесі түрде жазылды: 
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мұндағы     ,10  f   ал,      01 f . 

 Енді,  (1.23)-тен алынған 
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түріндегі теңдеу x  ерекше нүктесіне қатысты Клаузен теңдеуінің  

айқындауыш  теңдеуі болып табылады. 

 Шешім тәуелсіз x  айнымалысының кему реті бойынша жалпыланған 

дәрежелік қатар түрінде ізделінеді: 
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Белгісіз тұрақты  ,...1,0, nCn  келесі қайталанатын рекурентті жүйеден 

анықталады: 
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                        (1.26) 

 

(1.26) жүйесінің бірінші теңдеуінен  
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00 С  болғанда  x  ерекше нүктеге қатысты (1.24)  айқындауыш  теңдеуінің 

үш түбірі табылады: ,11   ,22   33   . Табылған түбірлерді (1.26) жүйеге 

қойып, (1.25) жалпыланған дәрежелік қатардың  3,2,1, jC j
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тұрақтыларының мәндері   анықталады. Нәтижесінде (1.25) қатарынан үш 

сызықты тәуелсіз дербес  шешімдер  

 

 

 
         

     

 
         

     

 
         

     
































0 2313

23133

3

3

0 3212

22122

3

2

0 3121

21111

3

1

!

1

,
!

1

,
!

1

3

2

1

n
n

nn

nnn

n

n
n

nn

nnn

n

n
n

nn

nnn

n

xn
xxy

xn
xxy

xn
xxy



















                       (1.27) 



45 
 

түрінде анықталады, мұнда          n
n

n   11. . .21  белгілеулері 

қолданылған. 

Үш  ,xy j  3,2,1j  шешімнің қосындысы біртекті Клаузен теңдеуінің 

жалпы шешімін береді. Теорема дәлелденді. 

(1.27) шешімдер  (1.7) Клаузен теңдеуінің x  ерекше нүкте 

маңайындағы шешімінің негізгі жүйесін құрайды. 

 1.4-теорема. Біртекті емес (1.18) Клаузен  теңдеуінің x  ерекше нүкте 

маңайындағы дербес шешімі   
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түрінде табылады, мұнда        n
n

n   11...1  белгілеулері 

қолданылған.    

 Дәлелдеу. Теореманы дәлелдеуде  алдыңғы 1.3-теореманың 

мәліметтеріне сүйенуге болады. Біртекті емес (1.18) Клаузен теңдеуінің шешімі 

де (1.25) қатары түрінде ізделеді. Айырмашылығы белгісіз   ,...1,0, nCn  

коэффициенттері келесі  
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рекурентті теңдеулер жүйесінен, 1x   жағдайында 
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коэффициенті ретінде (1.24) айқындауыш  теңдеуді  пайдаланып анықталады. 

Барлық келесі  ,...2,1, ll  коэффициенттері нӛлге тең болғандықтан, (1.18) 

біртекті емес теңдеудің   (1.28) дербес  шешімінің  ,...2,1, lCl  коэффициенттері 

біртекті жағдайда анықталып, дербес  шешім 
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           (1.30) 

 

түрінде табылады, мұнда         n
n

n   11...21  белгілеулері 

қолданылған.   

 1.3 және 1.4-теоремалардан  біртекті емес (1.18) Клаузен  теңдеуінің 

жалпы шешімі туралы келесі теореманы тұжырымдауға болады.  

 1.5-теорема. Біртекті емес жалпыланған (1.18) Клаузен теңдеуінің x  

регуляр  ерекше нүктесінің маңайындағы жалпы шешімі (1.7) біртекті 

теңдеуінің (1.22) түріндегі  xy  жалпы шешімі мен (1.30) түріндегі  xY  дербес 

шешімінің қосындысынан тұрады: 
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мұнда  
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белгілеулері пайдаланылды. 

 Теореманың дәлелдеуі 1.3 және 1.4-теоремалардың дәлелдеулерінде 

келтірілген. 

 (1.8) Клаузен функциясының дифференциалдану қасиетіне тоқталайық. 

 Жалпыланған гипергеометриялық (1.8) Клаузен функциясының m ші 

ретті туындысы 
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түрінде болады.  

 Бұдан қалауымызша m нің әр түрлі мәндеріндегі тӛменгі ретті 

туындыларын шығарып алуға болады. Яғни, (1.33)-тен әртүрлі реттегі 

туындыларды шығарып алуға болады. Мысалы, 1m  болғанда 
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бірінші ретті туындысы алынады. Осы әдіспен  ,xyi   3,2i  шешімінің де 

туындылары табылады: 
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Олардың туындыларын анықтау үшін тӛмендегі жалпы формула қолданылды: 
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,3A  2B  жағдайында m ші (1.31) және (1.32)  дербес  шешімінің 

туындылары  
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түрлерінде ұсынылады [80-90]. 

 

 1.3  Біртекті емес туындалған Клаузен теңдеуінің шешімі 

Біртекті туындалған Клаузен теңдеуінің шешіміне тоқталайық. 

 1.1.1-ішкі бӛлімшесінде, 1 BA  болғанда BA F  толық  функциясынан 

шекке кӛшу арқылы  
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туындалған функция алынатындығы атап ӛтілді. Бұл жағдайда BA F1   функциясы 

BA F дан  туындалған функция деп аталады. 

1.3-анықтама. Жалпыланған  
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гипергеометриялық функция жалпыланған гипергеометриялық Клаузен 

функциясынан шекке кӛшу арқылы алынған туындалған гипергеометриялық 

Клаузен функциясы деп аталады. 

1.6-теорема. Егер (1.34) туындалған гипергеометриялық Клаузен 

функциясы   
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dx
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x                                (1.35) 

 

туындалған Клаузен теңдеуінің дербес шешімі болып табылса, онда бұл 

теңдеудің жалпы шешімі  

 


































 



xFCxxFBxxAFy ,

2,1

,
,

1,2

,
,

,

,

221

1

121

1

21

21



  

 

түрінде табылады, мұндағы CBA ,, кез-келген тұрақтылар. 

 Дәлелдеу. Теореманы дәлелдеу үшін Фробениус-Латышева әдісі 

қолданылады [14, 148-162 б.]. Алдымен  0x   және x  ерекше нүктелерінің 

регулярлығы мен иррегулярлығы айқындалады. Егер (1.3) жалпыланған 

гипергеометриялық теңдеуде 1B  деп қабылдасақ, онда үшінші ретті теңдеу 

алынады: 
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dx
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xx
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xx   

 

1.1-бӛлімшесінде келтірілген ережелердің негізінде,  0x  ерекше нүкте 

ерекше регуляр, ал x  ерекше иррегуляр. Сондықтан, 0x  ерекше нүктенің 

маңайында шешім (1.5) түрінде, яғни жалпыланған дәрежелік қатар түрінде 
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құрылуы керек. Жалпыланған дәрежелік қатардың белгісіз тұрақтыларын 

анықтау үшін (1.6) теңдеуінде xy   арқылы  алмастыра отырып, Фробениус 

характеристикалық функциясы құрылды: 
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Сонда,  ,...1,0,, mCmi  белгісіз тұрақтылар келесі рекурренттік жүйесінен 

анықталады: 
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Шындығында, ,00 C жағдайында айқындауыш теңдеуінің 
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үш нақты түбірі бар: .1,1,0 23121    kC  коэффициенттерін 

есептегеннен кейін, )3,2,1(, ii  шешімдері бар жалпыланған дәрежелік қатар 

түріндегі үш дербес шешімдері табылады: 
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Дәлелдеу керегі де осы болатын.  

 Енді біртекті емес туындалған Клаузен теңдеуінің шешімдерін құруға 

кӛшеміз. 

 Біртекті емес 

  

    xfy
dx
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dx
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x

dx
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x  212

2

213

3
2 1                               (1.36) 
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туындалған Клаузен теңдеуін қарастырайық,  мұндағы   xf  функциясы  

 

    0, 0

0

 






j

j

j xxxf                                            (1.37) 

 

жалпыланған дәрежелік қатары болсын. 

Туындалған Клаузен теңдеуі оқшауланған 0x  ерекше нүктесі бар 

теңдеуге жатады. Оң  жағындағы  xf  функциясының берілу  түріне 

байланысты (1.36)  теңдеуінің шешімдерін тұрғызу мүмкіндіктерін зерттеу 

талап етіледі.   

  Оқшауланған бір ерекше   0x   нүктесі бар теңдеулердің оң жағы  (1.37) 

түрінде берілгенде, біртекті емес теңдеудің дербес  шешімін  
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j xAxy                                                  (1.38) 

 

қатары түрінде іздеген және белгісіз коэффициенттерді анықтау үшін 

анықталмаған коэффициенттер әдісін қолданған тиімді [14, 133 б.]. 

 Сонда (1.38) қатарын (1.36) теңдеуіне  қою  арқылы  келесі қатынас 

алынады: 
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 ,...1,0, jA j  коэффициенттері келесі  
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рекурентті жүйені қанағаттандырған жағдайда ғана, ол (1.36) теңдеудің  

формальды дербес  шешімі болады. 

1.7-теорема. Біртекті емес  
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туындалған гипергеометриялық теңдеудің дербес шешімі  
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түрінде табылады.  

 Дәлелдеу. Дәлелдеу үшін Фробениус-Латышева әдісі пайдаланылады [14, 

148-162 б.]. Осы мақсатта (1.40) теңдеуге xy   ауыстыруын енгізе отырып, 

Фробениус характеристикалық функциясы құрылады:  
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1   xxxxL        (1.42) 

 

Бұдан, 0x  ерекше нүктеге қатысты айқындауыш теңдеу  
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түрінде анықталады және 23121 1,1,0    үш түбірі бар болады. Олай 

болса,  айқындауыш теңдеу 
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түрінде құрылады. 

 (1.42) қатынастан   1  немесе 1   деген қорытынды жасалынды. 

Сондықтан 0x  ерекше нүктесіне қатысты айқындауыш теңдеуін 
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түрінде жазуға болады . 

Біртекті емес (1.40) теңдеудің шешімі  (1.41) жалпыланған дәрежелік 

қатары түрінде ізделінеді. ,...)2,1,0(, iAi белгісіз коэффициенттерді ,00   болған 

жағдайда (1.39) рекуррентті жүйенің бірінші қатынасынан бастап  анықтауға 

болады: 
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Одан әрі, ,...)2,1,0(, iAi  коэффициенттерін  анықтай отырып, келесі қатар  

құрылды: 



52 
 

          

         

       

      

,
)()()1(

1

...}
212112

111
1{

1

...}
2121321

11211
{)(

0 21

1

2211

2

2121

1

222111

3

2211

2

21

1











































n

n

nnn

xx

x

xx

x

xx
xY



















(1.43

) 

мұнда  

))...(1()()(

),)...(2()1()1(

1111 n

n

n

n









 
 

белгілеулері қолданылған. 

Алынған (1.43) қатар  туындалған гипергеометриялық (1.40)  теңдеудің 

дербес шешімін береді. Дәлелдеу керегі де осы болатын.  

 1.6 және 1.7-теоремалар негізінде тӛмендегі жалпы теореманы 

тұжырымдауға болады.  

 1.8-теорема. Біртекті емес туындалған (1.40) Клаузен теңдеуінің жалпы 

шешімі біртекті туындалған (1.10) Клаузен теңдеуінің жалпы шешімі мен (1.41) 

дербес шешімінің  қосындысынан тұрады: 
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мұндағы CBA ,,  кез-келген тұрақтылар.  

 Теореманың дәлелдеуі 1.6 және 1.7-теоремалардың дәлелдеулерінде 

келтірілген. 

Жалпыланған гипергеометриялық Клаузен функциясының 

дифференциалдану  қасиеті.  

Жалпыланған гипергеометриялық (1.8) Клаузен функциясында 

- бірінші ретті туынды: 

 



53 
 

,
1,1

,1

)1()1(

11

...}
)2)(1()2)(1(

1

)1()1(

11
{

,

,

21210 2121

2

222111

221121

21














































 







xF
n

x

x

x
x

xF

n

n

nn








 
 

- жоғары ретті туынды: 
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түрлерінде анықталады. 

Сол сияқты екінші және үшінші шешімдердің туындыларын да табуға 

болады:  

 




















xFxxy

121

1

2
1,2

,
1



                                (1.44) 

  .
2,1

,

221

1

3
2





















xFxxy



                                (1.45) 

 

Олардың туындыларын анықтау үшін тӛмендегі жалпы формула қолданылды  

[88, 169 бет]: 
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(1.44) және (1.45) дербес шешімдердің m ші ретті туындысы 
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түрлерінде анықталады. 
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 2  ДЕРБЕС ТУЫНДЫЛЫ ЕКІ ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ 

ТЕҢДЕУДЕН ТҦРАТЫН  БІРТЕКТІ  ЕМЕС  ЖҤЙЕНІҢ ШЕШІМДЕРІН 

ҚҦРУ  

 

2.1  Біртекті емес  гипергеометриялық текті жҥйелердің шешімдерін 

қҧру 

Бӛлім екінші және үшінші ретті екі дербес туындылы дифференциалдық 

теңдеуден тұратын  
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   ,,,0,0 yxZyxp 

   
 0,0  kj  

 

біртекті емес жүйені зерттеуге арналған,  мұндағы     ,,,0,0 yxZyxp 
 
 0,0  kj  

(2.1) жүйесінің екі теңдеулері үшін ортақ белгісіз; kjp ,   арқылы  yxZ ,  

белгісізінің әртүрлі реттегі дербес туындылары белгіленген, демек, kj, теріс 

емес бүтін сандар, h натурал сан, ,,,, ,,,, kjkjkjkj tr    2,1,0,kj  тұрақты 

коэффициенттер;  ,, yxfi   2,1i аналитикалық функция немесе екі 

айнымалылы кӛпмүшелік. 

        Жүйе реті   белгісіне байланысты. Егер   0, yxf i  және 1  болса, онда   
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екінші ретті  жүйе алынады, мұндағы     yxZyxp ,,0,0
 ортақ

 
белгісіз, 

  2,1,0,,,,, ,,,, kjtr kjkjkjkj  тұрақтылар; (2.1) жүйенің коэфициенттері  екі 

айнымалылы кӛпмүшеліктер.   

 1h   жағдайы жақсы зерттелген. Я. Горн белгілі 34 екі айнымалылы  

гипергеометриялық функцияның біртекті (2.2) жүйесінің дербес 

жағдайларының шешімдері болатынын дәлелдеген [4, 124-135 б.].  

 41 FF   Аппель функциялары да  (2.2) жүйенің дербес жағдайларының 

шешімдері болып  табылады. 

  2h  болғанда, шешімдері екі айнымалылы ортогональ кӛпмүшелік 

болатын жүйелер алынады. Осылайша, біз енгізген (2.2) жүйенің шешімдері 
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қырықтан астам екі айнымалылы арнайы функциялар болып табылады. Бұл 

байланысты орнату екі айнымалылы гипергеометриялық функциялардың 

мәндерін жуықтап есептеу кезінде маңызды. Осы бағыттағы зерттеу 

жұмыстары американдық ғалым О.И. Маричевтің еңбектерінде кездеседі [78, 

108 б.]. 

 Мұндай жүйелерді зерттегенде ең алдымен үйлесімділік пен 

интегралдану шарттары орнатылуы  қажет.  Осы шарттар орындалғанда  ғана 

біртекті (2.2) жүйеде тӛрт шешімге дейін бар болады.   

 (2.1) жүйені зерттеу екі кезеңнен тұрады.  Біріншіден, біз екінші ретті 

біртекті жүйенің шешімдерін құрумен айналысамыз. Алда шешімдері екі 

айнымалылы ортогональ кӛпмүшелік болатын біртекті жүйелер туралы 

қысқаша ақпарат беріледі. Екінші кезеңде гипергеометриялық текті екінші ретті 

біртекті емес жүйенің дербес шешімін құру мүмкіндігі қарастырылады. Одан 

әрі, үшінші ретті теңдеулерден тұратын жүйенің шешімін құру ерекшеліктері 

зерттеледі. 

 

         2.1.1 Шешімдері екі айнымалылы ортогональ кӛпмүшелік болатын 

біртекті емес жүйелер   

  Бұл бӛлімшеде екінші ретті дербес туындылы екі дифференциалдық 

теңдеуден тұратын    
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жүйе зерттеледі. Жүйенің коэфициенттері  

  

    k
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k
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            (2.4) 

 

түрінде, мұндағы ),(6 yxg  және ),(6 yxq екі айнымалылы  аналитикалық 

функциялар,    yxZp ,0,0 ортақ белгісіз, 

 )5,1;2,0,(,,,, ,,,, ikjtr kjkjkjkj  тұрақтылар.   

Сәйкесінше біртекті жүйе гипергеометриялық текті немесе оларға 

келтіретін біртекті емес (2.3) жүйенің екі айнымалылы ортогональ кӛпмүшелік 

түріндегі шешімдерін табу мүмкіндіктерін зерттеу талап етіледі. 

(2.3) жүйенің бірқатар дербес жағдайлары зерттелген [7, 102-138 б.; 11, 

 102-127 б.]. 

 2.1-теорема. [28, 10 б.] Біртекті емес (2.3) жүйенің жалпы шешімі  
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біртекті жүйенің    


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
4

1
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jj yxZCZ

   
 

жалпы шешімі мен  біртекті емес (2.3) жүйенің  ),(0 yxZ  дербес шешімінің 

қосындыларынан тұрады: 
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Біртекті (2.5) жүйенің жалпы теориясына сәйкес үйлесімділік шарты [11, 115 б.] 

және  
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интегралдану шарты орындалғанда, оның тӛрт сызықты тәуелсіз дербес 

шешімдері бар болуы мүмкін. 

 Коэффициенттері (2.4) түріндегі  біртекті емес (2.3) жүйенің қасиеттері аз 

зерттелген. Әсіресе, шешімдері кӛп айнымалылы ортогональ  кӛпмүшеліктер 

болатын біртекті емес жүйелер аз қарастырылған.  Гипергеометриялық түрге 

сәйкес біртекті жүйенің, екі айнымалылы жалпыланған гипергеометриялық 

функцияларымен байланысы бұрыннан белгілі екендігін екере отырып, 

Ш.Эрмиттің мысалы негізінде оның біртекті емес жүйесінің шешімдерін құруға 

кӛшейік. 

 2.2-теорема. Біртекті емес  
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Эрмит жүйесінің оң жағы  
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түрінде берілсе, онда (2.8) жүйенің жалпы шешімі, біртекті жүйенің жалпы 

шешімі мен біртекті емес (2.8) жүйенің   yxZ ,0  дербес шешімінің 

қосындысынан тұрады.  

 Дәлелдеу. Сәйкесінше  біртекті жүйенің жалпы шешімінің 
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түрінде болатындығы белгілі. Мұны кӛрсету үшін ,2 ux   2y  түрлендіруін 

қолданып гипергеометриялық текті жүйені аламыз, әрі қарай Фробениус-

Латышева әдісін қолданып, Ш.Эрмиттің қарастырған мысалындағыдай 

шешімдерді құрамыз [1, 125 б.]. Нәтижесінде  шешімдері Аппельдің 2F  
гипергеометииялық функциясы арқылы ӛрнектелетін   жүйе алдық және жалпы 

шешім  (2.9) түрінде құрылды. Ол  
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біртекті жүйеден   анықталды. 

(2.8)  жүйенің дербес  шешімін құру үшін анықталмаған коэффициенттер 

әдісін қолданамыз. Оң жақ бӛлігінің  ),( yxg  және ),( yxq берілуіне байланысты  

xyAyAxAAyxZ 1,11,00,10,00 ),(                               (2.10) 

кӛпмүшелік түріндегі  дербес шешім  ізделінеді. 

(2.10) кӛпмүшелігін біртекті емес (2.8) жүйеге қойып )1,0,(,, kjA kj  
белгісіз коэффициентері анықталады. Нәтижесінде  дербес  шешім  
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кӛпмүшелігі түрінде табылады. 

 Сондықтан,  сәйкес   біртекті жүйенің (2.9)  жалпы шешімін  ескере 

отырып, біртекті емес (2.8)  жүйенің жалпы шешімі  
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түрінде анықталады. Теорема дәлелденді. 

 Біртекті емес жүйенің шешімін құрумен қатар, оның екі теңдеуін қосу 

арқылы алынған  

 

            yxqyxgpnmnmypxppyxyppx ,,23121 0,01,00,12,0

2

1,10,2

2    (2.12) 

   

екінші ретті біртекті емес дербес туындылы дифференциалдық теңдеудің де 

дербес шешімі (2.11) түрінде анықталады. Анықталмаған коэффициенттер 

әдісімен (2.11) кӛпмүшеліктің біртекті емес (2.12) теңдеудің  дербес  шешімі 

екендігіне кӛз жеткізу оңай.  

 Келесі бӛлімде жоғарыда келтірілген  екінші ретті жүйенің белгілі 

қасиеттері үшінші ретті екі теңдеуден тұратын жалпы жүйелерге жалпыланады, 

сонымен қатар   үшінші ретті гипергеометриялық текті жүйенің ерекшеліктері 

орнатылады.  

 

 2.2 Ҥшінші ретті дербес туындылы  екі дифференциалдық теңдеудің  

шешімі 

  Алдыңғы 2.1-бӛлімшесінде (2.1) екінші ретті екі біртекті емес дербес 

дифференциалдық теңдеулердің шешімдері туралы қысқаша ақпарат берілді. 

Жалпы (2.1) жүйеден  
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біртекті жүйе алынады, мұндағы       0,0,,,0,0 kjyxZyxp  (2.13) жүйесінің екі 

теңдеуінің ортақ белгісізі; 1  болғанда kjp ,  арқылы  yxZ ,  белгісізінің әртүрлі 

реттегі дербес туындылары белгіленген.  

 2  болғанда, (2.13) жүйеден үшінші ретті жүйе  алынады. ,0h   

,1h 2h  әртүрлі мәндеріне сай алынатын жүйенің шешімдерін құру 
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мүмкіндіктерін қарастыру маңызды. 1h  болғанда Кампе де Ферье 

жүйесіне сәйкес жүйе алынады [1, 115 б.]. 

 Үшінші ретті дербес туындылы екі дифференциалдық теңдеуден тұратын  
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біртекті жүйенің  шешімдерін құру ерекшеліктерін  қарастырайық, мұнда, kjp ,  

арқылы  yxZ ,  белгісізінің әртүрлі реттегі дербес туындылары белгіленген; 

   ,,,0,0 yxZyxp     0,0 kj ортақ белгісіз және коэффициенттері 
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түріндегі функциялар. 

 (2.14) теңдеулер жүйесінің регуляр және иррегуляр ерекшеліктерінің 

классификациясын жасау және әрбір ерекше нүктелер маңайындағы сәйкес 

шешімдердің түрлерін орнату керек. Әрбір ерекше нүктелер маңайларындағы 

сызықты тәуелсіз шешімдердің жалпы сандары анықталуы тиіс.  

  2.2.1 Ортақ шешімінің бар болу шарттары  

 (2.14) теңдеулер жүйесінің шешімдері бар болуы  үшін бірқатар шарттар 

орындалуы керек, олардың негізгілеріне тоқталайық:  

 1. Үйлесімділік шарты орындалуы міндетті.  Жалпы жағдайда бұл шартты 

тексеру күрделі. Сондықтан шарт нақты жүйелер үшін орнатылады және 

шешімдері екі айнымалылы жалпыланған гипергеометриялық функциялар 

болатын жүйелерде Кампе де Ферье [19, 155 б.] әдісі  қолданылады.  

 2. Интегралдану шарты 

.01
)0(

)1(

)0(

)1(


q

q

g

g
                                                 (2.16) 

  

 3. Белгісіз функция ),(0,0 yxZp   екі айнымалылыға тәуелді, сондықтан, 

шешімдерді жалпыланған, қалыпты және қалыпты-регуляр қатарлар түрінде 

іздеген дұрыс.  

 4. Егер (2.14) жүйесінің жоғары ретті туындыларының жанындағы 0,3p  

және 3,0p  коэффициенттері 1),()0(3 yxgx  және 1),()0(3 yxgy  болса, онда шешімді 

екі айнымалылы  қарапайым қатар түрінде іздеуге болады, ӛйткені 

ерекшеліктері жоқ. Одан кейін, (2.14) жүйесінің сызықты тәуелсіз дербес 

шешімінің саны  анықталуы керек. 

 5. Жүйенің ерекше қисықтары xxxZp 0,3  және yyyZp 3,0  бас 

туындыларының жанындағы коэффициенттерді  
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 нӛльге теңеу арқылы анықталады. Олардан келесі қос мәндер жасақталады: 

       )0(

1,0

)0(

0,0

)0(

1,0

)0(

0,0

)0(

1,0

)0(

0,0

)0(

1,0

)0(

0,0 ,,0,,,0,0,0 bbaaaabb ақырлы ерекшеліктер; 

        ,,,,0,,,0 )0(

1,0

)0(

0,0

)0(

1,0

)0(

0,0 aabb ақырсыз шексіздіктегі ерекшеліктер. Әдетте 

шешімдерді құру кезінде  0,0  және  ,  түріндегі екі ерекше қисығы маңайы 

қарастырылады. Регуляр және иррегуляр ерекшеліктерді классификациялау 

үшін бұрын келтірілген қарапайым ережелер қолданылады:  

 2.1-ереже. Егер (2.14) теңдеулер жүйесіндегі коэффициенттер 

0,0 )0(

0,0

)0(

0,0  ba   болса, онда  )0,0(  ерекше қисығы регуляр ерекше қисық болады 

да, 0,0 )0(

0,0

)0(

0,0  ba   орындалса ирррегуляр ерекше қисық болады. 

 2.2-ереже. Егер (2.14) теңдеулер жүйесіндегі коэффициенттер 

0,0 )0(

1,0

)0(

0,1  ba   болса, онда   ,   ерекше қисығы регуляр ерекше қисық болады 

да,   0,0 )0(

1,0

)0(

0,1  ba    орындалса ирррегуляр ерекше қисық болады[14, 22-95 б.]. 

 

2.2.2 Фробениус-Латышева әдісі бойынша шешімді құру ерекшеліктері 

 Фробениус-Латышева әдісі ерекше қисықтар маңайындағы жүйенің 

шешімдерінің түрін алдын ала анықтауға мүмкіндік береді.  

 Сонымен,  0,0  ерекше қисығы регуляр болғанда шешім  
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екі айнымалылы жалпыланған дәрежелік қатар  түрінде  ізделінеді, мұндағы 

,  және ,,nmA  ,...)3,2,1,0,( nm тұрақты белгісіздер.  

  Егер  0,0  ерекше қисығы иррегуляр болса, онда шешім 
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түрінде ізделінеді, мұндағы ),( yxQ  екі айнымалылы,  
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коэффициенттері
 1,00,11,1,00, ,,,...,,  pp  түріндегі анықталмаған параметрлі 

кӛпмүшелік.  

 Сәйкесінше, ),(   регуляр ерекше қисығы маңайындағы  шешім  
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nm yxByxyxZ      00,0 B                             (2.19)   

                

түрінде, ал иррегуляр ерекше қисығы маңайындағы  шешім 
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  00,0 B                     (2.20) 

 

түрінде ізделінеді, мұндағы ,  және  ,,nmB  ,...)3,2,1,0,( nm  тұрақты белгісіздер. 

 ),( yxQ  кӛпмүшелігі  (2.18), (2.20) қатарлары үшін ортақ болып табылады. 

Оның дәрежесі   
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жай дифференциалдық теңдеулерді зерттеу үшін А. Пуанкаре енгізген ранг 

мәнімен анықталады, ал s ,0  коэффициенттердің ең үлкен дәреже 

кӛрсеткіштері [57, 48-59 б.]. 

  Фробениус-Латышева әдісін қолдануды, Фробениус характеристикалық 

функциялар жүйесін құрудан бастаймыз. 

 2.1-анықтама. Коэффициенттері (2.15) түріндегі (2.14) жүйеден 
 yxZ   

ауыстыруы арқылы алынған  
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жүйе  Фробениус  характеристикалық  функциялар жүйесі деп аталады,  

мұнда  
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белгілеулері енгізілген. (2.21) жүйеден  0,0  және ),(   ерекшеліктеріне 

қатысты айқындауыш теңдеулер жүйелері анықталады. 

2.2-анықтама.  0,0  ерекше нүктесіне қатысты айқындауыш теңдеулер 

жүйесі деп  
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  ,0),(0,0 jf    )2,1( j                                                  (2.22)       

                                                                               

түріндегі (2.17) және (2.18) қатарлардың кӛрсеткіштері ),( tt   жұбы түрінде 

анықталатын жүйені айтады.  

 2.3-анықтама.  ,  ерекше нүктесіне қатысты айқындауыш теңдеулер 

жүйесі деп 
 

  0),(

,0),(

2

1,0

1

0,1









f

f
                                                          (2.23)                                                                                     

 

түріндегі (2.19) және (2.20) қатарлардың кӛрсеткіштері ішінен ),( tt   жұбы 

түрінде анықталатын жүйені айтады.  

 Бұл жұптарда  t  индексін анықтау маңызды, себебі  осындай жұптардың 

саны бізге (2.17) қорытынды нәтижесінің жақыннан қарағандағы 

ерекшеліктерінің тәуелсіз сызықтық дербес шешімдердің санын білуге 

кӛмектеседі. 

 2.1-лемма. Коэффициенттері (2.15) түріндегі (2.14) жүйенің   0,0  ерекше 

нүкте маңайындағы (2.17)  түріндегі шешімі  болуы үшін  (2.22) теңдік орын 

алуы қажет.   

 2.2-лемма. Коэффициенттері (2.15) түріндегі (2.14) жүйенің  ,   ерекше 

нүкте маңайындағы (2.19)  түріндегі шешімі  болуы үшін  (2.23) теңдік орын 

алуы қажет.    

  (2.22) және (2.23) айқындауыш теңдеулер жүйесінің қанша түбірлері бар 

екенін анықтайық. Ол үшін (2.22) жүйені (2.21) жүйенің алғашқы екі 

функциясын қолданып, ашып жазамыз. 

   0),()1(

0,0 f  
 
айқындауыш теңдеуінен  

 

)5(

0,0

)3(

0,0

)1(

0,0

)6(

0,1

4

0,0

)2(

0,0

)0(

0,0

)1(

)1()2)(1(

aaa

aaaa











 
 

мәнін анықтап, оны  (2.22) жүйенің екінші 0),()2(

0,0 f
 теңдеуіне қойып,  ны 

жойғаннан кейін  ға қатысты тоғызыншы дәрежелі теңдеу алынады. Тек жай 

түбірлер болса, онда  алынған теңдеуден  9,1, tt  тоғыз түбір анықталады. 

Дәл осылай  тоғыз  9,1, tt  жай түбірлерін анықтауға болады. Табылған 

түбірлерден (2.22) жүйенің түбірлерінің тоғыз ),( tt    9,1t  жұбы анықталады, 

бұл бізге (2.22) жүйенің тоғыз сызықтық тәуелсіз дербес шешімдерін  0,0   
ерекше қисығы маңайында құруға мүмкіндік береді. Сондықтан да келтірілген 

нәтижелерді пайдалана отырып, келесі тұжырымдардың орынды екендігін 

кӛреміз. 
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 2.1-тҧжырым. Егер коэффициенттері (2.15) түріндегі  (2.14) үйлесімді 

жүйесінде  0,0 )0(

0,0

)0(

0,0  ba
 және  (2.16) интегралдану шарты орындалса, онда  

(2.14) жүйенің    0,0  ерекше нүкте маңайында 

 

  9,1,0,),( )(

0,0

0,

)(

,  




tAyxAyxyxZ t

nm

nmt

nmt
tt                            (2.24) 

 

тоғыз  сызықтық тәуелсіз регуляр дербес шешімі бар  болады, мұндағы 

    ,...2,1,0,,9,1,,, )(

, nmtA t

nmtt   белгісіз тұрақтылар. 

 Дәл осылайша (2.14) жүйенің  ,  ерекше қисығы маңайында тоғыз  

сызықтық тәуелсіз регуляр дербес шешімі бар болатындығына кӛз жеткізуге 

болады. 

 2.2-тҧжырым. Егер коэффициенттері (2.15) түріндегі  (2.14) үйлесімді 

жүйесінде  
0,0 )0(

1,0

)0(

0,1  ba
 және (2.16) интегралдану шарты орындалса, онда  

(2.14) жүйенің  ),(   ерекше нүкте маңайында 

 

 9,1,0,),( )(

0,0

0,

)(

,  




 tByxByxZ t

nm

nmt

nmt
tt       

 

тоғыз  сызықтық тәуелсіз регуляр дербес шешімі бар болады, мұндағы 

   ,...)2,1,0,,9,1(,,, )(

, nmtB t

nmtt   белгісіз тұрақтылар. 

 2.1 және 2.2-тұжырымдардағы 0,0 )0(

0,0

)0(

0,0  ba  және 0,0 )0(

1,0

)0(

0,1  ba  

шарттары маңызды, ӛйткені   және   үшін тоғызыншы дәрежелі теңдеу, олар 

нӛлден ӛзгеше болғанда ғана алынады. Сондықтан,  0,0  және ),(   ерекше 

регуляр қисық маңайында тоғыз регулярлы  сызықтық тәуелсіз дербес шешімі 

бар. Сонда жалпы шешім келесі қосынды түрінде ұсынылады: 

 





9

1

),(),(
t

tt yxZCyxZ                                       (2.25)   

 

(2.24)  қатарының  белгісіз коэффициенттері ,)(

,

t

nmA ,...)2,1,0,( nm   

 






 
0,

)(

,

)(

, 0),(
nm

j

nm

t

nm nmfA   

 

рекурентті жүйесінен анықталады, мұндағы 9,1;2,1;,...,2,1,0,  tj .  
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 2.2.3 Жалпыланған гипергеометриялық текті жүйенің шешімін құрудың 

нақты мысалы 

 Екі айнымалылы барлық гипергеометриялық функциялар екінші ретті екі 

дербес дифференциалдық теңдеуден тұратын жүйені қанағаттандырады. 

Бұндай жүйенің коэффициенттері x  және y  айнымалыларының 

кӛпмүшеліктері. Аталған коэффициенттерді есептеуге болады. Егер 

гипергеометриялық функциялар екі айнымалылы  

    


nm

nm

nm yxayxF
,

,),(  

 

дәрежелік қатарымен анықталса, онда коэффициенттер келесі қатынастарды 

қанағаттандырады    

,
),(

),(

,

,1

nmR

nmP

a

a

nm

nm


   
),(

),(

,

1,

nmS

nmQ

nam

a nm



 

                                                                                                    

мұндағы SQRP ,,,  белгілі кӛпмүшелер.  

 Бұл тәсілді қолдану екі екінші ретті теңдеуден және екі айнымалылы 

жалпыланған гипергеометриялық қатарларынан тұратын жүйелер арасындағы 

байланыстарды зерттеуді жандандыруға мүмкіндік берді. Дегенменде, үшінші 

және тӛртінші ретті екі теңдеуден және жалпыланған гипергеометриялық 

қатардан тұратын жүйелер арасындағы байланыс тиісті деңгейде зерттелмеген. 

Үйлесімділігіне қол жеткізуге мүмкіндік беретін, үшінші және тӛртінші ретті 

мұндай жүйенің құрылу әдістемесі [7, 414 б.; 19, 102 б.; 20, 292 б.] еңбектерінде 

келтірілген, сондай-ақ, Кампе де Ферьенің зерттеу жұмыстарына да назар 

аударған жӛн [1, 155-169 б.]. 

 2.3-теорема. Біртекті үшінші ретті  

 

0)()1(

,0)()1(

0,00,11,0212,0

''

3,0

2

0,01,00,1210,2210,3

2

21




pxppyyppy

pyppxxppx




               (2.26) 

 

дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер жүйесінің тоғыз сызықтық 

тәуелсіз    9,1,, jyxZ j  дербес шешімі бар және жалпы шешім (2.25) қосындысы 

түрінде табылады,  мұндағы  

,, 3,00,3 yyyxxx ZpZp  ,, 2,00,2 yyxx ZpZp  ,, 1,00,1 yx ZpZp   ),(0,0 yxZp ортақ белгісіз.  

 Дәлелдеу. Дәлелдеу үшін Фробениус-Латышева әдісін пайдаланамыз. Ол 

(2.26) жүйесінің қосымша қасиеттерін ашуға мүмкіндік береді.  Кампе де Ферье 

әдісін қолдану  (2.26) жүйесінің екі теңдеуінің үйлесімділігін қамтамасыз етеді. 

0)1()1(  qg  болғандықтан, (2.16) интегралдану шарты да орындалады.  2.1- 

ережесі негізінде,    0,0  ерекшелігі регулярлы, ал 0,0 )0(

1,0

)0(

0,1  ba   болғандықтан, 

2.2-ережесі негізінде,  ,  ерекшелігі иррегулярлы. Енді  0,0  ерекше қисығы 

маңайындағы регулярлы (2.17) түріндегі шешімдерді құрумен айналысамыз. 
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Осы мақсатта, Фробениус характеристикалық функциясы жүйелерінен,   0,0  

ерекше қисығы маңайында (2.22) айқындауыш теңдеулер  

 











0)1)(1(),(

0)1)(1(),(

21

)2(
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21

)1(

0,0


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f

f
 

 

жүйесін құрып, оның тоғыз жұп )9,1,,( ttt    түбірлері анықталды: 

 

1. ),0,0( 11    2. ),0,1( 112    3. ),1,0( '

121    4. ),0,1( 123     

5. ),1,0( '

231   6. ),1,1( '

1212   7. ),1,1( '

2312    

8. ),1,1( '

1223     9. ).1,1( '

2323     

 

Сонда  2.3-теорема негізінде, (2.26) жүйенің   0,0  ерекше қисығы 

маңайында  анықталған жұп кӛрсеткіштерге сәйкес келетін тоғыз сызықтық 

тәуелсіз регуляр дербес шешімдері бар болады:  
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 (2.27)     

 

 Зерттелген (2.26) жүйе мен оның шешімінің кейбір қасиеттерін атап 

ӛтейік.   

 2.1-қасиет. [14, 464 б.] монографияда (2.26) жүйенің регуляр және 

иррегуляр ерекшеліктері жіктелмеген. (2.26) жүйесінде 0)0(

0,1 a  және 0)0(

1,0 b   

болғандықтан, 2.2-ережесінің негізінде,  ,  ерекшелігі иррегуляр және (2.26) 

жүйе  (2.20)  Томе  қалыпты  қатары  түріндегі шешімге ие болуы керек. Бірақ 

бұл жағдайда айқындауыш теңдеулер жүйесі келесі түрде  
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f

f
   

 

жазылады, яғни айқындауыш теңдеулер жүйесінің екі  теңдеуіде бірдей.  Бұл 

жағдайда (2.20) Томе қалыпты қатары түріндегі шешім болмайды.  
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 2.2-қасиет. (2.26)  жүйенің бірінші ),(1 yxZ  дербес шешімінің алғашқы 

туындылары келесі түрде анықталады:   
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2.3-қасиет. ),(1 yxZ  алғашқы шешімі '

2

'

121 ,,,,   бес параметрге тәуелді 

екі айнымалылы  жалпыланған гипергеометриялық қатары [17, 165 б.]: 
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 Осылайша (2.27)-нің қалған шешімінің де ұқсас қасиеттерге ие екендігін 

тексеруге болады, яғни (2.27) берілген функциялардың барлығы жалпыланған 

гипергеометриялық функциялар [17, 294 б.; 21, 105 б.].  

 

 2.3 Ҥшінші ретті гипергеометриялық текті біртекті емес жҥйенің 

шешімін қҧру 

Үшінші ретті дербес туындылы екі дифференциалдық теңдеуден тұратын  
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   (2.28) 

 

біртекті емес  0,0  ерекше қисығы маңайында регулярлы жүйе  қарастырылады, 

мұндағы ),( yxZZ  – ортақ белгісіз, коэффициенттері  
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                                 (2.29) 

 

түрінде берілген, ал  оң жағы ),()7( yxg  және ),()7( yxq  аналитикалық функциялар 

немесе екі айнымалылы кӛпмүшеліктер.  

 (2.29) түріндегі коэффициенттерімен берілген біртекті емес (2.28) 

жүйесінің жалпы  шешімін құрып, оның біртекті емес (2.28) жүйенің дербес 

шешімі мен сәйкес біртекті жүйенің жалпы шешімінің қосындысы  екенін 

кӛрсету керек.  

2.3.1 Регуляр ерекше  нүктелер маңайындағы біртекті жүйелердің  

шешімдері 
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Біртекті  емес (2.28) жүйесіне сәйкес  
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біртекті жүйенің  регулярлы шешімдерін құрудың ерекшеліктері толық 

зерттелмеген, мұндағы  ),( yxZZ  ортақ белгісіз. 

 Бұл жүйе үшін регуляр )0,0(  және ),(   ерекше қисығы маңайындағы 

шешімдерді құруға тән ортақ әдісті орнату және сызықты тәуелсіз шешімдер  

санын анықтау қажет. Сондай-ақ регуляр және иррегуляр ерекшеліктерінің 

классификациясын, үйлесімділігі мен интегралдану шарттарын орнату керек 

болады.   

 (2.1) және (2.30) жүйелер тек реттіліктерімен ерекшеленеді. Сондықтан 

(2.30) үшінші ретті жүйенің шешімін тұрғызу үшін, (2.1) екінші ретті жүйені  

зерттеуде жетілдірілген Фробениус-Латышева әдісін [14, 148-162 б.] қолданған 

жӛн. Бұл әдісті қолдану бірқатар шарттардың орындалуын талап етеді: 

1. (2.30) жүйе біріккен әрі интегралдану шарты да (2.16) түрінде 

берілген деп ұйғарайық. Дегенмен, бұл ұғымдар қосымша нақтылауды қажет 

етеді. 

 2. 1k  болғанда ерекше қисықтар xxxZ  және yyyZ  бас туындылар 

жанындағы коэффициенттерді нӛлге теңеумен айқындалады: 
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Бұрынғыша, 

шешім құру барысында,  )0,0(  және ),(   екі жұп ерекшеліктері 

қарастырылады. 

3.  Қарастырылып отырған жағдайда   коэффициенттері (2.29) түріндегі 

жүйелер түрлендірулер арқылы  алдыңғы жағдайға келтіріледі.   

4. )0,0(  ерекше қисығы маңайындағы  шешім   
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     00,0 A                                   (2.31) 

 

түрінде, ал ),(   ерекше қисығы маңайындағы шешім 
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түрінде ізделеді, мұндағы  ,...)3,2,1,0,(,,,, ,, nmBA nmnm
 
белгісіз тұрақтылар. 

 Фробениус-Латышева әдісін қолдану характеристикалық функциялар 

жүйесін құру мен )0,0(  ерекше қисығы маңайында  
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және ),(   ерекше қисығы маңайында: 
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айқындауыш теңдеулер жүйелерін анықтаудан  басталады.  

 (2.33)-тен (2.31) шешімінің, ал (2.34)-тен (2.32) шешімінің   ),( tt   

түріндегі кӛрсеткіштері анықталады. Бұл жерде t  индексін анықтау маңызды, 

себебі бұндай жұптардың саны, )0,0(  және  ),(    ерекшеліктерінің 

маңайындағы (2.30) жүйесінің сызықты тәуелсіз дербес шешімінің санын 

анықтауға мүмкіндік береді.  

 Коэффициенттері (2.29) түріндегі (2.30) жүйеде 1,0,0 )0(

0,0

)0(

0,0  hba  және 

үйлесімділік шарттары қанағаттанатын болсын. Сонда (2.30) жүйесі үшін )0,0(  
ерекше қисығы маңайында тоғыз сызықты тәуелсіз (2.31) түріндегі дербес 

регуляр шешімдер бар болатындығы туралы 2.1-тұжырымға ұқсас тұжырым 

орын алады. 

 Сәйкесінше, (2.28) және (2.29) жүйесінде 1,0,0 )0(

1,0

)0(

0,1  hba және 

үйлесімділік пен (2.16) интегралдану шарттары орындалсын. Сонда (2.30) 

жүйесі үшін  ,  ерекше қисығы маңайында  тоғыз сызықты тәуелсіз дербес 

регуляр шешімдер бар болатындығы туралы 2.2-тұжырымға ұқсас тұжырым 

орын алады. 

  

 2.3.2 Біртекті емес жүйенің екі айнымалылы жалпыланған дәрежелік 

қатар түріндегі формальды шешімдері 

  2.4-теорема. Біртекті емес (2.28) жүйенің жалпы шешімі сәйкес біртекті 

(2.30) жүйенің ),( yxZ  жалпы шешімі мен біртекті емес (2.28) жүйенің ),(0 yxZ  

дербес шешімі қосындысы  
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түрінде анықталады. 
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Дәлелдеу. Біртекті жүйенің жалпы шешімі белгілі.  0,0  ерекше қисығы 

маңайындағы дербес шешімді құру үшін   екі айнымалылы қатарларға 

жалпыланған   анықталмаған коэффициенттер әдісін қолданамыз. Осы мақсатта 

),(0 yxZ  дербес шешімі анықталатын (2.31) түріндегі қатар біртекті емес (2.28) 

жүйеге  қойылады және Фробениус характеристикалық функциялар жүйесі 

құрылады: 
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 )2,1( j  (2.33) түріндегі   

)0,0(  ерекше қисығы маңайындағы айқындауыш теңдеулер жүйесін 

айқындайды. Кейінгі талқылаулар ),,( yxf j  )2,1( j   екі айнымалылы 

функцияларының берілу формасына байланысты. Олар келесі түрде берілген 

деп ұйғарайық: 

 

,),(),(

,),(),(

0,

,

)7(

2

0,

,

)7(

1

nm

nm

nm

nm

nm

nm

yxbyxyxqyxf

yxayxyxgyxf





















   

).0(

)0(

0,0

0,0





b

a

                      (2.35) 

 

Сонда дербес шешім  
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қатар түрінде ізделеді. (2.36) дербес формалды шешім болуы үшін  

,...)2,1,0,(,, nmC nm  
анықталмаған коэффициенттері келесі рекурренттік жүйені 

қанағаттандыруы міндетті: 
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Демек (2.36) қатардың ,...)2,1,0,(,, nmC nm  

коэффициенттері рекурренттік 

жүйеден анықталады.  1j  және 2j  болғанда екі жүйеге бӛлінеді. 1j  үшін 
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(2.37)-дің оң жағында  ,,

)1(

, nmnm a
 
ал 2j  үшін )2(

,nm
 
коэффициенті ,...)1,0,(, nmb nm  

арқылы анықталады, мұндағы nma ,  және nmb ,  
коэффициенттері  ),()7( yxg  және 

),()7( yxq  жалпыланған дәрежелік қатарлардың коэффициенттері. 1j  және 2j  
үшін анықталған ,...)2,1,0,(,, nmC nm

 коэффициенттері рекурентті жүйенің екі 

тізбектерінде бірдей болуы керек.   

         (2.37) рекурренттік жүйесінен ,...)2,1,0,(,, nmC nm
 коэффициенттері 

),( 11 kk    және ),( 22 kk    тең болған екі жағдайда ғана  анықталады, 

мұндағы )2,1(, jk j  (2.30) біртекті жүйе шешімінің дәреже кӛрсеткіштері 

болмайтын, кез келген натурал сандар.  Жоғарыда келтірілген шарттарда )0,0(  
ерекшелігі регулярлы болғанда (2.28) түріндегі коэффициенттері бар біртекті 

емес (2.29) жүйенің дербес  ),(0 yxZ  шешімін құруға болады.Теорема 

дәлелденді. 

 2.1-ескерту. Егер ),( 11 kk    және ),,( 22 kk    біртекті жүйенің 

шешімінің кӛрсеткіштері болса, онда біз күрделі «резонанстық» жағдайды 

аламыз, мұндағы
 

)2,1(, jk j  кез-келген натурал сандар. Бұл жағдай қосымша 

зерттеуді қажет етеді. 

 2.2-ескерту. Егер (2.29) коэффициенттерінде, 1k  тұрақты болса, онда  

),()(

1,1 jf
 

бастап, ...),,(),,(),,( )(

0,3

)(

2,0

)(

0,2  jjj fff  барлық ӛрнектер нӛлге тең 

болады.  

 2.3-ескерту. (2.6) түрлендіруі 1k  жағдайын бұдан да қарапайым түрге 

әкелетін болады.  

Сондықтан жоғарыда келтірілген тұжырымдарға  сүйене отырып, біз 

келесі тұжырым орын алады деп қорытынды шығара аламыз.  

 2.3-лемма. Коэффициенттері (2.29) түріндегі, (2.28)  үшінші ретті екі 

теңдеуден тұратын біртекті емес жүйе берілсін, мұндағы ),()7( yxg  және ),()7( yxq   

)0,0(  yx регуляр ерекше қисығы маңайында екі айнымалылы аналитикалық 

функциялар. Егер ),( 11 kk    және ),( 22 kk     (2.30) біртекті жүйесінің 

шешімінің дәреже кӛрсеткіштеріне, ,jk )2,1( j  тұрақтысының ешқандай 

мәндеріне  сәйкес келмесе, онда (2.28) жүйесінің дербес шешімі берілген 

жүйенің (2.35) оң жағының түрімен бірдей болады. 

  

 2.3.3 Гипергеометриялық текті жүйені құру және оның шешімінің 

қасиеттерін зерттеу 

 Кампе де Ферье 
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жүйеcін пайдалана отырып, екі теңдеуден тұратын үшінші және тӛртінші ретті 

жүйелерді құру әдісін тапты [2, 155-162 б.].  

Бұл әдіс (2.30) гипергеометриялық текті жүйенің екі теңдеуінің 

үйлесімділігін қамтамасыз етеді. Мұндай жүйенің шешімдері екі айнымалылы 

жалпыланған гипергеометриялық функциялар  болып табылады. (2.38) жүйенің 

дербес жағдайын қарастырып, оның шешімінің қасиеттерін зерттейік.  

  2.5-теорема. Екі үшінші ретті теңдеуден тұратын  
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дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер жүйесінің тоғыз сызықты 

тәуелсіз дербес шешімі бар:   
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 Дәлелдеу. Берілген нақты жүйе (2.38) жүйесінің дербес жағдайы.  2.3.1- 

ішкі бӛлімшесінің нәтижелеріне сүйеніп, Фробениус-Латышева әдісімен (2.39) 

жүйесінің дербес шешімдерін құрайық.   

   0,0  ерекше нүктесіне салыстырмалы айқындауыш теңдеулер жүйесінің  
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түбірлерінің тоғыз жұбы келесі түрде анықталады: 

 

);0,0(.1 11               );1,0(.2 '

21                );0,1(.3 12    

);1,0(.4 31          );1,1(.5 '

22           );1,1(.6 32    

);0,1(.7 13          );1,1(.8 '

23            )1,1(.9 33   . 

 

 (2.56) рекурентті жүйесін пайдалана отырып, (2.36) дәрежелік қатарының 

белгісіз коэффициенттері, табылған ),,( tt  )9,1( t  түбірлерінің жұптарын қою 

арқылы анықталады. Осылайша (2.40) тоғыз дербес сызықты тәуелсіз дербес 

шешімдер алынады. Теорема дәлелденді. 

 (2.39) біртекті жүйесінен алынған  
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 біртекті емес  жүйесінің оң жағы  
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түрінде берілсін. 

Біртекті емес (2.41) жүйесінің кез келген дербес шешімін анықталмаған 

коэффициенттер әдісін пайдаланып құру  ерекшеліктерін кӛрсетейік. 
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 2.6-теорема. Оң жақ бӛлігі (2.42) түрінде берілген  (2.41) біртекті емес 

жүйесінің жалпы  шешімі    (2.39) біртекті жүйесінің ),( yxZ  жалпы  шешімі    

мен (2.41) біртекті емес жүйенің ),(0 yxZ  дербес шешімінің қосындысы түрінде 

табылады.  

 Дәлелдеу. Шынында да, біртекті (2.39) жүйесіне сәйкес келетін (2.8) 

),,( yxZ j  )9,1( j жалпы шешімі тоғыз дербес сызықты тәуелсіз шешімдерінің 

қосындысы ретінде анықталады:  

),,(),(
0,

yxZCyxZ
nm

jj




   ).9,1( j  

  

 Оң жағы (2.42) түріндегі біртекті емес (2.41) жүйенің ),(0 yxZ  дербес 

шешімін 2.3.2- ішкі бӛлімшесінде сипатталған анықталмаған коэффициенттер 

әдісін пайдалана отырып  тұрғызу қалды. Оң жағының берілу ерекшеліктерін 

ескеріп, дербес шешім 

 yCxCCyxZ 1,00,10,00 ),(                                       (2.43) 

 

кӛпмүшелік түрінде ізделеді. 

 (2.43) кӛпмүшелігін (2.41) жүйесіне қойып,   ),1( '2

0.0  С  

,
1

0,1


C
'1,0

1


C  белгісіз коэффициенттерін анықтап,  оң жағы   (2.42) 

түрінде берілген (2.41) біртекті емес жүйенің дербес шешімі табылады:  
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 Сондықтан,  оң жағы (2.42) түрінде берілген  біртекті емес (2.41) жүйенің 

жалпы  шешімі 

 

 
'

'2
9

1

0 )1(),(),(),(),(



yx

yxZCyxZyxZyxZ j

j

j  


           (2.45) 

 

түрінде табылады, мұндағы ),,( yxZ j   )9,1( j (2.40) біртекті жүйенің  дербес 

шешімдері. Теорема дәленді.  

Біртекті емес  жүйенің  (2.44) дербес  шешімі (2.41) жүйенің екі 

теңдеулерінің қосындысын да қанағаттандыратынына  кӛз жеткіз оңай.

 Біртекті емес жүйенің (2.44) дербес шешімі, біртекті емес (2.41) жүйенің 

екі теңдеуін қосу арқылы алынған  үшінші ретті  
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дербес туындылы дифференциалдық теңдеуінің де шешімі болады.   

     Біртекті емес жүйенің (2.45) жалпы шешімі біртекті емес (2.41) жүйенің 

екі теңдеуін қосу арқылы алынған (2.46) үшінші ретті дербес туындылы 

дифференциалдық теңдеудің де шешімі болатындығын кӛрсетуге болады. 

 Осылайша, үшінші ретті екі теңдеуден тұратын дербес туындылы  

дифференциалдық теңдеулердің аз зерттелген біртекті емес жүйесінің 

шешімдерін құру мүмкіндіктері зерттелді. 

  1. Сәйкес біртекті (2.30) жүйенің шешімін құру үшін Фробениус-

Латышева әдісі қолданылды. Біртекті жүйенің  тәуелсіз сызықты шешімінің 

саны туралы 2.3 және 2.5-теоремалар дәлелденді. Фробениус-Латышева әдісі 

бойынша шешімдерді құрудың негізгі кезеңдері келтірілді.   

2. (2.29) түріндегі коэффициенттері бар біртекті емес (2.28) жүйенің 

жалпы шешімін құру туралы теорема тұжырымдалды. Осы мақсатта мұндай 

жүйелер үшін бірінші рет анықталмаған коэффициенттер әдісі қолданылды.   

3.  Нақты мысал қарастырылды, мұнда біртекті жүйе Кампе де Ферье 

әдісімен құрылады [21, 155-169 б.]. (2.40) түрдегі тоғыз сызықты тәуелсіз 

шешім Фробениус-Латышева әдісімен алынған. Оң жағы (2.42) түрде болатын 

(2.41) жүйесінің жалпы шешімін құру үшін анықталмаған коэффициенттер әдісі 

қолданылды. 

4.  Сондай-ақ анықталмаған коэффициенттер әдісін қолдану зерттелетін 

нақты (2.41) жүйемен  байланысты, үшінші ретті (2.46) біртекті  емес дербес 

туындылы дифференциалдық теңдеудің шешімдерін алуға мүмкіндік беретіні 

кӛрсетілді. 

5.  Біртекті (2.39) жүйенің бірінші дербес шешімі екі айнымалылы 

туындалған Клаузен текті гипергеометриялық қатар  түріне жатады: 
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Бұл қатардың кӛптеген қасиеттері әлі толық зерттелмеген күйінде.  

Дифференциалдық қасиеті.  

(2.47) қатарының бастапқы жоғары ретті туындылары келесі түрде 

табылады: 
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 0,0 11    кӛрсеткішіне сәйкес бір шешімнің дифференциалдық 

қасиетін келтірумен шектелінеді. Сол сияқты (2.40)-ғы қалған қатарлардың 

дифференциалдық қасиеттерінде кӛрсетуге болады. Бұл дифференциалдық 

қасиеттерді шығару одан әрі қосу және кӛбейту теоремасын, туындалған 

жалпыланған гипергеометриялық қатарлармен байланысты басқа да 

қасиеттерді дәлелдеуге ықпал етеді. 

 

2.4  Жай Клаузен жҥйесі және оның шешімінің қасиеттері  

Диссертациялық жұмыстың 1.2.1-ішкі бӛлімшесінде Клаузеннің біртекті 

жалпыланған гипергеометриялық теңдеуінің шешімінің бар болу мүмкіндіктері 

зерттелді, Клаузен функцияның негізгі қасиеттері нақтыланды.   

Сондай-ақ, Клаузен функциясының x  және y  тәуелсіз айнымалылары 

бойынша әртүрлі кӛбейтінділерін зерттеулерге де белгілі бір  қызығушылық 

туындауда. 

Мұндай кӛбейтінділер екі Клаузен теңдеуінен тұратын жүйенің 

шешімдері болып табылады.  

Горн  екінші ретті гипергеометриялық қатарларды зерттеді. Ол бір 

айнымалылы қатарлар арқылы немесе әрқайсысы бір айнымалыға тәуелді екі 

гипергеометриялық қатардың кӛбейтінділері арқылы кӛрсетілген кейбір 

қатарлардан басқа, екінші ретті 34 әртүрлі жинақты қатарлар бар екенін 

анықтады [4, 282 б.]. 

Екі жалпыланған Клаузен дифференциалдық теңдеулерінен тұратын 

Клаузен текті жүйелерді қарастыруға кӛшейік. Мұндай жүйені жай Клаузен 

текті жүйе деп атаймыз. Әр түрлі регулярлы және иррегулярлы ерекшеліктерді 

ескере отырып, осы жүйелерді жан-жақты зерттеу маңызды. 

 2.4.1 Шешімдері Клаузен функциясының кӛбейтінділері түріндегі жай 

Клаузен текті жүйе 

  2.7-теорема. Жай Клаузен текті  
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                (2.48) 
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жүйенің Клаузен функциясының әртүрлі кӛбейтінділері түрінде тоғыз сызықты 

тәуелсіз дербес шешімі бар және олардың бірі  

 

 
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      (2.49) 

 

түріндегі Клаузен текті функция. 

Дәлелдеу. (2.48) жүйе  екі бірлескен қарапайым дифференциалдық 

теңдеуден тұрады. Оларды ортақ белгісіз    yxZyxp ,,0,0   біріктіреді. 

Фробениус-Латышева әдісін қарапайым жағдайдағыдай қолдана отырып,  

жүйенің шешімі екі айнымалылы жалпыланған дәрежелік қатар түрінде ізделеді 

 

  





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, ,,
nm

nm

nm yxCyxyxZ        00,0 C                            (2.50) 

 

  ,...2,1,0,,,, , nmC nm белгісіз тұрақтылар. (2.48) жүйеге    yxyxZ ,  

ауыстыруын қолданып  Фробениус характеристикалық функциялар жүйесін 

анықтайық. 

 (2.50) қатарының дәреже кӛрсеткіштері   0,0  ерекше қисығына 

қатысты айқындауыш теңдеулер жүйесінен  
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         (2.51) 

 

жұптары анықталады. Олар  (2.50) қатардың дәреже кӛрсеткіштерін 

анықтайды, ал   ,...2,1,0,,, nmC nm
 белгісіз коэффициенттері 
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рекурренттік жүйесінен анықталады. 

Осылайша  тоғыз сызықтық  тәуелсіз дербес шешімдер алынады: 
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(2.48) Клаузен текті жүйенің жалпы шешімі келесі қосынды түрінде 

беріледі 

 



9

1

,),(
i

ii yxZCyxZ                                      (2.60) 

 

мұндағы   9,1, iCi  кез-келген тұрақтылар,  ,, yxZ i   9,1i  (2.49), (2.52)-(2.59) 

түрлеріндегі тоғыз сызықтық тәуелсіз дербес шешімдер.  
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 2.4.2.  Жай Клаузен текті  біртекті емес жүйенің дербес шешімдері  

 2.8-теорема. Жай Клаузен текті 
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біртекті емес жүйенің оң жағы 
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функциялары арқылы ӛрнектелсе, онда (2.61) жүйесінің дербес шешімі  
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түрінде табылады.  

 Дәлелдеу. Алдымен қарастырылып отырған (2.61) жүйенің  Фробениус 

характеристикалық функциялар жүйесін    yxyxZ ,  ауыстыруы арқылы 

құрамыз: 
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 0,0  ерекше нүктесіне қатысты  айқындауыш теңдеулер жүйесін құрайды. 

Айқындауыш теңдеулер жүйесінен (2.51) түріндегі тоғыз түбір жұптары 
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анықталады. Олар (2.52)-(2.59) шешімінің дәреже кӛрсеткіштері болып 

табылады және (2.48) біртекті жүйенің  (2.60) жалпы шешімін  анықтайды. 

Біртекті емес жүйенің (2.50) шешімі екі айнымалылы жалпыланған 

дәрежелік қатар түрінде ізделеді. Біртекті жүйенің шешімінен айырмашылығы, 

бұл жағдайда  ,...2,1,0,,, nmА nm
 белгісіз тұрақтылар келесі рекурренттік 

жүйесінен анықталады 
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0,0A тұрақтысын (2.62) рекурренттік  жүйесінің бірінші теңдеуінен 2,1j  

мәндерінде анықтаймыз: 
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Әрі қарай, коэффициенттер (2.62) жүйеден ...,,,, 0,21,11,00,1   нӛлге тең 

мәндерінде ,...,,,, 2,01,10,21,00,1 AAAAA  коэффициенттері анықталады. Дербес шешім 

мына түрде табылады: 
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           (2.63) 

 

 Жоғарыда келтірілген  теоремалар негізінде, жай Клаузен текті біртекті 

емес (2.61) жүйенің жалпы шешімі туралы келесі теореманы тұжырымдауға 

болады. 
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2.3-тҧжырым. Жай Клаузен текті біртекті емес (2.61) жүйенің  жалпы 

шешімі  (2.48) біртекті жүйенің  yxZ ,  жалпы шешімі мен (2.61) біртекті емес 

жүйенің (2.63) дербес шешімінің қосындысы түрінде анықталады:  
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мұндағы   3,2,1, iCi  кез-келген тұрақты. 

Бұл тұжырымға ұқсас тұжырымды  ,  ерекше қисығы маңайындағы 

дербес шешімдерді құруға  қатысты да дәлелдеуге болады. 

Келесі тұжырым дифференциалдану қасиетіне байланысты. 

 2.4-тҧжырым. Клаузеннің тәуелсіз x  және y  айнымалылары бойынша 
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- y  тәуелсіз айнымалысы бойынша: 
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түрлерінде анықталады. 

1.3-бӛлімшесінде келтірілген жалпы формуланы жай (2.61) Клаузен 

жүйесінің (2.52)-(2.59) шешімінің туындыларын табу үшін де қолдануға 

болады. Мұнда формуланың тағы бір жаңа қасиеті ашылады.  
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 Шынында да, егер n1  теріс бүтін сан немесе нӛл болса, (1.46) 

қатынасын келесі үш түрдің біріндегі ыңғайлы түрмен жазуға болады [14, 169-

б.]: 

 

 
   

,
1,

1,

!

!
11 




















































 x
nn

nn
F

n

n
xFx

dx

d

q

p

qp

nq

np

q

p

qpn

n















  

  ,
,,

1

1

1

1













 



































 x
n

FxxFx
dx

d

q

p

qpn

q

p

qp

n

n

n









  

  .
,, 1

1

1

1



















































 x
n

FxnxFx
dx

d

q

p

qp

n

n

q

p

qpn

n









  

 

 Мысалы, егер 11    және 02111 11  nnn   болса, онда 

m ші  кӛбейтіндінің туындысын 
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,1 1   ,3p  2q  болғанда анықтауға болады. 

 Демек,  yxZ ,2   дербес шешімінің m ші туындысы келесі түрде беріледі 

 

 

  .
,

,,

1,2

1,1,1,1
1

1,2

1,1,1

,

,,,

21

321

23

211

1312111

241

211

131211

23

1

21

321

23
2

1

1




















































































xFy
m

Fy

yFyxF
dy

d

dy

yxZd

m

m

m

m

m






















 

   

Регуляр және иррегуляр ерекшеліктерді ескере отырып, Клаузеннің 

негізгі жүйесін зерттеуге кӛшейік. Бұл  жалпыланған регуляр және туындалған 

Клаузен жүйелерін жан-жақты зерттеуге мүмкіндік береді. 

 

 2.5 Ҥшінші ретті екі теңдеуден тҧратын біртекті емес жҥйенің 

шешімін қҧру  

 Үшінші ретті екі дербес туындылы дифференциалдық теңдеуден тұратын 
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біртекті емес регуляр жүйенің )0,0(  ерекше қисық маңайындағы  шешімдерін 

құру  мүмкіндіктерін қарастырайық, мұндағы  )0,0(),,(),(0,0 kjyxZyxp  

(2.64) жүйенің екі теңдеуі үшін ортақ белгісіз;  kjp ,  
 арқылы ),( yxZ  

функциясының дербес туындыларының әртүрлі реттілігі белгіленген. Жүйе  
теңдеулерінің  реті  ның мәнімен анықталады. 

Егер біртекті жүйе гипергеометриялық текті немесе оларға  келтірілетін 

болса, онда берілген біртекті емес жүйенің бірқатар ерекше жағдайларының 

шешімдерін құру мүмкіндігін зерттеу қажет. 

 

2.5.1 Гипергеометриялық текті біртекті жүйенің  шешімдерін құру 

ерекшеліктері 

Қарапайым жағдайдағыдай,  алдымен 0),(,0),(  yxqyxg  болғанда (2.64) 

біртекті емес жүйеден алынған сәйкес біртекті жүйенің  
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                                         (2.65) 

 

шешімін құру ерекшеліктерін зерделейік. 

 Мұндай зерттеулер (2.65) біртекті жүйенің әртүрлі реттері үшін 

гипергеометриялық текті жүйелерді орнату, ерекшеліктер маңайында 

шешімдерді құрудың жалпы әдісін және сызықты тәуелсіз дербес шешімдердің 

санын анықтауды, регулярлы және  иррегулярлы ерекшеліктерді жіктеуді, 

үйлесімділік пен интегралдық шарттарын анықтауды қажет етеді. Осы 

зерттеулердің негізінде, (2.64) біртекті емес жүйенің жалпы шешімін құрудың 

ерекшеліктерін анықтау керек. (2.64) біртекті емес жүйенің жалпы шешімі 

біртекті емес жүйенің екі теңдеуін қосу арқылы алынған бір теңдеудің шешімі 

болатынын да кӛрсету қажет. 

(2.65) біртекті жүйенің айрықша ерекшеліктері келесі үшінші ретті  

 

0)()()()(

)()()(

,0)()()()(

)()()(

0,00,00,01,01,01,00,10,10,11,11,11,1

2,02,02,0

2

2,12,12,1

2

3,03,03,0

3

0,00,00,01,01,01,00,10,10,11,11,11,1

0,20,20,2

2

1,21,21,2

2

0,30,30,3

3









pytpytypytxpytxy

pytypytxypyty

pxrpxrypxrxpxrxy

pxrxpxryxpxrx

hhhh

hhh

hhhh

hhh











    (2.66) 

 

нақты жүйенің мысалында ашылады, мұндағы  ),(0,0 yxZp  жалпы белгісіз, 

 )3,0,(,,,, ,,,, kjtr kjkjkjkj   белгісіз тұрақтылар. 

(2.66) үшінші ретті жүйенің шешімін құру үшін Фробениус-Латышева 

[14, 148-162 б.] әдісі қолданылады. (2.66) жүйенің  бірқатар қызықты 

жағдайларына тоқталамыз. 
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Эйлер текті жүйе. Біртекті (2.66) жүйеде 0h  болғанда  Эйлер текті жүйе 

алынады, онда жақшадағы ӛрнектер )3,0,(,; ,,,,,,  kjbtar kjkjkjkjkjkj 
 

тұрақтыларына айналады. 

 Бұл жағдайда үшінші ретті дербес туындылы  екі дифференциалдық 

теңдеуден тұратын регулярлы (2.66)  жүйенің ,0h  

)3,0,(,; ,,,,,,  kjbtar kjkjkjkjkjkj 
 
жағдайында  

 

,),( ll yxyxZl


     )9,1( l                                   (2.67) 

 

тоғыз сызықты тәуелсіз дербес шешімі бар болатындығына оңай кӛз жеткізуге 

болады. 

),,( ll  )9,1( l  дәреже кӛрсеткіштері  0,0  регуляр ерекшелікке қатысты 

айқындауыш теңдеулер жүйесінің қарапайым түбірлері. 

Фробениус-Латышева әдісіне сәйкес, ең басында Фробениус 

характеристикалық функциялар жүйесі  (2.66)-дағы  белгісіз орнына  yxZ   

ауыстыруы арқылы құрылады  
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 (2.68)  

 

 0,0  ерекше нүктесіне қатысты айқындауыш теңдеулер жүйесі белгіленген. 

Мұндағы   немесе   белгісіздердің бірін жою арқылы   немесе   белгісіздері 

бойынша тоғызыншы дәрежелі алгебралық теңдеу алуға болады. Теңдеудің 

түбірлері әр түрлі болса, онда (2.68)  жүйесінің ),,( tt  )9,1( t  тоғыз жұп 

қарапайым түбірі болады. Сондықтан, Эйлер жүйесінің (2.67) түріндегі тоғыз 

сызықты тәуелсіз дербес шешімдері бар болады және  жалпы шешімі келесі 

қосынды  
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                                        (2.69) 

 

түрінде анықталады, мұндағы ),,( yxZt
 )9,1(t  (2.67) түріндегі дербес 

шешімдер. 

 Мұндай жүйенің жалпы теориясы негізінде (2.69) жалпы шешім тоғыз tC   

кез-келген тұрақтыларға тәуелді. Эйлер текті жүйе коэфициенттері тұрақты 

жүйенің мысалы. Оны қарастыру  алдағы уақытта үшінші ретті жүйенің 

шешімін жалпы  жағдайда құру     мүмкіндіктерін зерттеуде оң ықпал жасайды. 
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  Кампе де Ферье текті гипергеометриялық жүйе  жағдайы. 1h  болса, 

онда (2.66) жүйеден  Кампе де Ферьенің зерттеген  
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 жүйесі алынады [15, 102 б.; 17, 294 б.], мұндағы  ),(0,0 yxZp жалпы белгісіз, 

 )3,0,(,,,, ,,,, kjtr kjkjkjkj 
 
тұрақтылар. 

 Жүйенің шешімі бар болуы үшін белгілі бір шарттар орындалуы қажет.  

 1. (2.70) жүйенің ерекше қисықтары 30p  және 03p  жоғары ретті  

туындылары жанындағы коэффициенттерді нӛлге теңестіру арқылы 

анықталады: 
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Бұдан x  және y  шексіздіктегі ерекше қисықтарды есепке ала отырып, 

ерекше қисықтар жұптары құрылады: 

 

  ).,();,();0,();,();,0();,();0,();,0(;0,0 3,03,00,30,33,03,00,30,30,30,33,03,0   trtrrt  

 

2. Қарапайым ережелер арқылы регуляр және иррегуляр ерекше 

қисықтардың классификациясы [14, 159-234 б.] жасалады.  

 3. Үйлесімділік пен интегралдану шарттары анықталуы керек. Жалпы 

жағдайда үйлесімділік шарттарын анықтау белгілі бір қиындықтар тудырады.  

Гипергеометриялық текті жүйелерді зерттеу кезінде аталған шарттардың 

орындалуы гипергеометриялық текті жүйенің шешімі болып табылатын 

қатардың коэффициенттерін бір мәнді анықтауды қамтамасыз ететіндігі. 

Кампе де Ферье  жүйесі жағдайында [1, 115 б.]  1  болған кезде, бір 

ғана шарт  
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Қарастырылып отырған жағдайда бір айқындауыш орнына екі 

айқындауыш  
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қарастырылуы керек, яғни 2  болғанда коэффициенттердің 

1,22,11,22,1 ,,, bbaa мәндері ескерілуі қажет. Сондықтан (2.71) және (2.72) 

интегралдану шарттары 

  

01 1,22,11  ba –бірінші шарт, 

0))(( 1,21,22,12,12,11,2

2
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түрлерінде орындалуы міндетті. 

 4. 0,0,0,0 0,00,11,00,0  ttrr  болғанда (2.70) жүйеден  
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Кампе де Ферье текті нақты жүйесі алынады. 

  

 2.5.2  Негізгі Клаузен жүйесінің шешімін құру ерекшеліктері 

Негізгі Клаузен жүйесінің шешімін құруға Фробениус-Латышева әдісін 

қолдану ерекшеліктерін кӛрсетейік. Кампе де Ферье  әдісімен [1, 115 б.] негізгі 

Клаузен жүйесі   

 

0])1([

])3(1[)1(

,0])1([

])3(1[)1(

0,0

'''

1,0

''''''''''

1,1

'

2,0

'

3

'''

2,13,0

2

0,03210,1313221321

1,10,23211,20,3

2

321313221321

21









ppy

xpypyxyppyy

ppx

ypxpxxyppxx
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
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         (2.73) 

 

түрінде алынған деп ұйғарайық. 

 2.5.1-ішкі бӛлімшесіне сәйкес, алдымен xxxZp 0,3  және yyyZp 3,0  жоғары 

ретті туындылары жанындағы коэффициенттерді нӛлге теңестіру арқылы 

ерекше қисықтардың жұптары анықталады: );1,1();0,1();1,0();0,0(  
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),();1,();0,();,1();,0(  . Мұнда  0,0  маңайында  шешім құрумен 

шектелінеді. Ерекше қисық  0,0  регуляр, ӛйткені 00,3 r  және 03,0 r .  

Сондықтан Клаузеннің (2.73) негізгі жүйесінің   

 

 nm

nm

nm yxAyxyxZ 





0,

,),(                                         (2.74) 

 

түріндегі регуляр шешімі бар, мұндағы ,  және  ,...)2,1,0,(,, nmA nm  
белгісіз 

коэффициенттер.  

Үйлесімділік шарты жүйенің Кампе де Ферье әдісімен құрылуымен 

қамтамасыз етіледі [1, 115б.]. Интегралданудың (2.71) және (2.72) 

шарттарының орындалуын тексерейік. Коэффициенттер 
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(2.75) 

 

Сондықтан,   0,0  ерекше нүктесіне маңайында тоғыз сызықты тәуелсіз 

(2.74) дербес шешімдері болуы керек. 

2.9-теорема. Гипергеометриялық текті (2.73) негізгі Клаузен жүйесінің 

 0,0  регуляр ерекше нүкте маңайында (2.75) интегралдану  шарты орындалған 

кезде тоғыз сызықты тәуелсіз дербес шешімі бар және олардың біреуі  
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                                   (2.76) 

 

екі айнымалылы жалпыланған гипергеометриялық Клаузен функциясы. 

 Дәлелдеу. Негізгі деректерді нақтылағаннан кейін, яғни жүйенің арнайы 

қисықтарын, үйлесімділік пен интегралдану шарттары орындалғаннан кейін,  

Фробениус-Латышева әдісі қолданылады. Сол мақсатта  
 yxyxZp  ),(0,0 жалпы белгісіздің орнына қою арқылы Фробениустың 

характеристикалық функцияларының жүйесі құрылады: 
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мұндағы 
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 (2.77)-ден   0,0  ерекше қисығына қатысты айқындауыш теңдеулер жүйесі 

құрылады: 

 

,0),()(

0,0 jf    ).2,1( j                                                  (2.78) 

 

 )0,0(  ерекше нүктесіне қатысты (2.78) айқындауыш теңдеулер жүйесінің 

түбірлерінің келесі тоғыз жұбы табылады: 
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 Олар (2.74) қатарлардың дәреже кӛрсеткіштері. Бұл әртүрлі )9,1(),,( ttt   

жұптарға (2.74) қатарлардың тоғыз сызықты тәуелсіз дербес шешімдері сәйкес 

келеді. Енді дербес шешімдердің бірі (2.76) гипергеометриялық Клаузен 

функциясы екенін кӛрсетейік. Қатардың ,...)2,1,0,(,, nmA nm
коэффициенттері 

келесі  
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рекуррентті жүйенің кӛмегімен анықталады. 

 Шынында да, 00,0 A  болғанда рекурентті жүйе тізбегінің бірінші 

жолында (2.78) 0),()(

0,0 jf
 

айқындауыш теңдеулер жүйесі алынады. Оның 

түбірлерінің жұптары (2.79) ретінде анықталады. Бірінші дербес шешім 

)0,0( 11    кӛрсеткішіне сәйкес келеді, яғни 01   және 01   мәндерді 

рекуррентті тізбектер жүйесіне қойып, қатардың белгісіз коэффициенттері 

анықталады:  
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яғни (2.76) қатар келесі түрде жазылады: 
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  ,...2,1,0,,, nmA nm
 белгісіз коэффициенттерді анықтаған кезде рекуррентті 

жүйелер тізбегі 2,1  jj  мәндерінде екі жүйеге бӛлінеді. Алайда, олардың 

әрқайсысынан табылған )1(

,nmA
 

 және ,...)1,0,(,)2(

, nmA nm  
коэффициенттері бірдей 

болуы керек. 

 Сол сияқты,  (2.79) жүйесінің басқа дәреже кӛрсеткіштерге сәйкес келетін 

қалған сегіз сызықты тәуелсіз дербес шешімдер құрылады. Олардың арасында 

еселік кӛрсеткіштер жоқ. Сондықтан Клаузен жүйесінде логарифмдік 

шешімдер жоқ. Дербес шешімдер келесі түрде беріледі: 
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Теорема дәлелденді. 

 Негізгі Клаузен жүйесінің жалпы шешімі келесі қосынды  

 





9

1

),(),(
t

tt yxZCyxZ  

 

түрінде беріледі, мұндағы ),,( yxZt
 )9,1(t  сызықты тәуелсіз дербес шешімдер, 

 )9,1(, tCt  кез-келген тұрақтыларға байланысты болады. 

 

 2.5.3  Біртекті емес негізгі Клаузен жүйесінің шешімдерін құру әдістері 

мен қасиеттері 

 Үшінші ретті біртекті гипергеометриялық жүйенің негізгі мысалы 

Клаузен жүйесі. Фробениус-Латышева әдісін қолданып, оның  шешімдерін құру 

ерекшеліктері 2.5.2-ішкі бӛлімшесінде келтірілді. Әйтседе осы уақытқа дейін 

екі теңдеуден тұратын  Клаузеннің біртекті емес негізгі гипергеометриялық 

жүйесінің және туындалған жалпыланған гипергеометриялық жүйенің 

шешімдерін құру ерекшеліктері зерттелмеген күйде. 

 Біртекті емес негізгі Клаузен жүйесінің шешімдерін құрудың 

анықталмаған коэффициенттері әдісі. Клаузеннің біртекті емес 

гипергеометриялық жүйесінің шешімдерін анықталмаған коэффициенттер 

әдісімен  құру мүмкіндіктеріне тоқталайық. 

 2.10-теорема. Біртекті емес   
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  гипергеометриялық негізгі Клаузен жүйесінің оң жағы  
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кӛпмүшелері арқылы берілсе, онда жүйенің дербес шешімі 
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түрінде табылады, мұнда қысқа жазу үшін келесі белгілеулер енгізілген:  
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 Дәлелдеу. Оң жақ бӛліктің кӛпмүшеліктер арқылы берілуіне сәйкес, 

(2.81) жүйенің шешімі    

  

        
xyAyAxAAyxZ 1,11,00,10,00 ),(                                         (2.83) 

 

кӛпмүшелігі түрінде ізделінеді. (2.83)-ші кӛпмүшелікті біртекті емес (2.80) 

Клаузен жүйесіне қойып, (2.83) кӛпмүшеліктің белгісіз коэффициенттері 

анықталмаған коэффициенттер әдісімен,   келесі  
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жүйеден x  және y  тәуелсіз айнымалыларының бірдей дәрежелері жанындағы 

коэффициенттерді теңестіру арқылы анықталады: 
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мұнда (2.82) дербес шешімі жоғарыдағы белгілеулерді ескеріп табылған. 

Теорема дәлелденді. 

 Біртекті емес үшінші ретті жүйелердің теориясына сәйкес келесі 

тұжырымдар орын алады. 

 2.5-тҧжырым. Біртекті емес (2.80) жүйенің жалпы шешімі сәйкес біртекті 

Клаузен жүйесінің ),( yxZ  жалпы шешімі мен біртекті емес жүйенің 

),(0 yxZ дербес шешімінің қосындысы, яғни 
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түрінде табылады.  

 2.6-тҧжырым. Біртекті емес (2.80) Клаузен жүйесінің дербес  шешімі, 

жүйенің екі теңдеуін қосу арқылы алынған  
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       (2.84) 

 

біртекті емес үшінші ретті  дифференциалдық теңдеудің де шешімі болады,  

мұндағы ),( yxg   және ),( yxq  біртекті емес (2.80)  Клаузен жүйесінің оң жақ 

бӛліктері. 

 Бұл тұжырымның дұрыстығына (2.82) дербес шешімді (2.84) теңдеуге 

тікелей қою арқылы кӛз жеткізуге болады. 

 2.11-теорема. Оң жақ бӛлігі  
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түрінде берілген, гипергеометриялық текті  
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біртекті емес Клаузен  жүйесінің дербес шешімі:  
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түрінде табылады. 

 Дәлелдеу. Клаузеннің біртекті жүйесінің Фробениус характеристикалық 

жүйесін және (2.85) жүйенің оң жағын ескере отырып, гипергеометриялық текті 

біртекті емес (2.85)  Клаузен жүйесінің Фробениус характеристикалық 

функциялар жүйесін құрайық: 
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   0,0,0 jf  жүйесі (2.97) айқындауыш теңдеулер жүйесін анықтайды. 

Біртекті емес теңдеудің шешімі қатар түрінде іздеделеді,  

 ,...2,1,0,,, nmA nm  
коэффициенттері рекуррентті тізбектер жүйесінен жай 

Клаузен текті жүйедегі  сияқты анықталады. 

Нәтижесінде біртекті емес Клаузен теңдеуінің нақты шешімі (2.86) 

түрінде  табылады. 

Клаузен функциясының дербес қасиеттеріне тоқталайық. 

 Дифференциалдану қасиеті. 

 Екі айнымалылы Клаузеннің жалпыланған негізгі гипергеометриялық 
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және жоғары ретті туындылары: 
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түрлерінде табылады. (2.87)-(2.93) барлық формулаларды (2.94) жалпы 

формуладан  m  мен n   әр түрлі мәндерінде шығарып алуға болады. 

 2.5.4 Клаузен текті біртекті емес туындалған  жүйенің шешімдерін құру  

 Бірінші бӛлімде (1.7) Клаузен функциясынан шекке кӛшу арқылы (1.8) 

туындалған жалпыланған гипергеометриялық функция анықталды. Кейінгі 

кезде мұндай теңдеулер мен Клаузен текті жүйенің шешімдерін зерттеу 

олардың қасиеттерін кӛп ӛлшемді туындалған теңдеулерді зерттеу кезінде 

қолдануға байланысты ӛзекті бола бастады.  

 Мысалы, ,0,0  constmUUyLu yyyxxx

m

 
бір туындалған сызықты 

дифференциалдық теңдеулердің шешімдерін тапқан кезде, 0x  ерекше 

нүктесінің маңайында Клаузен теңдеуі  шешімінің қасиеттері қолданылады 

[96]. 

Туындалған Клаузен функциясы шекке кӛшу арқылы Клаузен 

функцияларынан алынатындығы кӛрсетілген. Енді туындалған үшінші ретті екі 

дифференциалдық теңдеуден тұратын негізгі Клаузен текті жүйенің  жалпы 

және дербес шешімін құру ерекшеліктерін кӛрсету маңызды.  

 Біртекті емес негізгі Клаузен гипергеометриялық жүйесінің нақты 

шешімі. 

 2.12-теорема. Негізгі Клаузен жүйесінен шекке кӛшу арқылы алынған 

біртекті  
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жүйенің дербес шешімі  
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туындалған  гипергеометриялық  Клаузен  функциясы болып табылады. 

Дәлелдеу. Бұл жүйенің жалпы шешімі Фробениус-Латышева әдісімен 

құрылады [14, 148-162 б.]. Туындалған гипергеометриялық жүйенің шешімін 

құру кезінде үйлесімділік пен интегралдану шарттары ескерілуі қажет. 

 (2.95) жүйе үшін екінші үйлесімділік шарты орындалмайды: 
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 Сондықтан, мұндай жүйенің жалпы теориясына сәйкес [97], жұмыста 

кӛрсетілген тоғыз шешімнен басқа дербес шешімдердің болуы мүмкін. 

Бұл шешімдердің дәреже кӛрсеткіштері )0,0(  ерекше нүктесіне қатысты  
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айқындауыш теңдеулер жүйесінің  түбірлері ретінде анықталады.  

 Біртекті емес туындалған негізгі Клаузен  гипергеометриялық жүйесінің 

дербес шешімін құру. 

 2.13-теорема. Оң жақ бӛлігі 
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түрінде берілген, 
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біртекті емес  туындалған гипергеометриялық Клаузен жүйесінің дербес 

шешімі 
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түрінде  табылады. 

 Дәлелдеу. (2.96) туындалған гипергеометриялық Клаузен жүйесінің 

Фробениус характеристикалық функциялар жүйесін құрайық:  
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Жүйенің шешімі екі айнымалылы жалпыланған дәрежелік қатар түрінде 

ізделеді. Қатардың ,...)2,1,0,(,, nmC nm  
белгісіз коэффициенттері рекуррентті 

тізбектер жүйесінен анықталады.  0,0С  белгісіз тұрақтысы  рекуррентті тізбектер 

жүйесінің бірінші теңдеуінен  
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мәндерін ескере отырып анықталады. 

  Фробениус характеристикалық функциялар жүйесінен 11    және 

11   мәндерін ескеріп, айқындауыш теңдеулер жүйесін  келесі түрде 

жазамыз: 
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 Сондықтан, рекуррентті теңдеулер жүйесінің бірінші теңдеуінен 0,0С
 

келесі түрде анықталады: 
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,...)2,1(,0  ll  мәндерін ескере отырып, 
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коэффициенттері де табылады. Нәтижесінде дербес шешім келесі қатар түрінде 

ұсынылады: 
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 Дәлелдеу керегіде осы еді. 
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 3 БІРТЕКТІ ЕМЕС ЕКІНШІ РЕТТІ ДЕРБЕС ТУЫНДЫЛЫ 

ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕР ЖҤЙЕСІНІҢ ҚАЛЫПТЫ-

РЕГУЛЯР ШЕШІМДЕРІ  

 

3.1  Лауричелла жҥйесінен алынған туындалған гипергеометриялық 

жҥйелердің қалыпты-регуляр шешімдері 

Бұл бӛлім  BF  Лауричелла жүйесінен алынған туындалған жүйелердің 

қалыпты-регуляр шешімдерін зерттеуге арналған. Қалыпты-регуляр 

шешімдердің В.И. Художниковтың жаңа функциясымен байланысы 

қарастырылды. Екінші ретті дербес туындылы екі және үш дифференциалдық 

теңдеулерден тұратын жүйелердің қалыпты-регуляр шешімдерін құру 

мүмкіндігінің ерекшеліктері зерттелді. Әрі қарай, бұл нәтижелер n  теңдеуден 

тұратын туындалған жүйелерге  жалпыланған. Художниковтың функциясы мен 

қалыпты-регуляр шешімдері арасындағы кейбір қасиеттер дәлелденді. Нақты 

мысалда   2  Гумберттің екі айнымалылы  функциясы түріндегі шешімдері 

бар біртекті емес туындалған жүйенің шешімін құрудағы қалыпты-регуляр 

шешімдердің рӛлі кӛрсетілген [98].  

Осы бӛлімнің материалдары Scopus мәліметтер базасында индекстелген 

журналда жарияланды [35, 2309–2321 б.].  

 Француз математигі П. Аппель 1880 жылы әрқайсысы  xF ;,,   Гаусс 

қатарына ұқсас  екі айнымалылы 
41 FF   тӛрт гипергеометриялық қатарын 

анықтады [1, 55 б.]. Я. Горн тізімінде екі айнымалылы 34 гипергеометриялық 

қатары бар, оның 20-сы екі айнымалылы туындалған гипергеометриялық 

қатарлар. Екі айнымалылы туындалған гипергеометриялық қатарларды М.П. 

Гумберт (1920-21жж.), Я. Горн (1931ж.) және Борнгассер (1933ж.)  Аппельдің 

тӛрт гипергеометриялық қатарынан шекке кӛшу арқылы енгізді. Я. Горн екі 

айнымалылы гипергеометриялық қатарлардың ұқсастығын зерттеп, оларды 

қанағаттандыратын дербес шешімдерде дифференциалдық теңдеулер жүйесін 

құрды. Лауричелла (1893ж.) Аппельдің 
41 FF   функцияларын n  айнымалылар 

жағдайына жалпылап, жаңа DCBA FFFF ,,,  функцияларын енгізді. Лауричелла 

қатарларының дербес жағдайлары гиперсфералық гармоникалық зерттеулерде 

кездеседі [99-109].  

 Бұл бӛлімде бізді BF  Лауричелла функциясымен байланысты кӛп 

айнымалылы туындалған функциялар қызықтырады. 

Лауричелланың n  айнымалылы функциясы  
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жүйенің дербес шешімі болып табылады, мұнда 

),()(),,...,,()( ,...,2121 nnnn zzzz    белгілеулері қолданылған. 

 
BF  функциясынан бірнеше рет шекке кӛшу арқылы алынған туындалған 

функцияларды В. И. Художников анықтап,  
lk

nB

,

,  арқылы белгілеген, мұндағы 

nnknnlk  1,,0 , n айнымалылар саны [58, 836 б.].  
lk

nB

,

,  шешімімен 

қатар, (3.2) жүйесінің қалыпты-регуляр шешімдері  
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бар  болады, мұндағы ),,1( ntt   ,...),2,1,0,...,(, 1,...,, 21
nmmm mmA

n
 

1,0000,1,000,1 ,...,,...,,...,,,..., 
 
белгісіз тұрақтылар [35, 2309-2321 б.].  

Бұл бӛлімнің мақсаты (3.2) Лауричелла жүйесінен шекке кӛшу арқылы 

алынған туындалған гипергеометриялық жүйелердің қалыпты-регуляр 

шешімінің бар болу мүмкіндігін зерттеу. Олардың кейбір қасиеттерін және 
lk

nB

,

,  

Художников функциясымен байланысын, сондай-ақ біртекті емес  BF  
Лауричелла жүйесінің жекелеген дербес жағдайларының шешімдерін құру 

ерекшеліктерін зерттеу болып табылады. 

Лауричелла жүйесінен алынған туындалған гипергеометриялық 

жүйелерге тоқталайық. 

Зерттеу нысаны жалпыланған  BF Лауричелла жүйесінен алынған 
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туындалған гипергеометриялық жүйелердің бірқатар ерекше жағдайлары, 

мұндағы (3.5) теңдеуі (3.2) теңдеуінен   параметрі бойынша  kn  рет шекке 

кӛшу арқылы, ал (3.6) теңдеуі  lkn   рет   бойынша шекке кӛшу арқылы 

алынады. Нәтижесінде (3.4)-(3.6) біріккен жүйе алынады, онда k  бірінші 

теңдеулер (3.2) жүйенің k  бірінші теңдеулерімен сәйкес келеді, келесі  l  

теңдеулер (3.5) түрінде болады, ал қалған  lkn   теңдеулер (3.6) түрінде 

ұсынылады. В.И. Художников (3.4)-(3.6) біріккен жүйені зерттей отырып  
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жаңа туындалған функцияны енгізді, мұнда келесі қысқартулар мен белгілеулер 

қолданылды: 

 

    ,
1 kn ik

n

k
in a


   



 ,
1

n

k

k

n ii   .......,...,
0 0 0

1

1 2

  













i i i

n

n

ii
 

 

 (3.7) туындалған функциясы (3.4)-(3.6) біріккен жүйенің дербес шешімі 

болып табылады. (3.7) қатар kizi ,1,1   облысында жинақты [31, 577-584 б.].  

В.И. Художников (3.7) туындалған функциясының кейбір қасиеттерін 

зерттеді, интегралдық түрін келтірді және осы функцияны қамтитын ядролары 

бар Вольтерраның интегралдық теңдеулерін қарастырды. Алайда, осы уақытқа 

дейін (3.3) түріндегі қалыпты-регуляр шешім  және олардың В.И. Художников 
 

енгізген 
lk

nB

,

,
 

функцияларымен байланысы зерттелмеген. Мұндай зерттеулер 

маңызды болып табылады, ӛйткені   ,...,,  иррегуляр ерекше қисығы 

маңайында (3.3) түріндегі шешімдері зерттелмеген күйінде қалған. Әлі күнге 

дейін зерттелмеген біртекті емес шешімдерді құру ерекшеліктері ерекше 

қызығушылық тудыруда.  

 

 3.1.1 Туындалған  2  жүйесінің қалыпты-регуляр  шешімдері және оның  

қасиеттері 

3.1-анықтама. (3.7) жүйеден алынған екі айнымалылы туындалған 

гипергеометриялық функциялар 
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Гумберттің туындалған функциялары деп аталады [8, 1134-1141 б.]. 

Олар Аппельдің 3F  функцияларынан алынған және жақсы зерттелген [1, 

58 б.]. 3F  Аппель функциясы  BF  Лауричелланың (3.2) жүйесінің  дербес 

жағдайы болып табылады. Сондықтан, одан шекке кӛшу арқылы екі 

айнымалылы туындалған (3.8) гипергеометриялық функциялар болып 

табылатын жүйелер алынады. Алайда, (3.4)-(3.6) үш теңдеудің қос-қостан 

алынып, екі теңдеуден тұратын әртүрлі құрылған жүйелері. 

 Енді, (3.5) жүйесінің екі теңдеуден тұратын туындалған жеке 

жағдайының қалыпты-регуляр шешімдерін құрумен айналысамыз. 

3.1-теорема. [1, 103-110 б.] (3.2) жүйесінен шекке кӛшу арқылы алынған 

туындалған  



100 
 

 

 

  0

,0

2212

1121

22222

12211





WWzWzWz

WWzWzWz

zzzzz

zzzzz




                                       (3.9) 

 

жүйесінің үш сызықты-тәуелсіз )3,2,1(, tWt  шешімдері бар және ол 

шешімдердің біреуі келесі Гумберт-Художников функциясы  түрінде табылады: 
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 Шынында да, [1, 103-110 б.] монографияда (3.9) жүйенің  үш сызықтық-

тәуелсіз дербес шешімі бар екендігі кӛрсетілген:  

 

 

.)(
2

,1
),(

,)(
2

1,
),(

,)(
,

,;;,),(

2

'

1

2

1

1213

2

'

1

2

1

2212

2

'

212,0

2,21

'

12211

2

2

2


























































zzzzW

zzzzW

zzzzzW B


















 
 

Шешімдерді Фробениус-Латышева әдісімен құруға болады. Бірінші дербес 

шешім Гумберт - Художников функциясы. 

 Келесі теорема (3.9) жүйенің (3.10) түріндегі шешімімен қатар  
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      00,1 A               (3.11) 

 

қалыпты-регуляр түрдегі шешімдері болатынын дәлелдейді, мұндағы 

 ,...)2,1,0,(,,,;, 21,211,00,1 21
mmA mm белгісіз тұрақтылар.  

 3.2-теорема. Туындалған (3.9) жүйесінен 

 

 2121,010,121 ,)exp(),( zzUzzzzW                                            (3.12) 

 

түрлендіруі кӛмегі арқылы алынған  

 
 

  
 

   01

2

,0

2

'

21,011,00,12

2

1,0

210,121,011,012

10,121,00,110,1

2

0,1

20,1121,010,121

212122

212211









Uzz

UzzzUzUzUz

Uzz

UzUzzzUzUz

zzzzzz

zzzzzz









                           (3.13) 
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кӛмекші жүйенің   

0,0 1,0

2

1,00,1

2

0,1                                              (3.14) 

 

шарттары орындалған кезде (3.11) түріндегі  екі қалыпты-регуляр шешімдері 

бар: 
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                                    
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 Дәлелдеу. Түрлендіруді пайдалану (3.14) қалыпты-регуляр шешімнің оң 

жағын (3.11) екі қосалқы кӛбейткіштердің кӛбейтіндісі ретінде қарастыруға 

мүмкіндік береді [14, 29 б.]. 

1)  )exp( 21,010,1 zz   0,1  және 1,0  анықталмаған коэффициенттері бар 

айқындауыш кӛбейткіш. Олар (3.14) характеристикалық теңдеулер жүйесінен 

анықталады: І.  0,0 1,00,1   ; ІІ.  0,1 1,00,1   ; ІІІ.  1,0 1,00,1   ; ІV. 

 1,1 1,00,1   . Бұл бізге (3.11) түрдегі қалыпты-регуляр шешімінің болуының 

алғашқы қажетті шартын береді.    

3.1-лемма. (3.13) кӛмекші жүйесінің ең болмағанда бір (3.11) түріндегі 

шешімі бар болуы үшін (3.14) шартының орындалуы қажетті. 

Шындығында, (3.14) шарты орындалғаннан кейін жоғарыда аталған тӛрт 

жағдайды қолдана отырып,  I-IV  тӛрт  жүйе аламыз. Олар біріккен жүйелер деп 

аталады. 

І.  0,0 1,00,1    кезінде бірінші тіркестірілген жүйе бастапқы (3.9) 

жүйеге сәйкес келеді. Оның дербес шешімдері бар болатындығы 3.1– 

теоремадан белгілі.  

Келесі екі жағдайларда: ІІ.  0,1 1,00,1    және  ІІІ.  1,0 1,00,1    

сәйкесінше екі тіркестірілген жүйені аламыз: 
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және 

.0)()(

,0)(

'

2212

11221

22122

12111





UUzUzUz

UUzzUzUz

zzzzz

zzzzz




                                 (3.18) 

 

 (3.17) және (3.18) жүйелердің шешімдері (3.11) қалыпты-регуляр 

шешімнің екінші кӛбейткіші ретінде  ізделінеді.  

2)  

 





0,

0,021,21

21

21

21

21 0,
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мұндағы  ,...)2,1,0,(,,, 21,21 21
mmA mm  Фробениус-Латышеваның әдісімен 

анықталатын белгісіз тұрақтылар. 

Екінші қажетті шарт дәл осы белгісіз тұрақтыларды анықтаумен 

байланысты. 

3.2-лемма. (3.13) кӛмекші жүйесінің (3.11) түріндегі шешімі бар болуы 

үшін ең болмағанда бір  21,   жұп мәні )0,0(   ерекше нүктесіне салыстырмалы 

айқындауыш теңдеулер жүйесінің  
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21121
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

f

f
                                            (3.20) 

 

түріндегі түбірі болуы қажетті.  

 (3.20) жүйесінің тӛрт жұп  21,  түбірі бар. Сондықтан 3.1 және 3.2 

лемма шарттары орындалса, (3.17) және (3.18) жүйелерінің тӛрт сызықтық-

тәуелсіз дербес шешімдер болуы мүмкін. Осылайша, (3.11) қалыпты-регуляр 

шешімнің түрі белгіленеді. Алайда, (3.17)-(3.18) жүйелердегі интегралдық 

шарты орындалмағандықтан, олар екі айнымалылы (3.19) жалпыланған 

дәрежелік қатар түрінде бір ғана шешімге ие болады. Сондықтан (3.13) кӛмекші 

жүйеде екі қалыпты-регуляр (3.15) және (3.16) шешімдер бар. Дәлелдеу керегі 

де осы еді.   

3)  (3.20) айқындауыш теңдеулер жүйесі (3.17) және (3.18) екі жүйеге 

бірдей. (3.14) характеристикалық теңдеулер жүйесінің  1,1 1,00,1    шешіміне  

сәйкес мәнінде үйлесімсіз жүйе алынады және жүйенің шешімін құру мүмкін 

болмайды. 

Туындалған гипергеометриялық (3.9) жүйеден алынған (3.15) және (3.16) 

қалыпты-регуляр шешімдердің кейбір қасиеттерін қарастырайық.  

3.3-теорема. Шешімдер арасында 
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теңдігі орындалады. 

 Дәлелдеу. Дәлелдеу үшін  Эрдейидің  
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формуласын пайдаланамыз.  

(3.21) теңдіктің сол жағын берілген функциялардың қатарға жіктелуін 

пайдаланып  ашамыз. Сонда  
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Дәлелдеу керегі де осы болатын.  

 Тӛмендегі формуланы қолдана отырып,  

 




 




0, 21

221

'

211

121

'

2112

21 21

2121

!!)(

)()()()(
),;;,(

mm mm

mmmm

mm

zzz
zzz






 
 

келесі 3.4 және 3.5-теоремалар дәлелдеусіз келтіріледі.

 3.4-теорема. Шешімдер арасында 
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теңдігі орын алады.   

 3.3 және 3.4-теоремалар Куммердің бірінші теоремасының баламалары 

екеніне кӛз жеткізу қиын емес [27, 1-5 б.]: 

 

].;;[];;[ 1111 xbabFxbaFe x 

 
 

Сондай-ақ келесі қасиеттер де орынды.  

3.5-теорема. Шешімдер арасында  
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теңдіктері орын алады. 

Бұл қасиеттер қалыпты-регуляр шешімдердің  













 2

'

21

2

,
z




 

туындалған гипергеометриялық функциясынан )exp( 1z  және )exp( 2z  

айқындауыш кӛбейткештерді бӛліп шығару арқылы алынатындығын кӛрсетеді. 
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3.2 Біртекті емес туындалған гипергеометриялық жҥйелердің 

қалыпты-регуляр шешімдері 

Біртекті емес жүйелердің қалыпты-регуляр шешімдерін құру әлі де аз 

зерттелген. Қарапайым дифференциалдық теңдеулер теориясында Бессель, 

Ломмель, Струве сияқты кӛптеген белгілі функциялар қолданылады [110-114]. 

Олар қарапайым дифференциалдық теңдеулердің дербес шешімдері ретінде 

пайда болады. Сондықтан, біз зерттейтін жүйелерде біртекті емес жүйелердің 

дербес шешімдерін құру да ӛзекті мәселе болып табылады, ӛйткені бұл 

гиперсфералық гармоникалық зерттеулерде және басқа қосымшаларда 

кездесетін Лауричелла қатарларының ерекше жағдайлары [115].  

3.6-теорема. Оң жақ бӛлігі  
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түрінде берілген біртекті емес (3.9) Горн гипергеометриялық жүйесінің, 3.1 

және 3.2 леммаларының қажетті шарттары орындалған кезде:  
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ІІ).
 

)0,1( 1,00,1    болғанда: 
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 ІІІ).
 

)1,0( 1,00,1    болғанда:
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қалыпты-регуляр қатарлар түріндегі дербес шешімдері бар. 

Дәлелдеу. (3.26)-ның оң жақ бӛлігінде )2,1(,)(

0,0 tt
 
мәндері )0,0(  ерекше 

нүктесіне қатысты айқындауыш теңдеулер жүйесінің түбірлеріне байланысты 

таңдалады және (3.27)-(3.29) дербес шешімдер қатарларының 

коэффициенттерін табудың үйлесімділігін қамтамасыз етеді. Мұнда да (3.14) 

түрлендіруі маңызды рӛл атқарады, ӛйткені түрлендіруден кейін біз (3.26)-ның 

оң жағымен берілген кӛмекші жүйені аламыз. 0)exp( 21,010,1  zz   қысқартудан 

кейін біз айқындауыш кӛбейткішсіз үш біркелкі емес (3.9), (3.18)-(3.19) 

жүйелері алынады.  
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1. 0,0 1,00,1  
 
болғанда біртекті емес  
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жүйе алынады. 

Жүйенің шешімі екі айнымалылы жалпыланған дәрежелік қатар түрінде 

ізделінеді: 
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мұндағы  ,...)2,1,0,(,),2,1( 21, 21
mmAt mmt белгісіз тұрақтылар. Олар  
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рекурренттік тізбектер жүйесінен анықталады.  

 Алдымен )0,0(  ерекше нүктесіне қатысты теңдеулерді анықтайтын 

жүйенің түбір жұптары анықталады: )2,1(,0),( 21

)(

0,0  tf t  . Осы түбірлерді 
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Бұл жүйе  0,0

)2(
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)1(

0,0 AAA 
 
бастапқы коэффициенттің бірыңғай мәнін анықтауға 

болатындай етіп )2,1(,)(

0,0 tt  таңдау үшін маңызды. Мұндай мәндер  
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арқылы анықталады. 

Таңдалған мәндерді ескерсек, 0,0A
 
біріккен мәні  
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1

2211

0,0
 

A                                              (3.34) 

 

түрін қабылдайды. 0,0A  коэффициентінің белгілі болуы ...,,, )(

1,1

)(

1,0

)(

0,1

ttt 
 
нӛлге тең 

болған кезде (3.31) қатарының қалған  
21 ,mmA
 

коэффициенттерін біртіндеп  

анықтауға мүмкіндік береді. (3.30) жүйеден Фробениустың характеристикалық  

функциясын құру арқылы ,11 11    11 22    теңдіктерінің орын 

алатындығын, яғни ,11    22    болатындығына кӛз жеткізуге болады. 

Келтірілген ӛзгерістерді ескере отырып, ,...)2,1,0,(, 21, 21
mmA mm  

белгісіз 

коэффициенттерді біртіндеп анықтау арқылы, (3.31) біртекті емес жүйенің 

дербес шешімі екі айнымалылы  
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қатар ретінде анықталады. 

Белгісіз коэффициенттер 00,1   және  01,0   болғандықтан, (3.14) 

),(),( 2121 zzUzzW   теңдігі орындалады, яғни (3.27) шешімі алынады. 

2. 3.2.-теоремада орнатылғандай, 0,1 1,00,1  
 

болғанда оң жақ бӛлігі 

(3.26) түрінде берілген (3.17) тіркелген жүйені аламыз. Айқындауыш 0)exp( 1 z  

кӛбейткішке  қысқартқаннан кейін, біртекті емес жүйенің  
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дербес шешімін құру қажет болады. 

Келесі тұжырым орынды [57, 115-125 б.]. 

3.3-лемма. Бастапқы жүйе  мен одан (3.12) түрлендіруі арқылы алынған 

жүйенің )0,0(  ерекше нүктесіне қатысты айқындауыш теңдеулер жүйелері 

бірдей болады. 

     Сондықтан, 0,0A  коэффициентінің (3.34)  анықталған түрі ӛзгеріссіз қалады. 

Алайда, Фробениустың характеристикалық  ),( 21

)(

0,1 tf
 
және   ,, 211,0 tf   2,1t   

ӛрнектері  басқаша алынады. Осыны ескере отырып, (3.35) тіркестірілген 

жүйенің (3.31) шешімі, (3.32)  рекуррентті тізбектер  жүйесінен келесі түрде  

табылады: 
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Нәтижесінде (3.12) түрлендіруін ескере отырып, (3.11) қалыпты-регуляр шешім  
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түрінде анықталады, яғни (3.28) қалыпты-регуляр шешім алынады. 

3. Үшінші жағдайда,  1,0 1,00,1  
 

болғанда біз оң жақ бӛлігі (3.26) 

түрінде берілген (3.18) тіркелген жүйені аламыз. Айқындауыш 0)exp( 2 z  

кӛбейткішке  қысқартқаннан кейін, біртекті емес  
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жүйенің дербес шешімін құру қажет болады. 

Алдыңғы жағдайлардағыдай біртекті емес (3.36) жүйенің дербес шешімі 

келесі түрде анықталды: 
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Тіркелген (3.18) жүйенің табылған шешімі ескеріліп, 1,0 1,00,1    жағдай үшін 

(3.29) қалыпты-регуляр шешім алынатындығына кӛз жеткізілді. 

 3.1-ескерту. Біз Горнның оң жақ бӛлігі (3.26) түрінде берілген (3.9) 

біртекті емес жүйесінің  қалыпты-регуляр шешімдерін құру мүмкіндіктерін 

кӛрсеттік. Алайда, )exp( 21,010,1 zz    айқындауыш кӛбейткішінде бірінші 

дәрежелі кӛпмүшелік  21,010,1211 ),( zzzzQ    тек  ,  иррегуляр ерекшелігі бар 

туындалған жүйелерде ғана болады. 

 3.2-ескерту. Жалпы жағдайда (3.26) жүйенің оң жақ бӛлігі келесі түрде  
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берілуі мүмкін, мұндағы ),( 21 zzQ  екі айнымалылы  
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кӛпмүшелік. Бұл жағдайдағы белгісіз коэффициенттерді анықтау әдістемесі [14, 

135 б.] монографияда берілген.    

 3.3-ескерту. (3.9) жүйенің оң жағы (3.37) түрінде берілгенде, қалыпты-

регуляр шешім   

 0,),(exp),( 0,0

0,

21,2121211

21

21

21

21  
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

AzzAzzzzQzzW
mm

mm

mm



 
 

түрінде іздеделеді, мұндағы  ),( 21 zzQ  екі айнымалылы (3.38) түріндегі 

кӛпмүшелік.  

 

3.3 n  теңдеуден тҧратын туындалған жҥйенің қалыпты-регуляр 

шешімінің қасиеттері 

Алдыңғы бӛлімде келтірілген 3.1-3.5 теоремаларды n  айнымалылар 

жағдайына жалпылауға болады. 

 3.7-теорема.  BF  Лауричелла жүйесінен шекке кӛшу арқылы алынған n  

теңдеуден тұратын  
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жүйенің  0,...,0,0  регуляр ерекше қисығының маңайында 
n2  сызықты тәуелсіз 

шешімдері бар және олардың біреуі n  айнымалылы 
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Гумберт-Художников  функциясы. 

 Дәлелдеу. (3.39) жүйесінің дербес шешімдері 
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   00,...,0 A                       (3.41) 

 

жалпыланған қатар түрінде ізделеді.  (3.41) қатарындағы белгісіз  njj ,...,1, 
 

 

0)1(),(
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n

tit

tttn

tf                             (3.42) 

 

айқындауыш теңдеулер жүйесінен анықталады. Бұл жүйенің 
n2  түбірі бар: 

)0,...0( 1  n ;  )0,...,0,...1( 21  n , … , )1,...,1,...1( 21   n . 

Олар (3.39)  жүйенің 
n2  регуляр ),...,(, 11 nn zzW

 
шешімінің кӛрсеткіштері, яғни 
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(3.41) қатары түріндегі n2  дербес шешімдерді анықтайды. 

Қатардың ,...)2,1,0,...,( 1,...,1
nmm mmA

n
 белгісіз коэффициенттері (3.32) рекуррентті 

тізбектер жүйесінен анықталады. Осы ретпен құрылған шешім n  

айнымалылардың n2  сызықты-тәуелсіз шешімдерін анықтайды, олардың біреуі 

n  айнымалылы (3.40) туындалған гипергеометриялық Гумберт-Художников 

функциясы.   

 Бізді бұл шешімнің (3.39) жүйенің қалыпты-регуляр шешімдерімен 

байланысы қызықтырады.  

 3.8-теорема. (3.39)  жүйесінен  

 

),...,()...exp(),...,( 11,0,...,010,...,0,11 nnn zzUzzzzW
nn




                     (3.43) 

ауыстыруы кӛмегімен алынған кӛмекші жүйенің қажеттілік 

 

0...,,0 1,0,...,0,0

2

1,0,...,00,...,0,1

2

0,...,0,1                                   (3.44) 

 

шарттары орындалған кезде n  қалыпты-регуляр шешімдері бар болады. 

 Дәлелдеу. (3.44) қажеттілік шартының (элементтері 0 мен 1-ден тұратын) 
n2  түбірлері бар: )0...,,0,0( 1,0,...,0,00,...,0,1,00,...,0,1   , 

)0...,,0,1( 1,0,...,00,...,0,1,00,...,0,1   , …,  )1...,,1,1( 1,0,...,0,00,...,0,1,00,...,0,1   . Оның 

бастапқы 1n  түбірі ғана біріккен тіркелген жүйелерді анықтайды. 3.1-теорема 

негізінде, олардың біріккен жүйесінен  n ,...,, 21  түбіріне сәйкес  
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Гумберт-Художников функциясы алынады. Одан кейін жалпы саны n  қалыпты-

регуляр шешімдер  
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      (3.46) 

 

табылады. Дәлелдеу керегі де осы болатын. 

 Қалыпты-регуляр шешімдердің қасиеттерін қарастыруға кӛшейік. 

 3.9-теорема. Қалыпты-регуляр шешімдер үшін 
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қасиеттері  орын алады. 

 Олардың  дәлелдеуі 3.3-теореманың дәлелдеуіне ұқсас. 

 Лауричелланың (3.2) жалпыланған жүйесінен алынған туындалған 

жүйелер (3.4)-(3.6)  үш теңдеуден тұрады. Әрбір теңдеу, ӛз кезегінде, белгілі бір 

теңдеулерден тұратын жүйелер болып табылады. Олардың әрқайсысының 

шешімінің ӛзіндік ерекшеліктері бар. Мысалы, (3.4) жүйесінің шешімдері: 

Гаусс, )( 41 FF   Аппель функциялары, Горн тізіміндегі гипергеометриялық 

функциялар. (3.5) жүйесінің шешімдері:  Куммер функциялары, туындалған 

гипергеометриялық функциялар. (3.6) жүйесінің шешімдері: бір және кӛп 

айнымалылы  Бессель функцияларына келтіретін туындалған функциялар 

болып табылады. 

В.И. Художников енгізген жаңа (3.7)  функция (3.4)-(3.6) жүйелері үшін 

ортақ дербес шешім. Диссертациялық жұмыс В.И. Художниковтың 

зерттеулерін толықтырады, ӛйткені осы уақытқа дейін зерттелмеген, жаңа 

қалыпты-регуляр шешімінің бар болуы мүмкіндігі және олардың lk

nB

,

,  

Художников функциясымен байланысы жан-жақты қарастырылған. 

Зерттеуге қолданылған Фробениус-Латышева әдісі  регуляр және 

иррегуляр арнайы қисықтарды ескере отырып, туындалған жүйелерді  жан-

жақты қарастыруға мүмкіндік береді [14, 148-162 б.].   
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3.4 Художников функциясы мен дербес жағдайдағы қалыпты-

регуляр шешімдер арасындағы байланыс 

Алдыңғы бӛлімде (3.4)-(3.6) жалпы туындалған гипергеометриялық 

жүйеден  (3.5) туындалған жүйесі бӛлініп шығарылып, оның  қалыпты-регуляр 

шешімінің бар болу мүмкіндіктері зерттелді.  

Туындалған (3.5)-ші жүйенің дербес шешімі 


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, n

klklk

nB z
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
 Художников функциясының дербес 

жағдайы болып табылады және қалыпты-регуляр шешімдердің бар болуының  

барлық жағдайларын толық қамтымайды. Сондықтан (3.2) жүйенің (3.4) және 

(3.5) теңдеулерін бірге қарастыруға кӛшейік. 

Осы жағдайдың маңызды мысалы  
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туындалған Горн жүйесі. 

(3.49)  жүйенің регуляр ерекше нүкте маңайында үш сызықтық-тәуелсіз 

дербес шешімге ие екендігі белгілі, олардың бірі:  

 














 )(

,,
),;;,,( 2

1

'

211,1

2,211

'

211 zzz B



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екі айнымалылы туындалған Гумберт функциясы. (3.50)-ші функция 

Художников функциясының ,2n  ,1k  1l  мәндеріне сай  алынған дербес 

жағдайлары. (3.49)-дан кӛрініп тұрғандай, жүйенің бірінші теңдеуі (3.4), ал 

екіншісі (3.4) теңдеуінен  шекке кӛшу арқылы алынған (3.5) туындалған 

теңдеуінің дербес жағдайы [26, 27, 116 ]. Қалыпты-регуляр шешімнің бар болуы 

екінші туындалған теңдеу арқылы қамтамасыз етіледі. Мұны біз болашақта 

кӛрсететін боламыз. (3.49) жүйенің шешімі Фробениус-Латышева әдісін 

қолданып    
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21 0,),(
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mm AzzAzzzzW
                              (3.51) 

 

екі айнымалылы жалпыланған дәрежелік қатар түрінде ізделеді, мұндағы 

 ,...)2,1,0,(,),2,1( 21, 21
mmAt mmt белгісіз тұрақтылар,  

 )0,0(  ерекше нүктесіне қатысты айқындауыш теңдеулер жүйесі  
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0,0  tf tttt                              (3.52) 
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 түрінде беріледі. Оның 2
2
 екі жұп түбірі бар: ІІ. )1,0( )2(

2

)1(

1   , 

ІІІ. )0,1( )2(

2

)2(

1   , ІV. )1,1( )2(

2

)1(

1   . 

 (3.50) шешімі  І. )0,0( )1(

2

)1(

1   ,  кӛрсеткішіне сәйкес келеді. Алдағы 

уақытта бізді осы шешімнің (3.49) жүйенің жаңадан  құрылған қалыпты-

регуляр шешімдерімен байланысы қызықтырады. 

 3.10-теорема. Біртекті  (3.49)  жүйеден  

 

 2121,010,121 ,)exp(),( zzUzzzzW                                       (3.53) 

 

түрлендіруі  арқылы алынған 
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кӛмекші жүйенің  

02

0,1  ,  01,0

2

1,0                                                      (3.55) 

 

екі қажетті шарттары және (3.52) теңдік орындалған кезде   
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бір ғана қалыпты-регуляр шешімі бар, мұндағы 0,1  
және 1,0  

белгісіз 

тұрақтылар.  

Дәлелдеу. Бірінші, (3.55) қажетті шарты (3.53) жүйедегі  ),( yxU  белгісіз 

функциясы жанындағы 1z  және 2z  тәуелсіз айнымалылардың жоғары 

дәрежелерінің коэффициенттерін нӛлге теңестіру арқылы алынады.  (3.55) 

жүйенің екі жұп түбірі бар: І. )0,0( 1,00,1  
 

және ІІ. )1,0( 1,00,1   . Олар 

тіркестірілген екі жүйені анықтайды. 

 І. )0,0( 1,00,1  
 

болғанда біз (3.49) Горн жүйесін аламыз. Оның үш 

сызықтық-тәуелсіз дербес шешімі бар. Дербес шешімдердің біреуі  Гумберт 

функциясы:  
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 Бұл шешімдерді құру үшін Фробениус-Латышева әдісін қолдануға 

болады [12, 180-194 б.]. 

 ІІ. )1,0( 1,00,1    болғанда  (3.55)-тен  
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жүйесі алынады. 

 Жүйенің  шешімі Фробениус-Латышева әдісімен анықталады. 

),( 21 zzU белгісізі екі айнымалылы (3.51) жалпыланған дәрежелік қатары ретінде 

ізделінеді, сондықтан (3.53) түрлендіруді ескере отырып, (3.54) кӛмекші 

жүйенің шешімі (3.56) түрінде табылады. Дәлелдеу керегі де осы болатын. 

Құрылған қалыпты-регуляр шешімнің кейбір қасиеттеріне тоқталайық. 

 3.11-теорема. Художников функциясы мен қалыпты-регуляр шешімдер 

арасында  
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теңдіктері орындалады. 

 Дәлелдеу. (3.57) теңдікті дәлелдейік. 2z
e  функциясының қатарға 

жіктелуін пайдаланып, теңдеудің сол жағын түрлендірсек: 
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 Нәтижесінде, бастапқы қалыпты-регуляр шешімнен Художников 

функциясы алынады. 

(3.58) теңдік те осылай дәлелденеді. Бұдан ,2n  ,1k  1l  болған кезде 

қалыпты-регуляр шешімнің бар болуы екінші туындалған теңдеу арқылы 

қамтамасыз етілгеніне кӛз жеткіздік. 

 ,3n  ,1k  2l  болсын делік. Сонда  (3.4) жүйесінен  бір теңдеу, ал (3.5) 

жүйесінен  шекке кӛшу арқылы екі теңдеу алынады. Бұл жағдайда қажетті 

шарттар  
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1,0,00,1,0
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0,1,0

2

0,0,1    

 

және (3.11) теңдік орындалады, сондықтан зерттелетін жүйеден       

І. )0,0,0( 1,0,00,1,00,0,1   , ІІ. )0,1,0( 1,0,00,1,00,0,1   , 

ІІІ. )1,0,0( 1,0,00,1,00,0,1  
 

 үштік мәндері анықталып, оларға сәйкес  үш 

тіркестірілген жүйелер алынады. ІІ. )0,1,0( 1,0,00,1,00,0,1    үштік мәніне 

сәйкес алынған жүйенің  

 

!!!)(

)()()()(
)(

,,
),,(

3

3

2

2

1

1

0,,

'

21

'

11

3

1

'

212,1

3,3211,3

321

321 21

3121

m

z

m

z

m

z
zzzzW

mmm

mmm mm

mmmm

B 


 
























 

 

үш айнымалыға тәуелді Художников функциясы түріндегі шешімі бар. 

(3.50) теңдікті ескерсек, тӛмендегі  
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теңдігінің орындалатындығына кӛз жеткізуге болады.
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 3.1-бӛлімшесіндегі сияқты, Фробениус-Латышева әдісін қолдана отырып, 

зерттелетін жүйеден  ІІ. )0,1,0( 1,0,00,1,00,0,1    және 

ІІІ. )1,0,0( 1,0,00,1,00,0,1    үштік мәндерінде алынған тіркестірілген 

жүйелердің бір-бірден қалыпты-регуляр шешімі бар болады: 

 

 

 

...).
!2)1(

)1()1(

)2)(1(

)1(

)1(

)1(

)1(

)1(

)1(
1(,,

...)
!2)1(

))(1(

!2)1(

)1()1(

)2)(1(

)2(

)1(

)1(

)1(

)1(

)1(
1(,,

2

11111

321

'

2

'

111
32

'

2

'

1
31

'

211

21

'

111
1

'

2
2

'

1
1

11
3213,3

2

2

'

1

'

1

2

11111

321

'

1

'

211
32

'

1

'

2
31

'

211

21

'

111
3

'

2
2

'

1
1

11
3212,3

3

2

































































z

zzzzzzz

zzzzzezzzW

zz

zzzzzzz

zzzzzezzzW

Z

z





































































              (3.59) 

  

 Жазуды қысқату мақсатында (3.59)-дың оң жағындағы  жақшалардағы 

қатарларды )3,2(,)(

3,  jj

B  арқылы белгілейік. Сонда оларды біріктіріп, келесі 

теңдік түрінде жаза аламыз:  
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Осы теңдіктің және жоғарыда келтірілген пайымдаулардың негізінде, біз  

енгізілген жаңа
 

2,1

3,B  функциясы мен жаңадан құрылған (3.59)  қалыпты-регуляр 

шешімдер арасындағы  
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қатынастарының орынды екендігі  туралы қорытынды жасаймыз. Келтірілген 

қатынастар бір айнымалының функциясы жағдайындағы Куммердің бірінші 

теоремасының кӛп  айнымалылар жағдайына жалпылануы [117]. 

Енді n  теңдеу берілген жалпы жағдайға тоқталайық. Мұнда (3.4) 

жүйесінен тек бір теңдеу, ал (3.5) жүйесінен 1n  теңдеу алынады, яғни 
,1k 1 nl . Келтірілген дербес жағдай үшін жалпы теореманы тұжырымдайық. 

3.12-теорема. Жалпы саны n  теңдеуден тұратын 
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туындалған жүйесінен  

  

),()...exp(),( ,...,211,...,010,...,0,1,...,21 nnn zzzUzzzzzW    

түрлендіруінің кӛмегімен алынған кӛмекші жүйенің  
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қажеттіліктің қос шарты орындалған кезде  

 

  ),...,3,2(,,..., )(

,1, njezzW j

nB

z

njn
j                                       (3.61) 

 

1n  қалыпты-регуляр  шешімдері бар, мұндағы 1,0000,1 ,...,,...,,...,  белгісіз 

тұрақтылар. 

Дәлелдеу. (3.60) жүйесінің  0,...,0 1,...,0,00,...,0,1    мәндерінде n  регуляр 

шешімдері 
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және 1n  қалыпты-регуляр (3.61) шешімдері бар. Жоғарыда келтірілген 

пайымдауларды пайдаланып, аталған (3.61) және (3.62) шешімінің бар 

болатындығына және олардың араларында келесі қатынастардың  
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орын алатындығына кӛз жеткізуге болады. 

 Жоғарыда келтірілген мысалдарда екі және үш айнымалылы Гумберт 

функциялары келтірілді. Соңғы 3.12-теоремада n  айнымалылы Гумберт 

функциялары алынды. Сол сияқты, қарастырылған (3.60) жүйенің дербес 
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шешімінің бірі  n  айнымалылы Гумберт функциясы болып табылатындығына 

және бұл Художников функциясының дербес жағдайы екендігіне кӛз жеткізуге 

болады: 
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 Ал, олардың қалыпты-регуляр шешімдерімен байланысы (3.63) 

қатынастарымен беріліп тұр. Бұдан n  теңдеуден тұратын туындалған 

жүйелердің шешімдері үшін де Кумер формулаларының  орынды екені 

кӛрінеді. 
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ҚОРЫТЫНДЫ 

 Диссертациялық жұмыста жоғары ретті біртекті емес жалпыланған 

гипергеометриялық теңдеулер мен біріккен дербес туындылы  біртекті емес 

туындалған дифференциалдық теңдеулер жүйелерінің шешімінің бар болуының 

тиімді әдістерін құру мүмкіндіктері зерттелген. 

 Зерттеу бағытында келесі нәтижелер: 

- анықталмаған коэффициенттер әдісі арқылы біртекті емес жалпыланған 

дифференциалдық теңдеулер мен дербес туындылы теңдеулер жүйесінің 

шешімдері құрылды; 

- біртекті Клаузен теңдеуінің 0x   және   x  нүктелерінің 

маңайындағы жалпы шешімдері құрылды;  

- біртекті емес үшінші ретті жалпыланған Клаузен теңдеуі мен одан шекке 

кӛшу арқылы алынған туындалған Клаузен теңдеуінің шешімдерін теңдіктің оң 

жағының берілуіне сәйкес құру ерекшеліктері орнатылды; 

- үшінші ретті дербес туындылы дифференциалдық теңдеулер жүйесінің 

регуляр, иррегуляр ерекшеліктерінің классификациясы жасалды және оларға 

сәйкес қалыпты, қалыпты-регуляр шешімдердің түрлері нақтыланып, олардың 

бар болуының қажеті шарттары табылды; 

- жалпыланған гипергеометриялық біртекті және біртекті емес Клаузен 

жүйелерінің дербес және  жалпы шешімінің бар болуының ерекшеліктері 

орнатылып,  олардың қасиеттері зерттелді; 

- біртекті емес жай, негізгі және туындалған Клаузен  жүйелерінің 

жалпыланған гипергеометриялық функциялар түріндегі шешімдері  құрылды; 

- екінші және үшінші ретті екі теңдеуден тұратын жүйелерден шекке кӛшу 

арқылы алынған туындалған жүйелердің қалыпты-регуляр шешімінің бар 

болуы қасиеттері зерттеліп,  BF  Лауричелла жүйесінен шекке кӛшу арқылы 

алынған біртекті туындалған жүйелердің шешімдері туындалған 

гипергеометриялық n   теңдеуден тұратын жүйелер үшін жалпыланды;   

- туындалған  BF   жүйесінің В.И. Художников енгізген кӛп ӛлшемді  lk

nB

,

,  

функциясымен кӛп ӛлшемді қалыпты-регуляр функциялар арасындағы 

байланыстар орнатылды.  

Қойылған міндеттерді шешу толықтығын дәлелдеу. Жоғары ретті 

біртекті емес жалпыланған гипергеометриялық теңдеу мен біріккен дербес 

туындылы біртекті емес туындалған дифференциалдық теңдеулер жүйелерінің 

шешімінің бар болуының тиімді әдістерін құру мүмкіндіктері анықталмаған 

коэффициенттер және Фробениус-Латышева әдістерімен зерттелді. Зерттеуге 

Клаузеннің жай жалпыланған гипергеометриялық жүйесі енгізіліп, оның 

біртекті және біртекті емес жүйелерінің кӛпӛлшемді жалпыланған 
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гипергеометриялық шешімдері орнатылып, қасиеттері қарастырылды. 

Клаузеннің негізгі және туындалған біртекті немесе біртекті емес жүйелерінің 

дербес жалпы шешімінің бар болу мүмкіндіктері толық зерттелді. 

 BF  туындалған Лауричелла жүйесінің кӛпӛлшемді қалыпты-регуляр 

шешімінің бар болу мүмкіндіктері анықталып, жаңадан енгізілген Художников 
lk

nB

,

,  функциясымен байланысы орнатылды. 

Нәтижелерін нақты қолдану бойынша толықтығын бағалау. Зерттеу 

нәтижелері теориялық сипатта және математикалық физиканың, 

радиоэлектрониканың, антенналар теориясының, кӛпӛлшемді туындалған 

теңдеулер теориясының қасиеттерін зерттеуде қолданыс табады. 

Сонымен қатар физика-математика және инженер мамандықтарының 

студенттері, магистранттары мен докторанттары үшін элективті курстар 

ұйымдастыруда қолданылуға ұсынылады. 

Осы саладағы ең жақсы жетістіктермен салыстырғанда орындалған 

жҧмыстың ғылыми деңгейін бағалау. Орындалған ғылыми жұмыстың 

нәтижелері   ҚР ҒЖБССҚК ұсынған журналдарда, халықаралық 

конференциялар материалдарында және Scopus мәліметтер базасында 

индекстелген журналдарда жарияланды.  
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