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ОБОЗНАЧЕНИЯ И СОКРАЩЕНИЯ 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

 

R  – множество действительных чисел; 
mR  

‒ m -мерное вещественное евклидово пространство, 

RRRm  ... ; 
),( t  − временные переменные, ,0 Rt  m

m Rttt  )...,,( 1 ; 

ba,  ‒  скалярное произведение векторов a  и b ; 

)()( me

t RC  ‒  класс гладких в mR  функций порядка e ; 

e
 

‒ единичный m -вектор )1,...,1(e ; 

Z  – множество целых чисел; 
mZ  − множество m -мерных целочисленных векторов, 

ZZZ m  ... ; 

q  – m -мерные целочисленные векторы 
m

m Zqqq  ),...,( 1 ; 

),(   ‒ вектор-период 0,0),,...,,(),( 1   m ;
 

E  ‒ единичная матрица; 













 –  целая часть числа 




; 

)(s  – неубывающая ступенчатая функция с одинаковыми 

шагами и скачками в точках  jj   при целых 

...,2,1,0 j
 и  




 








 )(s ; 
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ВВЕДЕНИЕ 

 

Общая характеристика работы. Диссертационное исследование 

посвящено изучению многопериодических решений систем уравнений в 

частных производных первого порядка, главные части которых определяются 

линейными соотношениями 
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где  txx jj ,  – неизвестные функции переменных   ,R  и 

  m

m RRRttt  ...,...,1 ;  taa k

ji

k

ji ,  – заданные функции. 

 Положив  nxxx ,...,1 , оператор (0.1) можно представить в виде 
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где  nDDD ,...,1  – векторный оператор;     tatA k

jik ,,    – квадратная 

матрица. 

 Тогда общий вид исследуемой системы можно записывать в форме 

квазилинейного векторного уравнения 

 

   xtfxtBDx ,,,   .                                       (0.3) 

 

 В данной работе исследуются вопросы упрощения оператора (0.2), 

разрабатывается метод интегрирования и изучения многопериодических 

решений, когда матрицы kA  и B  являются постоянными. 

Актуальность исследования обусловлена необходимостью разработки 

новых эффективных методов исследования многопериодических решений 

систем уравнений с различными операторами дифференцирования. 

Методы интегрирования систем квазилинейных дифференциальных 

уравнений с одинаковой главной частью, изложены в фундаментальных трудах 

[1-4]. 

Если обратимся к истории вопроса интеграции уравнений (0.3) с 

оператором (0.2), то он в аналитическом случае исследован С.В. Ковалевской в 

1874-1885 годы методом мажорации. Таким образом, получила широкую 

известность теорема Коши-Ковалевской о решении начальной задачи для 

уравнений (0.2)-(0.3). 

 После появления классических трудов Л. Эйлера (1768-1770) и Ж. 

Лагранжа (1774) по созданию вариационного исчисления, в частности, по 

интегрированию уравнений в частных производных, С.В.Ковалевская в 1888 
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году получила фундаментальные результаты по решению задачи о вращении 

твердого тела вокруг неподвижной точки, которые были удостоены премии 

Парижской Академии наук. В связи с этим, следует обратить внимание на 

важность исследования колебательных решений уравнений со многими 

частотами, которые сводятся к уравнениям вида (0.2)-(0.3). 

 Основы общей теории систем уравнений в частных производных первого 

порядка в гладком случае, заложены в работах И.Г. Петровского [1, с. 7-83]. 

Главным способом решения таких систем является метод характеристик Коши, 

суть которого заключается в сведении задачи к интегрированию обыкновенных 

дифференциальных уравнений. Сведение такого характера Лагранж назвал 

искусством. 

 Одним из приемов реализации метода характеристик является приведение 

оператора (0.2) с двумя переменными к каноническому виду, приведенному в 

[1, с. 80]. В этой работе уравнение (0.3) названо эллиптическим, если матрица 

коэффициентов  tAA ,1   не имеет действительных корней. В случае 

неэллиптичности уравнения (0.3), но приводимости к каноническому виду, 

названо гиперболическим. 

 Если каждая из матриц  tAk ,  имеет n  действительных и различных  

собственных значений, то уравнение (0.3) называется гиперболическим в узком 

смысле [4, с. 24]. Метод исследования данной работы тесно связан с методами 

теории уравнений в частных производных, когда матрицы  tAk ,  оператора 

(0.2) в скалярном случае (0.1) обладают свойствами 

 

 
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j  ,    nji ,1,  , mk ,1 .   (0.4) 

 

 При выполнении условия (0.4) канонический вид 
D  оператора D  имеет 

форму 

 

   ππ ,...,DDdiagD ,    








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 ,                   (0.5) 

 

то есть, все уравнения системы (0.3) после приведения имеют один и тот же 

оператор дифференцирования 


D . 

 В частности, при 1k , mk ,1  из (0.5) имеем оператор  
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где 





















mttt
,...,

1

 – векторный оператор;  1,...,1e ; ,  – знак скалярного 

произведения. 

Известно, что основа теории многопериодических решений систем 

уравнений в частных производных с одним оператором дифференцирования 

заложена в работах [5-15]. 

Многопериодические решения уравнений с оператором (0.6) исследованы 

в работе В.Х. Харасахала [5, с. 73-195]. 

 Специальный случай (0.4) оператора D  приводимый к линейному 

оператору с оператором (0.5) в многопериодическом случае достаточно полно 

исследован в работах Д.У. Умбетжанова, Ж.А. Сартабанова, А.Б. Бержанова 

[16-18] и др. [19-26]. 

 В данной диссертационной работе эти исследования развиты для 

уравнений вида (0.3) с оператором (0.2) в узкогиперболическом случае на 

основе новых разработанных методов. 

 Говоря об актуальности темы диссертационного исследования, нельзя не 

упомянуть фундаментальные труды по теории колебаний. 

Известно, что теория периодических решений обыкновенных 

дифференциальных уравнений разработана в трудах А.М. Ляпунова [27] и А. 

Пуанкаре [28]. 

Развитие этой теории по исследованию многочастотных периодических 

колебаний, описываемых как обыкновенными дифференциальными 

уравнениями, так и уравнениями в частных производных, связанных с 

методами усреднения и интегральных многообразий, освещено в 

фундаментальных трудах Н.М. Крылова, Н.Н. Боголюбова, Ю.А. 

Митропольского, А.М. Самойленко [29-32] и их последователей. 

Бурное развитие методов многочастотных колебаний получило в связи с 

созданием КАМ-теории А.Н.Колмогорова, В.И. Арнольда и Ю. Мозера [33-37]. 

Начиная со второй половины двадцатого столетия развиваются методы 

исследования многочастотных колебаний, основанные на переходе от 

обыкновенных дифференциальных уравнений к уравнениям в частных 

производных первого порядка и от исследования квазипериодических решений 

обыкновенных дифференциальных уравнений к исследованию 

многопериодических решений уравнений в частных производных. Такой 

переход реализуем благодаря теореме Бора [38] о глубокой связи непрерывных 

квазипериодических функций одной переменной с непрерывными 

периодическими функциями от многих переменных. Этот своеобразный метод 

берет свое начало с работ В.Х. Харасахала и развит Д.У. Умбетжановым и их 

последователями Ж.А. Сартабановым, А.Б. Бержановым и др. Основные 

результаты по многопериодическим решениям уравнений в частных 

производных относятся к системам уравнений с одинаковым оператором 

дифференцирования, когда матричный оператор дифференцирования является 

параболическим. Вопрос развития методов исследования многопериодических 
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решений систем уравнений в частных производных гиперболического типа 

поднят Д.У. Умбетжановым [7, с. 146], но он остался на начальном этапе 

развития. Им исследован вопрос существования и единственности 

многопериодического решения системы, когда ее соответствующая линейная 

система образует самостоятельные подсистемы с параболическими 

оператороми дифференцирования. 

Исследование данной диссертационной работы по части 

многопериодических решений посвящено разработке методов интегрирования 

и изучения вопросов существования многопериодических решений 

узкогиперболических квазилинейных уравнений с матричными операторами 

дифференцирования по переменным произвольного количества и с 

произвольной матрицей коэффициентов. 

 Актуальность исследования связана с приложениями уравнений вида 

(0.3) с квазилинейными матричными операторами дифференцирования 
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 Рассмотрим нелинейную систему уравнений Эйлера движения жидкости  
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где  tyxuu ,,  – x -компонента скорости;  tyxvv ,,  – y -компонента 

скорости;  tyx ,,   – плотность жидкости;  tyxpp ,,  – давление в 

жидкости; через 
tu , 

xu , yu  обозначены производные по t , x , y  функции u  

соответственно, аналогично обозначены производные остальных функций v ,  

 , p ; t  – время,  yx,  – точка плоскости, 0zz  ,   – const. 

 Система (0.8) описывает динамику жидкостей на плоскости, причем 

первое уравнение означает сохранение импульса вдоль оси x , второе – 

сохранение импульса вдоль оси y , третье – сохранение массы, а четвертое – 

сохранение энергии. 

 Общим случаем системы (0.8) является векторно-матричное уравнение 

вида (0.3) с оператором (0.7). Следовательно, уравнение вида (0.3) с 
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операторами дифференцирования (0.2), (0.5) и (0.6) относятся к простейшим 

случаям системы (0.8). 

 Систему (0.8) более подробно можно представить в виде 
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Далее, систему запишем в векторно-матричной форме 
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Положив  pvuw ,,,  , 

 

 

























 100

0100

0010

0001

1

1

pρ

R



, 





























upuρ

u

u

u

P

1

1

1

00

00

000

00







,  





























vpvρ

v

v

v

1

1

1

00

00

00

000






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и вычислив матрицы 
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нелинейную систему уравнений Эйлера (0.8) в векторно-матричной форме 

представим в виде 

 

    0




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w
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w
, 

 

с коэффициентами  wPP   и  w , определенными соотношением (0.9). 

 В качестве другого примера прикладного характера, рассмотрим 

уравнение конвективной диффузии 

 

xxxt buuau  2 ,                                               (0.10) 

 

связанное с распространением температурных волн на бесконечной прямой x  

по времени t ,  где 0b  и a  – постоянные. 

 Положив vut  , wux  , имеем xtx vu  , 
xt vw  , 

xxx wu  . Следовательно, 

уравнение (0.10) можно представить в виде системы 
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 Если определим вектор  wvy ,  и матрицы  
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то имеем векторное уравнение 
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By
t

y
A

x

y










 

 

с постоянным матричным оператором 
t

A
x

D








 . 

 Далее, рассмотрим каноническое уравнение гиперболического типа [39] 
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 Положим 
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 Вычислим 
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 Тогда положив  21,uuu   и определив матрицы 
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и вектор-функцию     2,,,0,, uxtfuxt   получим векторно-матричное 

уравнение 

 

 uxt
x

u
A

t

u
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







 

 

с постоянным матричным 
1A  оператором дифференцирования 

 

x
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t
D


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


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 В частности, телеграфное уравнение [40] 
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заменами 
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, сводится к системе уравнений 
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которая с помощью матриц 
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и вектора  21,uuu   представляется в виде векторно-матричного уравнения 

 

uB
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с матричным оператором дифференцирования 
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 Известно, что уравнения гиперболического типа называют волновыми 

уравнениями. Во многих случаях прикладного характера их решения связаны с 

периодично бегущими волнами (например формула Даламбера). 

Следовательно, определенный интерес представляют вопросы, связанные с 

многопериодичностью решений по всем переменным или по их частям. 

 Таким образом, актуальность диссертационного исследования обоснована 

как в теоретическом, так и в прикладном аспекте. 

Современное состояние темы. Исследование систем с матричным 

оператором дифференцирования начинается с упрощения самого оператора 

дифференцирования по независимым переменным  t, , где  mttt ,...,1 . Этот 

вопрос был решен для 1m  [1, с. 73-92], а для случая 1m  вопрос упрощения 

матричного оператора, в общем случае, оставался открытым. В 

диссертационном исследовании приводится решение этой проблемы. 

Проблемы многопериодических решений квазилинейных систем 

оставались не исследованными, когда оператор дифференцирования состоит из 
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двух параболических компонентов, а линейная часть системы, соответственно, 

не является диагонально-блочной. В данном исследовании развивается подход 

работ [41, 42] к изучению многопериодических решений квазилинейных 

систем. 

За исключением некоторых частных случаев, в общем виде не был 

исследован вопрос о развитии метода характеристик по решению начальной 

задачи для случая систем гиперболического типа с матричным оператором 

дифференцирования при ,1m  включая случай гиперболичности в узком 

смысле. В диссертационной работе разработан метод исследования 

узкогиперболической системы с любым количеством независимых переменных 

и решается задача о ее многопериодических решениях. 

 Целью настоящей работы является разработка метода упрощения 

оператора дифференцирования, методики интегрирования и исследования 

многопериодических решений линейных и квазилинейных систем с 

различными операторами дифференцирования, а также краевой задачи для 

линейной гиперболической в узком смысле системы. 

Задачи исследования: 

а) разработать метод приведения матричного оператора 

дифференцирования по 1m  переменным к линейному оператору с 

матричным оператором дифференцирования по m  переменным; 

б) установить существование многопериодических нулей оператора 

дифференцирования с постоянными коэффициентами в узкогиперболическом 

случае; 

в) разработать методику интегрирования линейных систем с двумя 

различными операторами дифференцирования и установить достаточные 

условия существования многопериодических решений в некритическом случае; 

г) на основе разработанного метода получить достаточные условия 

однозначной разрешимости начальной задачи для квазилинейной системы с 

двумя различными операторами дифференцирования и существования 

единственного многопериодического решения этой системы; 

д) получить достаточные условия однозначной разрешимости начальной 

задачи для линейных уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором 

дифференцирования и установить достаточные условия существования 

единственного многопериодического решения этих уравнений; 

е) получить достаточные условия разрешимости краевой задачи для 

системы уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором 

дифференцирования; 

ж) на основе разработанной методики получить достаточные условия 

однозначной разрешимости начальной задачи для квазилинейной системы с 

гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования и 

существования единственного многопериодического решения этой системы. 

Объектом исследования являются решения линейных и квазилинейных 

систем от многих независимых переменных с различными операторами 

дифференцирования и их многопериодичность. 
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Предметом исследования являются вопросы существования и 

построения многопериодических решений и решений начально-краевых задач 

для линейных и квазилинейных систем с различными операторами 

дифференцирования; проблемы упрощения матричных операторов 

дифференцирования; разработка метода дополнительных переменных и метода 

проекторов по решению задач для узкогиперболических систем. 

Научная новизна: 

а) разработан метод приведения матричного оператора 

дифференцирования по 1m  переменным к линейному оператору с матричным 

оператором дифференцирования по m  переменным, основанный на переходе 

вдоль характеристики одной из переменных; 

б) установлено существование бесконечного множества 

многопериодических нулей оператора дифференцирования с постоянными 

коэффициентами в узкогиперболическом случае; 

в) разработан подход к интегрированию линейных систем с двумя 

различными операторами дифференцирования и установлены достаточные 

условия существования многопериодических решений в некритическом случае; 

г) на основе разработанного метода получены достаточные условия 

однозначной разрешимости начальной задачи для квазилинейной системы с 

двумя различными операторами дифференцирования и существования 

единственного многопериодического решения этой системы; 

д) разработан метод введения дополнительных переменных для 

линейных уравнений с гиперболическим оператором дифференцирования в 

узком смысле; 

е) разработан метод проекторов перехода от одной переменной к другой 

для системы гиперболической в узком смысле, получены достаточные условия 

однозначной разрешимости начальной задачи для линейных уравнений с 

гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования и 

установлены достаточные условия существования единственного 

многопериодического решения этих уравнений; 

ж) получены достаточные условия разрешимости краевой задачи для 

системы уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором 

дифференцирования; 

з) на основе разработанного метода получены достаточные условия 

однозначной разрешимости начальной задачи для квазилинейной системы с 

гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования и 

существования единственного многопериодического решения этой системы. 

Положения, выносимые на защиту: 

 метод приведения матричного оператора дифференцирования по 1m  

переменным к линейному оператору с матричным оператором 

дифференцирования по m  переменным, основанный на переходе вдоль 

характеристики одной из переменных; 
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 существование бесконечного множества многопериодических нулей 

оператора дифференцирования с постоянными коэффициентами в 

узкогиперболическом случае; 

 методика интегрирования линейных систем с двумя различными 

операторами дифференцирования и достаточные условия существования 

многопериодических решений в некритическом случае; 

 достаточные условия однозначной разрешимости начальной задачи 

для квазилинейной системы с двумя различными операторами 

дифференцирования и существования единственного многопериодического 

решения этой системы; 

 метод введения дополнительных переменных для линейных 

уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования; 

 метод проекторов перехода от одной переменной к другой для 

системы гиперболической в узком смысле, достаточные условия однозначной 

разрешимости начальной задачи для линейных уравнений с гиперболическим в 

узком смысле оператором дифференцирования и достаточные условия 

существования единственного многопериодического решения этих уравнений; 

 достаточные условия разрешимости краевой задачи для системы 

уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования; 

 достаточные условия однозначной разрешимости начальной задачи 

для квазилинейной системы с гиперболическим в узком смысле оператором 

дифференцирования и существования единственного многопериодического 

решения этой системы. 

 Достоверность и обоснованность. В диссертационной работе широко 

применяются методы и результаты теории дифференциальных уравнений в 

частных производных, теории колебания и теории операторов. Основным 

методом исследования и решения задач, рассматриваемых в диссертации, 

являются методы Харасахала-Умбетжанова и методы работ Ж.А. Сартабанова 

по их развитию. 

Теоретическая и практическая значимость результатов. Результаты 

диссертации носят, в основном, теоретический характер. Научная значимость 

работы заключается в разработке методов по упрощению матричного оператора 

дифференцирования и по реализации метода характеристик на 

узкогиперболичесие квазилинейные системы с матричными операторами 

дифференцирования, а также, в установлении достаточных условий их 

многопериодических решений и решений начально-краевых задач. 

Разработанные методы имеют широкую перспективу в теории уравнений в 

частных производных. 

Связь данной работы с другими научно-исследовательскими 

работами. Квазилинейными аналогами уравнений данной работы 

записываются разнообразные волновые процессы, связанные с системами, 

отвечающими средам из невзаимодействующих частиц, относящимися к 

различным типам систем уравнений, в частности к узкогиперболическому. 
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При исследовании систем таких видов переходя от поля сплошной среды 

к частицам во многих случаях удается обнаруживать тесную связь их c 

системами обыкновенных дифференциальных уравнений. Метод сведения 

такого характера  является искусством решения задач для систем уравнений в 

частных производных. Этим принципам придерживается значительная часть 

исследователей задач данного направления, например [43-47]. В связи с этим, в 

качестве примера, можно отметить подход исследования [48], который 

базируется на методе годографа. 

 Исследования гиперболических, сильно гиперболических, полулинейных 

гиперболических систем, как выше отмечено, представляют определенный 

интерес в связи с тем, что они часто находят применение в прикладных задачах. 

С системами такого вида можно сталкиваться и при проведении теоретических 

разработок. Ради справедливости этого суждения отметим, что в работе [49-52] 

эти системы появляются при исследовании задач о многообразиях. 

 Рассматриваемая нами задача связана с волновыми процессами, которые 

описываются их глобально определенными решениями, обладающими 

колебательными свойствами [53-62], в частности, периодическими, 

полупериодическими и многопериодическими, отметим работы [63-81]. 

Личный вклад автора заключается в том, что все результаты, 

приведенные в диссертации, получены автором самостоятельно. Участие 

научных консультантов заключается в постановке задач и обсуждении 

полученных результатов. 

Апробация работы. Основные результаты работы докладывались и 

обсуждались на следующих конференциях и семинарах:  

- VIII Международная научная конференция «Проблемы 

дифференциальных уравнений, анализа и алгебры». Актобе, 1 ноября, 2018; 

- Традиционная международная апрельская математическая 

конференция в честь Дня работников науки Республики Казахстан и Workshop 

«Problems of modelling processes in electrical contacts» посвященный 80-летнему 

юбилею академика НАН РК С.Н. Харина. Алматы, 3-5 апреля, 2019; 

 Международная научная конференция «Теоретические и прикладные 

вопросы математики, механики и информатики», приуроченная к 70-летию 

д.ф.-м.н., профессора М.И.Рамазанова. Караганда, 12-13 июня, 2019; 

- Международная конференция «Актуальные проблемы анализа, 

дифференциальных уравнений и алгебры» (EMJ-2019), посвященная 10-летию 

выпуска журнала «Eurasian Mathematical Journal». Нур-Султан, 16-19 октября, 

2019; 

 Традиционная международная апрельская математическая 

конференция в честь Дня работников науки РК. Алматы, 5-8 апреля, 2020; 

 Традиционная международная апрельская математическая 

конференция в честь Дня работников науки Республики Казахстан, 

посвященная 75-летию академика НАН РК Т.Ш.Кальменова. Алматы, 5-8 

апреля, 2021; 
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 VI Международная научная конференция «Нелокальные краевые 

задачи и родственные проблемы математической биологии, информатики и 

физики». Нальчик, 5-9 декабря, 2021; 

 IX Международная научная конференция «Проблемы 

дифференциальных уравнений, анализа и алгебры». Актобе, 24-28 мая, 2022; 

 Научный семинар кафедры математики АРУ им.К. Жубанова 

«Проблемы прикладной математики и информатики» (руководитель семинара – 

д.ф.-м.н., профессор Сартабанов Ж.А.). 

Публикации. По теме диссертации опубликовано 13 работ, в том числе 1 

публикация [82] в рейтинговом научном журнале, индексируемом в базе 

Scopus, 4 публикации [83-86] в научных изданиях, входящих в перечень, 

рекомендованный Комитетом по обеспечению качества в сфере образования и 

науки МОН РК для публикации основных научных результатов научной 

деятельности, 8 публикаций [87-94] в материалах международных 

конференций. 

Краткое содержание работы. В подразделе 1.1 первого раздела работы 

приводится понятие оператора D , который действует на n -векторную 

функцию  txx ,  аргументов   ,R ,   m

m RRRttt  ...,...,1  

соотношением вида 

 

 
 









m

k k

k
t

x
tA

x
Dx

1

,


,                                         (0.11) 

 

с nn  -матричными коэффициентами     tatA jik ,,   , nij ,1,  . Оператор 

(0.11) называется матричным оператором дифференцирования. 

 Чтобы исследовать оператор (0.11), в подразделе 1.2 предварительно 

исследуется оператор с постоянными коэффициентами, в частности, оператор с 

двумя независимыми перменными 

 

t

x
A

x
Dx












,                                              (0.12) 

 

где A  – постоянная матрица, t  является скалярным. 

 Определяется нуль оператора (0.12) удовлетворяющий уравнению 

 

0Dx                                                     (0.13) 

 

с начальным условием 

 

    RCtxx 10
0 


                                     (0.14) 

 

и доказывается следующая теорема. 
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 Теорема 0.1. Оператор (0.12) имеет единственный нуль, 

удовлетворяющий начальному условию (0.14), то есть задача (0.13)-(0.14) 

однозначно разрешима, причем она допускает бесконечное множество 

многопериодических по  t,  нулей с заранее заданными периодами   , , где 

 m ,...,1 ,  0
,  

m ,...,1
 – произвольные постоянные. 

 В подразделе 1.3 приводится проблема интегрирования уравнений с 

матричными операторами дифференцирования, затем рассматривается 

матричный оператор дифференцирования 

 

  















1

1
1

m

k k

km
t

x
A

x
xD


, 

 

с постоянными матрицами kA . 

Решается проблема приведения матричного оператора 

дифференцирования  xD m 1  к оператору дифференцирования 

 

  
 









m

k k

km
t

w
A

w
wD

1
. 

  

 Доказывается следующая теорема редукции. 

Теорема 0.2 (Теорема редукции). Оператор дифференцирования 

   11 ,,  mm ttxD   приводим к оператору дифференцирования    twD m , , где 

функции x  и w  связаны соотношением  

 

    twthtx mm ,,,,, 0

1

0

1   , 

 

где       0

,1

0

,1

0

1,1

0

1,1

0

1

0

1 ,,,...,,,,, nmnmmmmm ththth     – характеристики 

оператора    11 ,,  mm ttxD  . 

 В подразделе 1.4 рассматривается приведение к каноническому виду 

многопериодических матричных операторов дифференцирования и 

существование нулей этих операторов. 

 Во втором разделе исследуются многопериодические решения линейных 

систем уравнений с постоянными коэффициентами и различными операторами 

дифференцирования. 

 В подразделе 2.1 приводится представление многопериодических 

решений линейных систем с двумя операторами дифференцирования на основе 

проекторов. 

Рассматривается линейная система 

 

 tfBxDx , ,                                                (0.15) 
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где  
21

, xxx   – искомая вектор-функция, 
i

x  – 
i

n -вектор, nnn 
21

, 

 
21

, DDD   – оператор дифференцирования с различными компонентами 

 

t
aD









 ,11


,                                             (0.16) 

t
aD









 ,22


,                                            (0.17) 

 

где 
t

a
i



,  – скалярное произведение векторов 

i
a  и 

t


; 

21
aa   – постоянные 

m -векторы; 





















m
ttt

,...,
1

;  
2,1, 


jiijBB  – постоянная блочная nn  -

матрица с блоками 
ijB  размерности ji nn  , которую можно записать в виде 

 











2221

1211

BB

BB
B , 

 

      tftftf ,,,, 
21

  – заданная n -вектор-функция с векторными 

компонентами  tf
i

,  размерности in , 21,i ,  t,  – независимые переменные, 

  R , ,   m

m
RRRttt  ...,...,

1
. 

Ставится задача о разработке методики интегрирования, об установлении 

условий существования   , -периодических решений системы (0.15) и об их 

интегральных представлениях. 

 Доказывается следующая теорема. 

Теорема 0.3. При условии  

 

    me

t RRCtf  ,0

,,   

 

единственное решение x  линейной неоднородной системы (0.15), 

удовлетворяющее начальному условию     me

t RCtxx 


0
0

 определяется 

соотношением 

 

            





0

,,,,,, 000 dstshsPfsXthPxXtx , 
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где  
   

   















2221

1211

XX

XX
X  – матрицант однородной системы 

соответствующей системе (0.15), P  – проекторы, определяющие функцию на 

соответствующей характеристике,       00

2

00

1

00 ,,,,,,, ththHth    . 

 Пусть вектор-функции  tf
i

, , 2,1i  обладают   , -периодичностью и 
  me

t
RRC ,0

,
 – свойством гладкости порядка    1,...,1,0,0 e  по 

    m

m
RRRRRttt  ...,...,,,

1
 : 

 

      me

tii
RRCtfqtf  ,0

,
,,


 ,  mZq ,                     (0.18) 

 

где    
m

 ,...,,,
1

  – период с рационально несоизмеримыми координатами 

m
 ,...,,

10
 ,  

mm
qqq  ,...,

11
  – кратные периоды с целочисленными 

векторами   m

m
Zqqq ,...,

1
. 

 Тогда имеет место следующая теорема. 

Теорема 0.4. При условиях (0.18) и  

 

  0Re B  

 

линейная система (0.15) с различными операторами дифференцирования (0.16) 

и (0.17) имеет единственное   , -периодическое решение  t,x   с 

интегральным представлением 

 

      


 


 dstshsPfsXtx ,,,, . 

 

Далее, в подразделе 2.2 рассматривается линейная система уравнений 

 

 tfBxDx , ,                                             (0.19) 

 

относительно  
n

xxx ,...,
1

  с векторно-матричным оператором 

дифференцирования D  вида 

 

k

m

k
k

t

x
A

x
Dx









 

1
, 

 

где kA  и B  – постоянные n -матрицы. 

 Система (0.19) называется гиперболической в узком смысле, если каждая 

из матриц kA  является симметрической с различными действительными 

ненулевыми собственными значениями 
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  0 kjkj A ,   kjki   ,   ji  ,   Rkj  ,   nji ,1,  . 

 

 Линейной неособенной заменой  

 

Kyx  , 

 

уравнение (0.19) приводится к виду 

 

 tCyyD ,                                               (0.20) 

 

с оператором дифференцирования 

 

k

m

k
k

t
JD









 





1
 

 

и другими входными данными 

 

KAKJ kk

1 ,   BKKC 1 ,      tfKt ,, 1   . 

 

Вводится оператор  ndiag  ,...,1 , который действует на вектор-

функцию     mi ttyty ,...,,, 1   в виде 

 

            tytyttyttytty jjmjjjnjjn ,,,...,,,...,,,...,, 111   , 

 

где  nttt ,...,1 ,  mjjj ttt ,...,1 . 

Далее, вводятся операторы  
inii

ppdiagP ,...,
1

 , ni ,1  с проекторами 
ij

p  

для перехода от переменных j -ой координаты jt  к переменным i -ой                   

координаты it . 

Действуя оператором   и проектором 
iP  на уравнение (0.20) имеем 

 

     ttyCtyD ,,,  
                                (0.21) 

 

с постоянной матрицей C  и свободным членом 

 

      mne

t RRCtωt  ,0

,,,  ,                      (0.22) 

 

где обозначение произведения через «» означает предварительное снабжение 

элементов матрицы C  проектором 
i

P  при ее произведении с  вектор-функцией 

y . 
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 Доказывается следующая лемма. 

Лемма 0.1. Уравнение (0.21) с начальным условием 

 

      mne

t RCtyty 


0
0,


 , 

 

имеет единственное решение вида  

 

            





0

,,,,,,, 0000 dstshssYthyYty , 

определенное на основе произведений с проектором 1) нуля оператора D  и          

2) свободного члена, определенного вдоль характеристики с матрицантом 

 sY  . 

 На основе леммы 0.1 доказывается следующая теорема. 

Теорема 0.5. При условиях    0det  EY   и (0.22) уравнение (0.21) 

допускает единственное   , -периодическое решение вида  

 

      
 

 











0

,,,,,





s

s

dstshssGty  

 

и справедлива оценка  

y , 

 

где  ,sG  – матричная функция типа Грина;   



 








s ,    – знак целой 

части;   jj
RRnj

tyy
n

,supmax
,1





  ,     nn tytyy ,,...,, 11    . 

 Далее в этом подразделе применяется метод введения дополнительных 

переменных к исследованию краевой задачи для линейной гиперболической в 

узком смысле системы 

 

   tfxtBDx ,,                                          (0.23) 

 

и граничным условием 

 

        0,,00  txttxt  ,                                 (0.24) 

 

где D  – оператор дифференцирования  

 

k

m

k
k

t

x
A

x
Dx









 

1
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с постоянными матрицами mAA ,...,1 , все собственные значения каждой из них 

 kjkj A  , mk ,1 , nj ,1  составляют спектр с простыми элементарными 

делителями 

 

  СПЭД,..., knkj  ;                                             (0.25) 

 

 tB ,  – nn  -матрица, обладающая свойствами   , -периодичности и 

гладкости порядка  e,0  по  t,  

 

      me

t RRCtBtB  ,0

,,,                              (0.26) 

 

с m -вектором  1,...,1e ; вектор-функция       tftftf n ,,...,,, 1    

удовлетворяет аналогичному условию 

 

      me

t RRCtftf  ,0

,,,                              (0.27) 

 

с периодом 0  по   и вектор-периодом  m ,...,1 , причем 

m ,...,, 10   – рационально несоизмеримые;  t0  и  t  – nn  -матрицы, 

удовлетворяющие соотношениям 

 

      me

t RCtt  00  ,             me

t RCtt    .             (0.28) 

 

При     Ett  0  условие (0.24) обращается в условие 

многопериодичности решения периодов   , . 

 Предполагается, что гладкая  -периодическая по 
mRt  матрица 

 

          me

t RCttXtt  ,0   

 

обратима, то есть, существует матрица  t1 . 

Основная задача заключается в выяснении условий дополнительных к 

условиям (0.25)-(0.28), обеспечивающих разрешимость задачи (0.23)-(0.24). 

 Доказывается следующая теорема. 

Теорема 0.6. При условиях (0.25)-(0.28) и     Ett  1
                                            

краевая задача (0.23)-(0.24) имеет единственное решение вида  

 

      





0

,,,,,, dstshsftsGtx . 
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 В третьем разделе исследуются многопериодические решения 

квазилинейных систем уравнений с различными операторами 

дифференцирования. 

В подразделе 3.1 рассматривается квазилинейная система уравнений 

 

 xtfBxDx ,,                                               (0.29) 

 

с начальным условием 

 

        me

t RCtxtxtx 


00
0, 


, 

 

где  21, xxx  ;  
21

, DDD   векторно-матричный оператор дифференцирования 

вида (0.16) и (0.17);       xtfxtfxtf ,,,,,,, 21    – вектор-функция 

независимых переменных   ,R ,   m

m
RRRttt  ...,...,

1
 и 

искомого вектора  






 


 j

j

nn xxRxRx
2,1

max: , 0 const , 

удовлетворяющая условию 

 

       nmee

xt RRRCxtfxtf 
ˆ,,0

,,,,,,  .                 (0.30) 

 

с рационально несоизмеримыми периодами n ,...,, 1 ,  n ,...,1 , e  и ê  

есть m -мерный и n -мерный векторы с единичными компонентами 

соответственно. 

Из условия (0.30) вытекают следующие свойства 

 

    xxlxtfxtf  ~,,~,,  , 0l , 
nRxx ,~ ; 

   0,,tf ,       xlxltfxtf   0,,,, ,  0 , 
nRx  . 

 

 Вводится пространство  mRRS  



 ,  n -вектор-функций  tx , , 

непрерывных по   mRRt   , , ω -периодических по 
mRt  и ограниченных по 

норме  0xx  при     0:RR , 0 const , R0 . 

 Для 1B  при   0
 имеем  

 

   20  EX ,         BsX 2exp . 

 

 Доказывается следующая теорема. 
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Теорема 0.7. При условиях (0.30),   0Re B  и    l  
квазилинейное уравнение (0.29) имеет единственное многопериодическое 

решение  tx ,  в пространстве  mω RRS 

, . 

 В подразделе 3.2 методом введения дополнительных переменных 

исследуются многопериодические решения квазилинейных гиперболических в 

узком смысле систем уравнений с постоянными коэффициентами 

 

 xtfBxDx ,,                                               (0.31) 

 

относительно  
n

xxx ,...,
1

  с векторно-матричным оператором 

дифференцирования D  вида 

 

k

m

k
k

t

x
A

x
Dx









 

1
, 

с начальным условием 

 

        me

t
RCtxtxtx 



00

0, 


,                           (0.32) 

 

где 
k

A  и B  – постоянные nn -матрицы;       xtfxtfxtf
n

,,,...,,,,,
1

   – 

вектор-функция независимых переменных   ,R , 

  m

m
RRRttt  ...,...,

1
 и искомого вектора  

  .  max:
,1




 j
nj

nn xxRxRx  

Действуя оператором   и проектором P  на гиперболическую в узком 

смысле систему (0.31) и начальное условие (0.32) имеем систему 

 

      tytyCtyD ,,,    

 

с начальным условием 

 

        mne

t
RCtyωtyty 



00

0,


 ,   000  consty , 

 

где вектор-функция      S ytyt ii ,,,,   обладает свойством 

 

      nmnee

yt RRRCytyωt 


ˆ,,0

,,,,,,  ;                (0.33) 

 

 


 yRyR nn :  , 0 const , 00  const ,     – одна из известных 

трех видов нормы вектора; обозначение композиции через « » означает 
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предварительное снабжение элементов вектор-функции   проектором P  при 

ее композиции с вектор-функцией y . 

 Отметим следствия условия (0.33) при    mnRRt , : 

 

    yyytyt  ~,,~,,  ,  
nRyy 

,~ ; 

   0,,t ,       yytyt    0,,,, ,  
nRy 

 , 

 

где  ,   – положительные постоянные. 

 Вводим пространство  mnω RR

,
S  n -вектор-функций  ty , , 

непрерывных по   mnRRt , ,  ω, -периодических по  t,  и ограниченных 

по норме y . 

 Доказывается следующая теорема. 

Теорема 0.8. При условиях    0det  EY  , (0.33) и       
квазилинейное уравнение (0.31) имеет единственное решение  ty ,

 в 

пространстве  mnω RR

,
S . 

Диссертационное исследование посвящено трем взаимосвязанным 

вопросам. Первое из них – вопрос редукции оператора дифференцирования по 
1m  переменным к оператору дифференцирования по m  переменным на 

основе приведения коэффициентных матриц к каноническим видам и 

постепенного перехода к характеристикам одной из переменных. Этот раздел 

связан с интегрированием уравнений с оператором матричного 

дифференцирования общего вида, когда оператор имеет многопериодические 

коэффициенты. Предложенный в данной работе новый метод упрощения 

оператора применим независимо от типов уравнений. Ранее в исследованиях 

такого характера рассматривался случай 1m , при 1m  вопрос о приведении 

оператора изучался только при выполнении свойства коммутативности 

коэффициентных матриц. 

Вторым вопросом является интегрирование и исследование 

многопериодических решений уравнений узкогиперболического типа с 

постоянными матрицами методом блочных матриц в случае двух переменных. 

В данном случае оператор дифференцирования D  определяется одной 

постоянной матрицей A  и имеет вид 
t

AD











. Матрица A  делится на 

четыре блока ijA  ( 2,1, ji ) в виде 

 











2221

1211

AA

AA
A . 
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 Деление матрицы на блоки оправдано, когда 
1212 OA   и 

2121 OA   – 

нулевые блоки. При этом частично решаются размерностные трудности систем. 

Если 
11A  и 

22A  являются параболическими, то есть, каждая из них имеет по 

одному собственному значению 
1  и 

2 , соответственно, с простыми 

элементарными делителями, то в случае 
21    уравнение имеет два различных 

оператора дифференцирования. Далее, развивается теория уравнений с такими 

двумя операторами дифференцирования. Эту теорию можно развивать и в 

случае когда 
1212 OA   и 

2121 OA   при некоторых дополнительных условиях 

относительно блоков матрицы. Такой подход исследования называется методом 

блочных матриц. 

 В данном исследовании изучается вопрос реализуемости метода блочных 

матриц. Как правило, деление на блоки матрицы производится по свойствам 

блоков, а не матрицы. В работе устанавливается, что существуют два деления 

на блоки и соответственно развиваются две методики реализации этого метода 

по решению вопросов интегрирования и проблем существования и построения 

многопериодических решений. 

 Третий основной вопрос посвящен разработке общего метода 

интегрирования уравнений с оператором дифференцирования по многим 

переменным с постоянными матричными коэффициентами гиперболического 

типа в узком смысле и проблем их многопериодических решений. Этот вопрос 

изучен для случая двух переменных, то есть когда t  является одномерным. 

Метод данного исследования пригоден для решения основного вопроса при 

любом  mttt ,...,1 , 1m . При этом каждое уравнение системы имеет свой 

оператор дифференцирования. Этот метод интегрирования в сочетании с 

методом первого раздела можно развивать для системы гиперболического типа 

с переменными матричными коэффициентами. Метод имеет широкую 

перспективу применения в теории уравнений с частными производными, 

представляемых при помощи матричных операторов дифференцирования. 

 Из описания изученных вопросов и полученных результатов заметно, что 

диссертационное исследование посвящено приоритетным задачам теории 

систем уравнений с частными производными первого порядка. 
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1 ЛИНЕЙНЫЙ МАТРИЧНЫЙ ОПЕРАТОР 

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ ПО МНОГИМ ПЕРЕМЕННЫМ 

 

1.1 Понятие о матричном операторе дифференцирования и задачи, 

связанные с такими операторами 

 Линейные дифференциальные операторы по    mttt ,...,,, 1   имеют вид 

 

       tC
t

tAtAL
m

k k

k

t ,,
~

,
~

1
0

, 


 








 



. 

 

 Если хотя бы одна из матриц mAAA
~

,...,
~

,
~

10  имеет отличный от нуля 

детерминант, например, 0
~

det 0 A , то умножив этот оператор на  tA ,
~ 1

0   слева, 

можно рассмотреть приведенный оператор 

 

     tB
t

tA
m

k k

k

t ,,
1

, 


 








 



. 

 

 Такой дифференциальный оператор называется неособенным. 

 Часть линейного дифференциального оператора 
 tL ,  с операторами 

дифференцирования 



, 

1t


, ..., 

mt


 называется его главной частью или, для 

краткости, назовем оператором дифференцирования вида 

 

     
 









m

k k

k

t

t
tAtAD

1
0

, ,
~

,
~




 . 

 

 В приведенном случае оператор дифференцирования имеет вид 

 

 
 









m

k k

k
t

tAD
1

,


. 

 

 Таким образом, линейный  оператор  xL t,  состоит из суммы главной 

части оператора дифференцирования  xD t,  и алгебраической части  xtC , : 

 
     xtCxDxL tt ,,,   . 

 

 В частности, приведенный оператор в неособенном случае имеет вид 

 
   xtBDxt ,,   . 
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 Если все матрицы mAAA ,...,, 10  имеют определители равные нулю, то есть 

 

    0,det...,det 0  tAtA m   

 

во всех точках  t,  рассматриваемой области, то  tL ,  называется оператором 

с особенностями. 

 Особенность оператора называется гиперболической, если все матрицы 

kA  гиперболичны. 

 Например, оба вида канонических уравнений гиперболического типа 

представимы в виде линейных дифференциальных операторов с 

гиперболическими особенностями. 

 I. Рассмотрим первый канонический вид уравнения гиперболического 

типа 

 

du
y

u
c

x

u
b

y

u
a

x

u




















2

2
2

2

2

, 

 

где a , b , c , d  – некоторые постоянные. 

 Положим 

 

























































.

,

,

1
11

21
33

3
11

12

2
11

11

du
y

u
c

x

u
buD

y

u
a

x

u

u
y

u
a

x

u
uD

u
y

u
a

x

u
uD

 

  

Составим характеристическое уравнение 

 

  01

10

01

001

det
2

































b

 

 

и найдем собственные значения 

 

01  , 132   . 

 

 Тогда, положив  321 ,, uuuu  , определим уравнение 
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u

c
y

u

ac

a

a

x

u

b 



































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
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














 00

100
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0

00
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001

001

 

 

или  

 

uB
y

u
A

x

u
A 









21 , 

 

где 




















10

001

001

1

b

A , 




















ac

a

a

A

0

00

00

2 , 


















c

B

00

100

010

, но 0detdet 21  AA . 

 Уравнение имеет особенность – гиперболическую (гиперболическая 

особая точка) так как собственные значения   011 A ,     11312  AA  , 

  021 A , остальные – действительные     aAA  2322  . 

 II. Рассмотрим второй канонический вид уравнения гиперболического 

типа 

 

cu
y

u
b

x

u
a

yx

u














 2

. 

 

Пологая 1uu  , запишем систему 

 





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
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
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2
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2
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u
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u
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Тогда, положив  21,uuu  , уравнение 

 

u
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u

bx

u








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
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или 

 

uB
y

u
A

x

u
A 









21 , 
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имеет гиперболическую особую точку, так как 0detdet 21  AA , причем 1A  и 

2A  имеют действительные собственные значения: 

 

011  , 112    ( 1A ), 

021  , 122    ( 2A ). 

 

 Теперь рассмотрим вопрос о приведении оператора D  к каноническому 

виду. 

Пусть оператор D  действует на n -вектор-функцию  txx ,  аргументов 

  ,R ,   m

m RRRttt  ...,...,1  соотношением вида 

 

 
 









m

k k

k
t

x
tA

x
Dx

1

,


,                                         (1.1.1) 

 

с nn  -матричными коэффициентами     tatA ijk ,,   , nji ,1,  . 

Оператор D  называется матричным оператором дифференцирования. 

 Вопрос о приведении к каноническому виду систем с оператором (1.1.1) в 

случае 1m  рассмотрен в [1, с. 73-82], где введены понятия каноничности 

системы, ее эллиптичности и гиперболичности, а также гиперболичности в 

узком смысле. 

 В данной работе рассматривается случай, когда все матрицы kA  являются 

постоянными. 

 В работе [3, с. 214-221] на важность исследования систем с 

квазилинейным оператором D  обращается особое внимание и приводится 

методика решения векторного уравнения 

 
0Dx                                                        (1.1.2) 

 

 с постоянными матрицами kA , когда 1k . 

 Задачи различных направлений для систем вида 

 

 xtfDx ,, ,                                              (1.1.3) 

 

рассмотрены многими авторами [2, с. 96], [4, с. 55], [39, с. 26]. 

 В работе [7, с. 146-170] изучаются вопросы теории колебаний для систем 

с оператором D  с постоянными матрицами. 

Данная работа посвящена развитию этих исследований. 

 Очевидно, что изучение всякой задачи для векторного уравнения (1.1.3) 

начинается с исследования решений однородного уравнения (1.1.2) – нулей 

оператора D . 
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 Основным методом решения таких уравнений является метод приведения 

оператора к каноническому виду. Реализация этого метода при 1m  является 

нерешенной проблемой. Об этой проблеме, суть которой сводится к вопросу 

отсутствия матрицы преобразования, одновременно приводящей к 

каноническим видам все матрицы mAA ,...,1 , подробно изложено в [7, с. 159-

166]. 

 Отметим, что в связи с этой проблемой в диссертационной работе 

рассматриваются системы с каноническими операторами дифференцирования. 

 Если все матрицы kA  имеют действительные собственные значения, то 

уравнение (1.1.3) называется гиперболическим. 

 В частности, если у каждой матрицы kA  действительные и различные, то 

уравнение (1.1.3) называется гиперболическим в узком смысле. В данных 

исследованиях рассматриваем задачи для такого случая. 

 

  

1.2 О нулях матричного оператора дифференцирования с двумя 

независимыми переменными 

Сначала рассмотрим случай оператора D , когда t  является скалярным. 

Рассмотрим оператор  

 

t

x
A

x
Dx












.                                              (1.2.1) 

 

 Чтобы привести этот оператор к каноническому виду, положим  

 

Kyx                                                      (1.2.2) 

 

и матрицу K  выберем так, чтобы матрица 

 

JAKK 1                                                  (1.2.3) 

 

была жордановой канонической формой матрицы A . Тогда оператор (1.2.1) 

примет вид 

 

t

y
J

y
yD












,                                            (1.2.4) 

 

где  nyyy ,...,1 . 

 Оператор D , определенный соотношением вида (1.2.4) называется 

каноническим для оператора D . 

 В случае узкой гиперболичности оператора D  матрица J  имеет 

диагональный вид: 
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 n,...,λλdiagJ 1 ,   ji    при ji  ,   nji ,1,  . 

  

 Следовательно, оператор (1.2.4) можно представить в координатной 

форме    nDDD ,...,1 : 

 

t

yy
yD

j

j

j

jj








 


, nj ,1 .                                (1.2.5) 

 

Решения уравнения 

 

0Dx                                                     (1.2.6) 

 

называются нулями оператора D . 

 Чтобы решить уравнение (1.2.6) в соответствии с (1.2.2)-(1.2.5) приводим 

к каноническому виду 

 

0 yD                                                     (1.2.7) 

 

или в координатной форме 

 

0

jj yD ,                                                 (1.2.8) 

 

который является системой несвязанных между собой уравнений 

 

0









t

yy j

j

j



.                                         (1.2.9) 

 

 Для решения уравнений (1.2.9), согласно общей теории уравнений с 

частными производными составим характеристические уравнения 

 

j
d

dt



 . 

 

Отсюда имеем решения 

 

 00   jtt ,                                        (1.2.10) 

 

исходящие из точки   RR,t 00 , которые обозначим через 

 

   0000 ,,   jj tth .                                 (1.2.11) 
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Функции  00,, thj  , определенные соотношением (1.2.11) называются 

характеристиками оператора 

jD  или уравнений (1.2.9), а следовательно, 

уравнений (1.2.8) и векторного уравнения (1.2.7). 

Из (1.2.10) и (1.2.11) легко определить, что 

 

 tht j ,,00  , 

 

которые называются базовыми первыми интегралами или базовыми 

характеристическими интегралами оператора D , причем вектор-функция 

 

      ththth n ,,,...,,,,, 00

1

0    

 

удовлетворяет тождесту 

 

  0,,0  thD   

 

при R0 ,   RRt , . 

Если       tytyty n

00

1

0 ,...,  произвольная дифференцируемая при Rt  

вектор-функция, то сложная вектор-функция вида 

 

        thythyty nn ,,,...,,,,, 000

1

0

1

0    

 

является нулем оператора D : 

 

         0,,,...,,,,, 000

1

0

11

0   thyDthyDtyD nnn   

 

при   RRRt ,,0  ,     thyty jjj ,,,, 000   . 

Если допустим, что  ty0
 многопериодическая гладкая вектор-функция, 

то в силу линейности характеристических интегралов  thj ,,0   функции 

  thy jj ,,00   являются также многопериодическими, но периоды могут быть 

другими. 

Следовательно, нули оператора D  могут быть многопериодическими по 

 t, . 

В частности,  ty0
 можно подобрать так, чтобы нули оператора D  имели 

нужные периоды. 

Например, если  jj  ,  – постоянные векторы, то сдвигая точку  t,  на 

 jj  ,  из характеристик имеем 
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    00 ,,  jjjjjj tth  

  jjjj th   ,,0 . 

 

 Так как D  является оператором дифференцирования, то сдвигом  t,  на 

постоянный вектор  jj  ,  получаем опять же характеристику этого оператора. 

 Нули   thy ,,00   этого оператора, полученные j -периодическими 

начальными функциями  ty0 , являются многопериодическими, если выберем 

постоянные jjj q    и j  удовлетворяющими условию 
jjjj q  0 , где 

Zqq jj ,0 .  

 Следовательно,  

 

j

j

jj q



 0 , при 0j                                       (1.2.12) 

 

и j  могут быть любым числом, если 0j , а  

 

jjj q   .                                                 (1.2.13) 

 

 Таким образом,     thyty jjj ,,,, 000    являются  jj  , -

периодическими по  t, . Далее, изменив период j  по t  функции  ty j

0 , в силу 

произвольности ее, легко получить из условий (1.2.12) и (1.2.13) нужные нам 

периоды  jj  ,  по  t, . 

 В частности, периоды  jj  ,  можно сделать постоянными относительно 

nj ,1 , то есть, можем иметь     ,, jj  для всех nj ,1 . 

 В этом случае имеем двоякопериодические по  t,  нули оператора D : 

 

  0,,0  tyD  , 

     tytyty ,,,,,, 000   . 

 

Множество таких нулей – бесконечное. 

Тогда согласно преобразованию (1.2.2) имеем решение уравнения (1.2.6) 

 

   tKytx ,,,, 00   , 

 

которое является   , -периодическим нулем оператора D , причем множество 

таких нулей является бесконечным. 
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 Таким образом, оператор D  имеет единственный нуль  tx , , 

удовлетворяющий начальному условию 

 

    RCtxx 10
0 


,                                        (1.2.14) 

 

причем этот оператор может иметь бесконечное множество   , -

периодических по  t,  нулей      txtxtx ,,,    :   0,  tDx  . 

 Таким образом, доказана следующая теорема. 

 Теорема 1.2.1. Оператор (1.2.1) имеет единственный нуль, 

удовлетворяющий начальному условию (1.2.14), то есть задача {(1.2.6), 

(1.2.14)} однозначно разрешима, причем она допускает бесконечное 

множество многопериодических по  t,  нулей с заранее заданными периодами 

  , , где  m ,...,1 , 0  ,  m ,...,1  – произвольные постоянные. 

 

 

1.3 Приведение матричного оператора дифференцирования с 1m  

независимыми переменными к оператору с m  переменными 

Рассмотрим вопрос о проблеме интегрирования уравнения (1.1.3) с 

оператором (1.1.1), представленного в виде 

 

 xtf
t

x
A

x m

k k

k ,,
1
















.                                     (1.3.1) 

 

 Относительно решения этого вопроса сложилось мнение об обязательном 

приведении уравнения (1.3.1) к каноническому виду 

 

 yt
t

y
J

y m

k k

k ,,
1
















,                                     (1.3.2) 

 

где kJ  жордановые формы матриц kA . Следовательно, 

 

kkkk KAKJ 1 ,                                               (1.3.3) 

 

где kK  – некоторые неособенные постоянные матрицы. 

 Также приведение возможно, если существует общая неособенная 

матрица K  такая, что 

 

KAKJ kk

1  при  1m .                                     (1.3.4) 

 

 Но из курса линейной алгебры известно [95], что это возможно, если 

только матрицы kA  коммутативные 
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kllk AAAA  , mlk ,1,  .                                   (1.3.5) 

 

 Соотношения (1.3.3)-(1.3.5) относительно приведения уравнения (1.3.1) к 

(1.3.2) приводят к отысканию других путей приводимости этих уравнений. 

 Такой путь нами найден, который предложен далее. 

Рассмотрим матричный оператор дифференцирования 

 

  
 









m

k k

km
t

x
A

x
xD

1
,                                         (1.3.6) 

 

с постоянными матрицами kA . 

 Определим нули этого оператора. 

 Как было отмечено выше, оператор (1.3.6) одним линейным 

преобразованием не приводится к каноническому виду 

 

  














m

k k

km
t

y
J

y
yD

1
, 

 

где kJ  – жордановые формы матриц kA , 

  

kkkk KAKJ 1 . 

 

 Следовательно, для решения поставленной задачи возникает проблема о 

разработке нового подхода, упрощающего оператора (1.3.6). 

 В связи с этим, для начала, вернемся к рассмотрению случая 1m  вида 

 

 
1

1
1

1
11

t

x
A

x
xD












, 

 

который преобразованием 

 

111 yKx   

 

приводится к виду 

 

 
1

1
1

1
11

t

y
J

y
yD












,                                           (1.3.7) 

 

где    nttytyy 1111111 ,....,,,   ,  nttt 1111 ,...., . 

 Далее, определим характеристики  0

1

0

11 ,, jjj tht  , nj ,1  и составим 

вектор-характеристику 
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      0

1

0

1

0

1

0

11

0

1

0

11 ,,,...,,,,, thththh n                          (1.3.8) 

 

из решений характеристического уравнения 

 

1

1

11

... J

d

dt

d

dt

n



























.                                             (1.3.9) 

 

Здесь 1111 ... ttt n  ,  n,....,λλdiagJ 1111  . 

 Тогда функция    111 ,tyD   вдоль характеристик (1.3.8) уравнения (1.3.9) 

обращается в полную производную  11 ,hy
d

d



: 

 

   
 

  0

1

0

11,,111 ,,,,
0

1
0

11

thy
d

d
tyD

tht











.                   (1.3.10) 

 

 Следовательно, из характеристик  0

1

0

11 ,, tht   получим  1

0

1

0

1 ,, tht  , 

причем имеет место свойство характеристик вида 

 

    111

0

1

0

1 ,,,,,, tshthsh   ,                               (1.3.11) 

 

позволяющий обратный переход от  0

1

0 ,t  к  1,t . 

 Из (1.3.10) при  1

0

1

0

1 ,, tht   получим тождество 

 

   
  

   1

0

1

0

11,,,,111 ,,,,,,
1

0
1

0
11

thhy
d

d
tyD

thht











, 

 

которое переходит в тождество 

 

       
 1

0
1

0
1 ,,

0

1

0

1

0

11111 ,,,,,,
tht

thhy
d

d
tyD









  ,            (1.3.12) 

 

согласно свойству (1.3.11). 

 Таким образом имеем нижеследующую лемму. 
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 Лемма 1.3.1. Оператор дифференцирования (1.3.7) и оператор полной 

производной 
d

d
 связаны соотношениями перехода (1.3.10) и (1.3.12). 

 Чтобы найти нуль  1,ty   оператора  


1D  с начальной функцией  1

0 ty  при 

0   достаточно определить сложную функцию 

 

    1

0

1

0

1 ,,, thyty   . 

 

 Очевидно, что нуль  1

0 ,, tx   оператора  1D  имеет вид  11 ,tyKx  . 

 Теперь чтобы решить поставленный вопрос для оператора 

 

 
2

2
2

1

2
1

2
22

t

x
A

t

x
A

x
xD

















                                 (1.3.13) 

 

достаточно последовательно применить этот прием. 

 А именно, совершив преобразование  

 

222 yKx   

 

оператор (1.3.13) представим в виде 

 

2

2
2

1

2
1

2
22

~

t

y
J

t

y
A

y
yD

















,                                 (1.3.14) 

 

где 21

1

21

~
KAKA  . 

 Далее, заменив 2t  на  0

2

0

2 ,, th   функцию    212212 ,,~,, ttytty    

представим в виде   2

0

212 ,,,,~ thty  . 

 Тогда оператор (1.3.14) при этом примет вид 

 

          0

2

0

212

1

1

0

2

0

212

0

2

0

2122 ,,,,~~
,,,,~,,,,~ thty

t
AthtythtyD 












 .  (1.3.15) 

 

Теперь заменой 

 

212

~~~ yKy   

 

оператор (1.3.15) приводим к виду 
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          
1

0

2

0

212
1

0

2

0

2120

2

0

2122

,,,,
~~,,,,

~~
,,,,

~~

t

thty
J

thty
thtyD









 




 . (1.3.16) 

  

Далее, повторив вышеприведенные рассуждения, заменив 1t  на 

характеристику  0

1

0

1 ,, th   оператор (1.3.16) представим в виде 

 

           0

2

0

2

0

1

0

1

0

2

0

2

0

2

0

1

0

122 ,,,,,,,
~~~,,,,,,

~~ ththy
d

d
ththyD 


 

,   (1.3.17) 

 

где       0

2

0

2

0

1

0

122 ,,,,,,
~~

~~~ ththyy   . 

 Тогда, чтобы определить нули оператора (1.3.17) с начальным условием 

 1

0

22

~~~~ tyy   при 0   достаточно определить сложную функцию 

 

  1

0

1

0

22 ,,
~~~~ thyy  . 

 

 Для того, чтобы решить уравнение  

 

  022 xD  

 

с начальной функцией  21

0

22 ,0 ttxx 


 реализуем обратный переход. 

 В заключении отметим, что приведение соотношениями (1.3.14-1.3.17) 

оператора  2D  к оператору полной производной 
d

d
 проведено начиная с 

замены 22 ht  , а затем перехода к замене 11 ht  . В связи с этим заметим, что 

такие переходы можно совершить в обратном порядке, то есть, можно начать 

замену с преобразования 11 ht  , а затем произвести замену 22 ht  . 

 Теперь переходим к рассмотрению общего случая для определения нулей 

оператора дифференцирования. 

Далее, в общем случае реализуем переход от оператора 

дифференцирования по переменным  11 ,,...,, mm ttt  

 

  















1

1
1

m

k k

km
t

x
A

x
xD


 

 

к оператору дифференцирования по переменным  mtt ,...,, 1  

 

  
 









m

k k

km
t

w
A

w
wD

1
,                                     (1.3.18) 
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где    111 ,,...,,,...,,  mmm httxttw  . 

Для этого матрицу 1mA  приводим к жордановой форме 

 ,nm,mmmmm ,...,λλdiagKAKJ 11111
1

11 

  , а оператор  1mD , в соответствии с 

этим, приводим к канонической форме относительно матрицы 1kA  

 

 
1

1
1

1
1

11


























 
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k

m

k k

mkmm
t

y
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t

y
KAK

y
yD


.                    (1.3.19) 

 

 Тогда положив 

 

      0

,1

0

,1

0

1,1

0

1,1

0

1

0

1 ,,,...,,,,, nmnmmmmm ththth    , 

 

где  0

,1

0

1,1

0

1 ,..., nmmm ttt   , 0

1

0

,1

0

1,1 ...   mnmm ttt , согласно лемме 1.3.1, положив 

 

    mmmmm tttwthtty ,...,,,,~,,,,...,, 1

0

1

00

1

0

11    , 

 

из (1.3.19) имеем  

 

  
















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mkmm
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KAK
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
,                               (1.3.20) 

 

здесь 



 – оператор полной частной производной по   от функции 

  0

1

0

11 ,,,,...,,~
 mmm thttyw  , которая не зависит от 1mt . 

 Следовательно, 0
~

1






mt

y
. 

 Далее, положив  

 

wKw m

1

1
~ 

  

 

из (1.3.20) имеем оператор (1.3.18), где функции x  и w  связаны соотношением 

 

    twthtx mm ,,,,, 0

1

0

1   .                               (1.3.21) 

 

 Таким образом, получим следующую теорему редукции. 

 Теорема 1.3.1. Пусть функции x  и w  связаны соотношением (1.3.21). 

Тогда оператор дифференцирования    11 ,,  mm ttxD   приводим к оператору 

дифференцирования    twD m , . 
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1.4 Приведение к каноническому виду многопериодических 

матричных операторов дифференцирования 

1.4.1 Приведение матричного оператора дифференцирования с двумя 

независимыми переменными к оператору полной производной 

Рассмотрим многопериодический матричный оператор 

дифференцирования D , действующий на n -векторную функцию  txx ,  

следующим образом 

 

 
t

x
tA

x
Dx









 ,


,                                      (1.4.1) 

 

где  tA ,  – nn  -матрица, удовлетворяющая условиям периодичности вектор-

периода   ,  и непрерывной дифференцируемости порядка  1,1  по 

  RRt ,  

 

      RRCtAtA t  1,1

,,,  ,                       (1.4.2) 

 

где   ,R ;   – период по  ,   – период по t , периоды, как правило, 

несоизмеримые. 

 Предположим, что характеристический многочлен 

 

     0,det,,  EtAtH   

 

с единичной nn  -матрицей E  имеет корни 

 

 tj ,  ,  nj ,1 , 

 

которые а) либо не пересекаются 

 

   tt ij ,,     при ij  , 

 

при любом   RRt , , б) либо тождественно равны 

 

   tt ij ,,    

 

при любом   RRt ,  и при некоторых значениях j , i  из множества 

 .,...,2,1 n  

 Это означает, что кратность jn  каждого j -го корня  tj ,  постоянная, 

то есть, не зависит от  t,  при фиксированных значениях 0,1 nj  , nn 0 . 

 Следовательно, имеем тождества 
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и неравенство 
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
ttH jn
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

.                                 (1.4.4) 

 

 Кроме того, предположим, что ранги jr , 0,1 nj   матриц 

 

     EttAtM jj ,,,   , 0,1 nj                            (1.4.5) 

 

при фиксированном j  были постоянными: 

 

   jconsttMr jj  , rang  , 0,1 nj  .                         (1.4.6) 

 

 Тогда, согласно [1, с. 76], при этих условиях (1.4.3)-(1.4.6) матрицу  tA ,  

приводим к каноническому виду, то есть, существует неособенная гладкая 

матрица  tK , , такая что 

 

         lJJdiagtJtKtAtK ,...,,,,, 1
1   ,                    (1.4.7) 

 

где  tJ k ,  – жорданова клетка, соответствующая собственному значению 

 tjk , . 

 Далее, следует определить вид оператора, полученного из (1.4.1) после 

замены 

 

 ytKx , ,                                           (1.4.8) 

 

в силу следующих очевидных соотношений 
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имеем  
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
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
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

 . 

 

 Отсюда слева умножив обе части равентсва на  tK ,1   имеем 

 

      ytKDtK ,,1   
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y
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y
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
 .         (1.4.9) 

 

 Тогда в силу (1.4.7) из (1.4.9) получим 
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 Далее, обозначив 

 

 
t

y
tJ

y
yD









 ,


,                                     (1.4.10) 

 

получим связь между оператором D  и оператором D  в виде 

 

      DxtKytDKtKyD   ,,, 11  .                      (1.4.11) 

 

 Если задается уравнение 

 

 xtfDx ,, ,                                          (1.4.12) 

 

то тогда, согласно (1.4.11), заменой (1.4.8) получим уравнение 

 

          ytfytKtftKytDKtKyD ,,,,,,,, 11         (1.4.13) 

 

с каноническим оператором (1.4.10). 

 Уравнение (1.4.13) в [1, с. 74] называется каноническим для уравнения 

(1.4.12). 

 Уравнение связи (1.4.11) между исходным D  и каноническим D  

операторами заимствовано из упомянутой работы [1, с. 82] и здесь изложено в 

терминах операторов при дополнительном условии многопериодичности 

матрицы  tA ,  по  t, . Также в обыкновенном случае по части 

многопериодичности изложено в работе [96]. 

 Также следует отметить, что собственные значения  tj , , 0,1 nj    

определяются как неявные функции из характеристического многочлена. 
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Следовательно, они обладают свойством гладкости того же порядка, что и 

матрица  tA , , то есть     RRCt tj  1,1

,,  . 

 Из единственности неявной функции, как следствие, имеем   , -

периодичность собственных значений      tt jj ,, , 0,1 nj  . 

 Таким образом, доказана следующая теорема. 

 Теорема 1.4.1. При условиях (1.4.2), (1.4.3)-(1.4.6) матрица  tA ,  имеет 

собственные значения  tj , , 0,1 nj  , обладающие свойством 

 

     tt jj ,, , 0,1 nj   

 

и многопериодический гладкий оператор дифференцирования D  вида (1.4.1) 

представляется через канонический многопериодический гладкий оператор D  

вида (1.4.10) по формуле (1.4.11). 

 В заключении, еще раз отметим, что вопросы существования и гладкости 

собственных значений  tj ,  и приведение D  к D  относится к результатам 

работы Петровского И.Г., а утверждения по части многопериодичности 

принадлежит данному исследованию.  

 Теперь предположим, что оператор D  является гиперболическим в узком 

смысле. 

 Следовательно,  tj , , nj ,1  действительные и различные. 

 Тогда легко определить характеристики  
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1  при 0  , где 
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11 ,, jjj tht  , nj ,1  определены из характеристической системы 
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с исходной точкой  0

1

0 , t . Заметим, что здесь 1111 ... ttt n  . 

 Вдоль этих характеристик канонический оператор (1.4.10) обращается в 

полную производную 
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 ,                                        (1.4.14) 
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где     0

1

0

1

0

1

0 ,,,,, thytw   . 

Результат сформулируем в виде следующей теоремы. 

Теорема 1.4.2. При условиях теоремы 1.4.1 канонический оператор 

(1.4.10) оператора (1.4.1) со свойством (1.4.2) вдоль характеристик 

 0

1

0

11 ,, tht   переходит в полную производную функции 

    0

1

0

1

0

1

0 ,,,,, thytw   , которая определяется соотношением (1.4.14). 

 Следовательно, нули оператора D , определяемые уравнением 0Dx , на 

основе (1.4.11), связаны с нижеследующим линейным оператором  
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 .    (1.4.15) 

 

 Определив решение уравнения (1.4.15), заменой  1

0

1

0

1 ,, tht   из его 

решения получим     1

0

1

0

1 ,,,,, thwty   .  

Далее, заменой (1.4.8) определим нули оператора D . 

Таким образом, согласно соотношениям (1.4.8) и (1.4.11), нули оператора 

D  находим из уравнений 

 

     111 ,,, tytKtx   , 

         0,,,, 1111  tytDKtyDtK  ,                          (1.4.16) 

 

где     
11

1

0

1

0

1 ,,,,,
tt j

thwty


   определяется соотношениями (1.4.14) и 

(1.4.15);  nttt 1111 ,..., , 1111 ... ttt n  . 

 Теорема 1.4.3. Нули оператора (1.4.1) при условиях теоремы 1.4.2 

определяются соотношением (1.4.16). 

 

 

1.4.2 Приведение матричного оператора дифференцирования с тремя 

независимыми переменными к оператору дифференцирования с двумя 

переменными 

Рассмотрим оператор дифференцирования с тремя независимыми 

переменными в узкогиперболическом случае 
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с матрицами 

 

      RRRCttAttA ttkk  1,1,1

,,212211 21
,,,,  ;             (1.4.18) 
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       21212121

1 ,,,,,,,, ttJttKttAttK kkkk   , 

      2121121 ,tτ,t,....,λ,tτ,tλdiag,tτ,tJ knkk  , 2,1k .              (1.4.19) 

 

 Наша задача состоит в представлении оператора (1.4.17) через оператор 
D . 

Составим характеристические системы 
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   nj ,1                       (1.4.20) 

 

из которых определим характеристики 
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причем в силу (1.5.23) имеем 
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где kknk ttt  ...1 ,  knkk ttt ,...,1 ,  00

1

0 ,..., knkk ttt  , 2,1k . 

 Очевидно, что согласно теореме существования и единственности для 

характеристической системы (1.4.20) характеристики (1.4.21) обладают 

групповым свойством 
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 Далее, на основе (1.4.19), наряду с оператором (1.4.17) рассмотрим 

оператор  
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который вдоль характеристик по переменной 2t  вида 
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 0
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представляется через вектор-функцию 
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в виде 
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где 


w
 является полной частной производной сложной функции (1.4.22) по  , 

   211211 ,,,,,
~

ttAttA   ,    212212 ,,,
~

,,
~

ttKttK   , с вектор-параметром 

 n ,...,1 , причем 10  j , 1
n

j
j ,  nttt 2212 ,..., . 

 Таким образом, соотношение (1.4.23) в более компактной форме 

записывается в виде 
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где  11 ,tA 
 и  1,tС 

 имеют вид 
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с вектор-функцией  0

2

0

1

0

22 ,,, tthh  . 

Итак, имеет место теорема. 

 Теорема 1.4.4. При условиях теоремы 1.4.1 относительно матриц  

(1.4.18) и (1.4.19)  узкогиперболический оператор дифференцирования (1.4.17) 

по переменным  21,, tt  приводим к линейному оператору (1.4.24) с 

узкогиперболическим оператором D   по переменным  1,t . 
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 Узкогиперболичность оператора D  следует из того, что матрица  11 ,tA   

имеет собственные значения     0

2

0

1

0

21111 ,,,,,,,
~

tthtt   , где  211 ,, tt  – 

собственные значения матрицы  211 ,, ttA  . 

 В заключении отметим, что данную теорему можно обобщить на случай 

произвольного числа переменных    mttt ,...,,, 1   ( m  – любое натуральное 

число) по описанной выше методике. 

 Также заметим, что приведенные операторы, вообще говоря, не являются 

периодическими по переменной  . 

 Отметим также, что для приведенной методики условие 

узкогиперболичности является необязательным. 

 

 

1.4.3 Приведение многопериодического оператора дифференцирования с 

1m  независимыми переменными к оператору дифференцирования с m  

переменными 

 Рассмотрим оператор дифференцирования узкогиперболического типа с 
1m  независимыми переменными 

 

   
 









m

k k

km
t

x
tA

x
xD

1

,


                                 (1.4.25) 

 

с коэффициентными матрицами  tAk , , каждая из них удовлетворяет условиям 

теоремы 1.4.1, причем 

 

      me

tkk RRCtAtA  ,0

,,,  ,                       (1.4.26) 

 

       tJtKtAtK kkkk ,,,,1  
, 

    τ,t,....,λτ,tλdiagJ knkk 1 .                                 (1.4.27) 

 

 Поставим задачу о приведении оператора (1.4.25) к линейному оператору  

 

     ytC
t

y
tB

y
yD

m

k k

km ,,
1

1
1 







 









  ,                             (1.4.28) 

 

на основе линейного преобразования и замены независимых переменных, где 

 tBk , , 1,1  mk  и  tC ,  – гладкие порядка  e,0  по   mRRt ,  матрицы. 

 Теорема 1.4.5. Пусть выполнены условия (1.4.26) и (1.4.27). Тогда при 

условиях теоремы 1.4.1 относительно  tAk , , mk ,1 , многопериодический 

матричный оператор (1.4.25) приводим к матричному оператору 

дифференцирования вида (1.4.28). 
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 Доказательство. Доказательство теоремы 1.4.5 проводится по схеме 

аналогично методу доказательства теоремы 1.4.4. Следует отметить, что оно 

открывает путь к лагранжевому искусству по интегрированию уравнений с 

переменными операторами матричного дифференцирования. 

 В заключении отметим, что метод, предложенный в данном разделе по 

приведению матричного оператора дифференцирования по 1m  переменным к 

каноническому оператору дифференцирования с m  переменным может иметь 

широкую перспективу в решении вопроса интегрирования уравнений с 

частными производными. Теорема 1.4.5 является началом одного из 

перспективных направлений развития исследования данной работы. 
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2 МНОГОПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ ЛИНЕЙНЫХ СИСТЕМ 

УРАВНЕНИЙ С ПОСТОЯННЫМИ КОЭФФИЦИЕНТАМИ И 

РАЗЛИЧНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 

 

Во втором разделе разрабатывается метод проекторов для системы с 

различными операторами дифференцирования. 

 

2.1 Представление многопериодических решений линейных систем 

с двумя операторами дифференцирования на основе проекторов 

Системы с двумя операторами дифференцирования обуславливают 

введение понятия проектора для управления действий этих операторов в 

процессе исследований и в представлении их решений. Это является главным 

отличием от известных методов и новизной исследования блочно-матричных 

систем. 

Одним из путей преодоления трудности, связанный с размерностью 

системы является разбиение ее на подсистемы. Разбиение такого характера 

связано, в первую очередь с оператором дифференцирования D , который легко 

представляется в виде двумерного векторного оператора  
21

, DDD   с 

размерностями 1n  и 2n , nnn 
21 . Тогда все матрицы оператора 

квазилинейной системы разбиваются на четыре блока 11B , 12B , 21B , 22B  

размерностей 1111 nnn  , 2112 nnn  , 1221 nnn  , 2222 nnn   соответственно. 

Этот тип разбиения можно назвать главным (операторным) принципом 

разбиения. 

В некоторых случаях систему можно разбить исходя из ее алгебраической 

части, в силу удобства для построения матрицантов подсистем. Например, если 

матрица имеет вид 









2221

1211

BB

BB
B , где 11B  и 22B  являются постоянными или 

диагонально переменными, то в некритическом случае исследуемая общая 

задача о многопериодических решениях несколько упрощается и облегчается 

реализация матрично-блочного метода. 

Расщепление систем такого вида можно назвать разбиением по принципу 

построения фундаментальных матриц. 

Реализация матрично-блочного метода становится более эффективной, 

если эти принципы сочетаются при разбиении систем на подсистемы. 

Рассмотрим линейную систему 

 

 tfBxDx , ,                                                (2.1.1) 

 

где  
21

, xxx   – искомая вектор-функция, 
i

x  – in -вектор, nnn  21 ; 

 
21

, DDD   – оператор дифференцирования с различными компонентами 
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t
aD









 ,11


,                                                (2.1.2) 

t
aD









 ,22


,                                               (2.1.3) 

 

t
a

i



,  – скалярное произведение векторов 

i
a  и 

t


, 

21
aa   – постоянные m -

векторы; 





















m
ttt

,...,
1

;  
2,1, 


jiijBB  – постоянная блочная nn  -матрица с 

блоками ijB  размерности ji nn  , которую можно записать в виде 

 











2221

1211

BB

BB
B ;                                            (2.1.4) 

 

      tftftf ,,,, 
21

  – заданная n -вектор-функция с векторными 

компонентами  tf i ,  размерности in , 21,i ,  t,  – независимые переменные, 

  R , ,   m

m
RRRttt  ...,...,

1
. 

Из характеристической системы  

 

ia
d

dt



, 21,i   

 

имеем решения  

 

   0000 ,, thatt ii   , 21,i   

 

с произвольным начальным данным   RR,tτ 00 .  

В дальнейшем, предположим, что характеристическая переменная 

 00 t,,hh   изменяется на множестве вышеопределенных характеристик 

    00
2

00
1 ,,,,, ththH    . 

Заметим, что   00 ,, tthi  , 21,i  , являются первыми интегралами 

характеристической системы. Следовательно, вектор-функции   thx i ,,00  , 

2,1i  являются нулями операторов iD , 2,1i  соответственно, где 

    me
t RCtx 0

 – произвольная функция,  11,...,e   – m -вектор. 

 Поставим задачи о разработке методики интегрирования, об 

установлении условий существования   , -периодических решений системы 

(2.1.1) и их интегральных представлениях. 
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В связи с введением оператора дифференцирования с различными 

компонентами (2.1.2) и (2.1.3) система (2.1.1) представляется блоками 

матричной и векторной функций входных данных, которые требуют нового 

подхода к вопросу ее интегрирования. 

 

 

2.1.1 Построение матрицанта системы методом разбиения на блоки 

 Рассмотрим однородную систему 

 

,BxDx                                                       (2.1.5) 

 

соответствующую системе (2.1.1), которую запишем, учитывая  представления 

(2.1.2)-(2.1.4), в виде  

 

21211111 xBxBxD  , 

22212122 xBxBxD  .                                         (2.1.6) 

  

 Поставим задачу о построении матрицанта  X  системы (2.1.5), 

представленной в виде системы (2.1.6), в соответствии с разбиением на блоки 

матрицы  
2,1, 


jiijBB .  

 А. Рассмотрим блочно-треугольный случай, когда 1212 OB   – нулевой 

блок: 

 











2221

1211

BB

OB
B .                                                (2.1.7) 

  

 При этом систему (2.1.6) запишем в виде 

 

11111 xBxD  ,                                                     (2.1.8) 

22212122 xBxBxD  .                                        (2.1.9)                         

 

 По методике работ Харасахала-Умбетжанова-Сартабанова построим 

матрицант  11X  системы (2.1.8) с условием   111 0 EX  , исходя из 

интегрального матричного уравнения  

 

   



0

1111111 dssXBEX ,                                      (2.1.10) 

 

где 1E  – единичная матрица. 

 Решение интегрального уравнения (2.1.10) ищем в виде ряда 
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   






0

1111 0
k

kXX ,                                           (2.1.11) 

 

где члены определяются из рекуррентных соотношений 

 
   1
0

11 EX  , 

     


τ
kk dssXBX

0

1
111111  , ,..2,1k                            (2.1.12) 

 

 Непосредственно можно показать, что ряд (2.1.11) сходится абсолютно и 

равномерно Rt  и  T,0 , где T  – любое достаточно большое 

положительное число. 

 Действительно, на основе ограниченности матрицы 11B  по норме 

некоторым числом 11

~
B  из соотношений (2.1.12) получим оценки 

 

  
!

~
1111

k
BX

k
kk 

  , nk ,1 , 

 

где 1111

~
BB  . 

 Если при этом ограничиться условием T0 , то ряд (2.1.11) 

мажорируется сходящимся положительным рядом 

 

TB

k

kk

e
k

TB
11

~

0

11

!

~






. 

 

Сдедовательно, матричный ряд (2.1.11) сходится абсолютно и равномерно при 
T 0 . 

 Далее, определим решение  
2222

XX   c начальным условием 

  222 0 EX   из матричного уравнения 

 

      22221121222 XBXBXD   , 

 

где 2E  – единичная матрица, которая вместе с матрицей 1E  составляет 

единичную nn -матрицу  21, EEdiagE  . 

 Очевидно, что такая начальная задача эквивалентна интегральному 

матричному уравнению 

 

       



0

112122222 dssXBsXEX .                            (2.1.13) 
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 Решение  22X  уравнения (2.1.13) строится по той же методике, по 

которой построена матрица  11X . 

 Таким образом, матрицант  X  системы (2.1.9) представляется в виде 

 

       2211 , XXdiagX  .                                       (2.1.14) 

 

 Полученный результат сформулируем в виде следующей леммы. 

 Лемма 2.1.1. Если матрица B  имеет вид (2.1.7), то матрицант  X  

системы (2.1.8)-(2.1.9) представим в виде (2.1.14), где диагональные блоки 

определяются интегральными уравнениями (2.1.10) и (2.1.13). 

 Б. Построение матрицанта однородной линейной системы в общем случае 

при произвольном разбиении оператора на два оператора. 

 Заменой  

 

Kyx                                                        (2.1.15) 

 

с неособой постоянной n -матрицей K  систему (2.1.5) приведем к виду 

 
JyDy                                                      (2.1.16) 

 

с жордановой матрицей  
k

JJdiagJ ,...,
1

 , где 
j

J  – блоки матрицы J  порядков 

jl  с поддиагональными единицами, kj ,1 , nnnll k  211 ... , 

определяется в соответствии с компонентами 
1

D , 
2

D  оператора D ; неизвестная 

вектор-функция y  имеет координаты 
1

y , 
2

y . 

 В связи с равенством 211 ... nnll k   следует различать два случая: 

 І. 11 1
... nll k  , 21 211

... nll kkk   , где kkk 
21

. 

 II. 111 11
... nlll kk   , 21 2111

... nlll kkkk   , где 
111 kkk lll   , 0

1
kl , 

0
1
kl , kkk 

21
. 

 Таким образом, имеем два вида разбиения на блоки. 

 В случае І система (2.1.16) имеет вид  

 

,
111

yJyD   

,
222

yJyD   

 

где  
1

,...,1 kJJdiagJ  ,  
211

...1 kkk lldiagJ   .  

Тогда ее матрицант определяется в диагональной форме 

 

      
21

Y,YdiagY                                      (2.1.17) 
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с in -блоками  iY , которые строятся по известной методике Харасахала-

Умбетжанова-Сартабанова построения матрицантов систем с одним 

оператором дифференцирования. 

 В случае ІI жордановый блок 
1k

J  расщепляется на сумму двух подблоков 

1k
J  , 

1k
J   и связывающий их подблок 

1k
J   порядков 

1k
l   и 

1k
l  , 

111 kkk lll   и система 

(2.1.16) представляется в виде 
 

111 yJyD  ,                                             (2.1.18) 

1111 kkk yJyD  ,  
111112 kkkkk yJyJyD  ,                       (2.1.19) 

222 yJyD  ,                                           (2.1.20) 

  

где  
111

, kkk yyy  ,  ,,..., 11 1
 kJJdiagJ   ,,...,

211 1 kkk JJdiagJ   

 ,,
11 kkk JJdiagJ  kkk  21 . 

 Матрицанты  1Y ,  3Y , соответственно систем (2.1.18) и (2.1.20), 

строятся по методике построения матрицантов систем с одним оператором 

дифференцирования в случае І. 

Для того чтобы определить матрицант системы (2.1.19), 

соответствующий блоку 
1k

J , который представляется в подблоках 
1k

J  , 
1k

J   и  

1k
J  , запишем эту систему в виде 

 




































v

w

JJ

OJ

vD

wD

kk

k

11

1

2

1
,                                 (2.1.21) 

 

где 
1k

yw  , 
1k

yv  , а полагая  
1k

, блоки имеют вид 

 















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

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


















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..................
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00...00

1k
J , 





























100

............

001

000

1k
J , 























000

000

100

1
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............

...

...

J
k

. 

 

Запишем систему (2.1.21) в координатной форме: 
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kkk wwD
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
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







 

 

 w
1k







      (2.1.22) 
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 Так как система (2.1.21) а, следовательно, система (2.1.22) имеет блочно 

треугольный вид, то ее матрицант  
2

Y  построим на основе доказанной леммы 

2.1.1.  

И так, в случае ІІ имеем матрицант вида  

 

         321 ,, YYYdiagY  .                                     (2.1.23) 

 

Следовательно, из преобразования (2.1.15) имеем матрицант системы 

(2.1.5) 

 

    1 KKYX  ,                                           (2.1.24) 

 

где  Y  – определяется соотношениями (2.1.17) и (2.1.23). 

Таким образом, в данном подразделе указан своеобразный подход к 

построению матрицанта однородной линейной блочно-матричной системы 

(2.1.6) а, следовательно, системы (2.1.5) в соответствии с разбиениями І и ІІ на 

блоки. 

Теорема 2.1.1. Матрицант линейной однородной системы (2.1.5) с 

блочной постоянной матрицей (2.1.4) представим в виде (2.1.24), где матрица 

 Y  имеет вид (2.1.17) или (2.1.23). 

 

 

2.1.2 Представление решения начальной задачи системы 

Рассмотрим систему (2.1.5) c матрицантом  X  при помощи блочных 

матриц  ijX  в виде 

 

 
   

   















2221

1211

XX

XX
X ,                                       (2.1.25) 

 

где  ijX  – ji nn  -матрицы, 2,1, ji . 

 Пусть операторы iP  действуют на вектор-функцию  tx0
, определенную 

на одной из двух характеристик  00 ,, tht i   следующим образом  

 

     000000 ,,,, thxthxP ii   , 21,i  ,                      (2.1.26) 

 

где       00

2

00

1

00 ,,,,,,, ththHth    .  

 Операторы iP  называются проекторами, определяющими функцию на 

соответствующей характеристике. 
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 Введем оператор P , связанный с проекторами 1P  и 2P , действующий на 

матрицант  X  справа, следующим соотношением 

 

    iij PXPX   , 2,1, ji , 

 

где блоки  ijX  и проекторы 
i

P  определены формулами (2.1.25) и (2.1.26), 

соответственно. 

Поставим задачу о построении решения x  системы (2.1.5) с начальным 

условием     me
t RCtxx 



0
0

. 

Непосредственной проверкой можно убедиться, что поставленная задача 

имеет единственное решение вида 

 

      thPxXtx ,,, 000   ,                            (2.1.27) 

 

где  X  – матрицант системы (2.1.5), P  – проектор,   Ht,,h 00 . 

Действительно, действуя оператором D  на обе части равенства (2.1.27) и 

учитывая BXDX   получим следующую цепочку равенств 

 

        thPxXDtDx ,,, 000   

            thxDXthxPXD ,,,, 000000   

      tBxthPxBX ,,,000   , 

 

где  

 

         
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
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
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













t

th

h

thx
a

th

h

thx
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,,,,,,,, 000000 





  
  0

,,00





 ii aa

h

thx 
. 

 

 В результате имеем следующую теорему. 

 Теорема 2.1.2. Линейная однородная система (2.1.5) с различными 

операторами дифференцирования 
1

D  и 
2

D  имеет единственное решение вида 

(2.1.27), удовлетворяющее начальному условию  txx 0
0 

,     me

t RCtx 0
. 

Пусть вектор-функции  t,f   обладают свойством гладкости порядка 

   1,...,1,0,0 e : 

 

    me
t RRCtf  ,0
,,  .                                  (2.1.28) 



59 

 

Теорема 2.1.3. При условии (2.1.28) единственное решение x  линейной 

неоднородной системы (2.1.1), удовлетворяющее начальному условию 

    me
t RCtxx 



0
0

 определяется соотношением 

 

            





0

,,,,,, 000 dstshsPfsXthPxXtx .            (2.1.29) 

 

Доказательство. Очевидно, что второе слагаемое равенства (2.1.29) при 

условии (2.1.28) является решением неоднородной системы (2.1.1), а первое 

слагаемое, в своответствии с теоремой 2.1.2, является решением однородной 

системы (2.1.5), удовлетворяющим заданному начальному условию. 

Следовательно, соотношение (2.1.29) представляет решение системы (2.1.1). 

Единственность следует из теоремы 2.1.2. 

 

 

2.1.3 Интегральное представление многопериодического решения 

системы 

 Пусть вектор-функции  tf i , , 2,1i , обладают   , -периодичностью и 
  me

t
RRC ,0

,
 – свойством гладкости порядка    1,...,1,0,0 e  по 

    m
m RRRRRttt  ...,...,,, 1 : 

 

      me
tii RRCtfqtf  ,0
,,,  ,  mZq ,                  (2.1.30) 

 

где    
m

 ,...,,,
1

  – период с рационально несоизмеримыми координатами 

m
 ,...,,

10
 ,  

mm
qqq  ,...,

11
  – кратный период с целочисленным 

вектором   m

m
Zqqq ,...,

1
. 

Заметим, что если  t,xx   является решением системы (2.1.1), то 

    qtxtx  ,,ˆ  при mZq , в силу условия (2.1.30), также удовлетворяет 

системе (2.1.1), а их разность      txtxtz ,,ˆ,    является решением 

однородной системы (2.1.5). 

 Очевидно, что если начальная функция  tx0
 решения  t,x   системы 

(2.1.1) обладает свойством       me

t RCqtxtx  00
, mZq , то  t,x   

является  -периодическим по 
mRt  и обратно. В дальнейшем, будем 

предполагать, что это условие выполняется. 

Если начальные условия решений  t,x   и  tx ,ˆ   при 0  одинаковые 

[8, с. 24]: 

 

   t,xt,x 0 ,                                             (2.1.31) 
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то эти решения тождественно равны, причем 

 

    qt,xt,x  , mZq . 

 

Обратно, если решение  tx ,  является  -периодическим по  , то 

выполняется условие (2.1.31). 

Таким образом, если учтем зависимость решения  t,x   от начальной 

функции  tx0
, то в силу теоремы 2.1.3, имеем      thxttx ,,0,,ˆ, 0   , 

причем    txtx 0,0   и          ttxtthxttx  00 ,,ˆ,,0,,ˆ,  , где 

    tt,,ht  0 . Следовательно, условие (2.1.31) в зависимости от начальной 

функции  tx0
 имеет вид 

 

     ttxttx  00 ,,ˆ  .                                          (2.1.32) 

 

Итак, доказана следующая теорема. 

Теорема 2.1.4. Пусть выполнено условие (2.1.30). Тогда для   , -

периодичности решения      thxttx ,,0,,ˆ, 0    системы (2.1.1) с начальной 

функцией  tx0
, необходимо и достаточно, чтобы функционально-разностная 

система (2.1.32) была разрешима в классе  -периодических гладких функций 

      me

t RCqtxtx  00
, mZq . 

Далее, приступим к построению многопериодического решения системы 

(2.1.1). 

В силу структуры общего решения (2.1.29) система (2.1.32) имеет вид 

 

         tttPxXtx   00
,      at  ,               (2.1.33) 

 

где свободный член определяется  -периодической по t  функцией 

 

       



0

dst,,sh,sPfsXt . 

 

 В случае когда действительные части всех собственных значений  B  

матрицы B  отрицательные 

 

  0Re B ,                                              (2.1.34) 

 

после некоторого числа k  итераций систему (2.1.33) можно привести к 

эквивалентной системе  

 



61 

 

        ttktPxkXtx k  00                            (2.1.35) 

 

с матрицей  kX , которая по норме ограничена постоянной   из промежутка 

10   . Следовательно, имеем 

 

  1 kX .                                          (2.1.36) 

  

 Тогда методом последовательных приближений в силу условий (2.1.34), 

(2.1.36) получим, что система (2.1.35), а следовательно, система (2.1.33) имеет 

единственное гладкое  -периодическое решение  tx0
, которое имеет вид 

 

      



0

0 ,,, dstshsPfsXtx  .                         (2.1.37) 

  

 Отсюда ясно, что соответствующая однородная система (2.1.5) с 

различными операторами дифференцирования (2.1.1) и (2.1.2) при условии 

(2.1.34) имеет только нулевое   , -периодическое решение. 

 Учитывая зависимость решения  tx ,  от начальной функции  tx0 , 

подставляя (2.1.37) в формулу общего решения (2.1.29) имеем интегральное 

представление единственного   , -периодического решения 

 

      


 


 dstshsPfsXtx ,,,, .                            (2.1.38) 

  

Полученный результат сформулируем в виде теоремы. 

 Теорема 2.1.5. При условиях (2.1.30) и (2.1.34) линейная система (2.1.1) с 

различными операторами дифференцирования (2.1.2) и (2.1.3) имеет 

единственное   , -периодическое решение  t,x   с интегральным 

представлением (2.1.38). 

 

 

2.2 Многопериодические решения линейных гиперболических в 

узком смысле систем с постоянными коэффициентами 

Рассмотрим линейную систему уравнений 

 

 tfBxDx ,                                              (2.2.1) 

 

относительно  
n

xxx ,...,
1

  с векторно-матричным оператором 

дифференцирования D  вида 
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k

m

k
k

t

x
A

x
Dx









 

1
,                                          (2.2.2) 

 

где kA  и B  – постоянные nn  -матрицы;       tftftf n ,,...,,, 1    – вектор-

функция независимых переменных   ;R , 

  m

m RRRttt  ...,...,1  . 

 Предположим, что каждая из матриц kA  является симметрической с 

различными действительными ненулевыми собственными значениями 

 

  0 kjkj A ,   kjki   ,   ji  ,   Rkj  ,   nji ,1,  .              (2.2.3) 

 

 При условии (2.2.3) уравнение (2.2.1) является гиперболическим в узком 

смысле. 

 Матрицант     BX exp  уравнения (2.2.1) удовлетворяет условию 

 

   0det  EX  , 

 

где E  – единичная матрица. 

 Вектор-функция  tf ,  обладает свойствами   , -периодичности по  

 t, , непрерывности и гладкости степени  e,0  по   mRRt , : 

 

      me
t RRCtftf  ,0

,,,   

 

с рационально несоизмеримыми периодами m ,...,, 10  ,  m ,...,1 , где 
  me

t RRC ,0
,  – класс многопериодических функций f  периодов   ,   и  

гладкости  e,0  по   mRRt , ,  1,...,1e  – m -вектор. 

 Основная задача заключается в установлении существования решения 

начальной задачи и задачи о многопериодических решениях уравнения (2.2.1) и 

разработке методов их построения соответственно с условиями  

 

        me
t RCtxtxtx 



00
0, 


,                           (2.2.4) 

      me
t RRCtxtx  ,1

,,,  ,   x ,  const .    (2.2.5) 

 

 Исследование поставленной задачи проводится для уравнений с 

оператором, приведенным к каноническому виду D  оператора (2.2.2). 

С этой целью, линейной неособенной заменой  

 

Kyx  ,                                                      (2.2.6) 
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уравнение (2.2.1) приводится к виду 

 

 tCyyD ,
                                              (2.2.7) 

 

с оператором дифференцирования 

 

k

m

k
k

t
JD









 





1
,                                           (2.2.8) 

 

где 

 

KAKJ kk

1 ,   BKKC 1 ,      tfKt ,, 1   . 

  

 Приведение системы (2.2.1) к системе (2.2.7) также можно реализовать 

методом приведенным в разделе 1. 

 Заметим, что одновременное приведение матриц kA  к каноническим 

видам kJ  одной матрицей преобразования K , в силу условия (2.2.3), всегда 

возможно. 

 Используя замену (2.2.6), условия (2.2.4) и (2.2.5) запишем в виде 

 

        me
t RCtytxKty  



001
0,


 ,                              (2.2.9) 

      me
t RRCtyty  ,1

,,,  ,   
y ,                  (2.2.10) 

 

где K/
  ,   




n

j
ij

ni
ij kkK

1,1
max . 

 Из характеристических уравнений  

 

kj

kj

d

dt



 ,    

 

в силу условия (2.2.3), имеем характеристики 

 

   0000 ,, kjkjkjkjkj thtt    

 

и оператор D  распадается на n  самостоятельных операторов 

jD  

 

k

m

k
kjj

t
D









 





1




,   nj ,1 . 
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2.2.1 Метод введения дополнительных переменных 

Сведение интегрирования уравнений в частных производных первого 

порядка к обыкновенным Лагранж назвал искусством. Этот вопрос в общем 

виде был решен О.Коши для уравнений параболического типа, при котором 

систему независимых переменных можем определить изменяющимися вдоль 

своей характеристической полосы, определяемой элементами прикосновения 

интегральной поверхности. 

Элементы прикосновения состоят из координат точек и угловых 

коэффициентов касательной плоскости к поверхности в рассматриваемой 

точке. В случае однозначного соответствия между неизвестной вектор-функции 

и элементами прикосновения точки начальная задача решается методом 

характеристик Коши. А в нашей задаче такого однозначного соответствия нет. 

Здесь каждой точке соответствует несколько систем угловых коэффициентов в 

зависимости от координат искомой функции, то есть каждая координата 

неизвестной функции имеет свою характеристическую полосу со своими 

элементами прикосновения. 

Для такого случая не было метода сведения задачи для уравнений с 

частными производными к задаче для обыкновенных дифференциальных 

уравнений. Таким образом, была поставлена задача о разработке нового 

способа, реализующего метод характеристик на случай точек с несколькими 

системами элементов прикосновения. 

В данном разделе диссертационного исследования предложен 

интересный метод решения этой проблемы, который можно назвать методом 

введения дополнительных (тождественных) переменных с проекторами 

перевода одних (из них) к другим. 

Суть этого метода заключается в нижеследующем. 

Во-первых, скалярной перменной kt , mk ,1  поставим в соответствие n  

переменных knk tt ,...,1 , которые являются тождественными kknk ttt  ...1 . 

Также соответствие определяется оператором kjkkj tt  , nj ,1 . 

Например, этот оператор kj  также можно получить в виде 





n

j
kj

k
jkn

k
nk

k
k tttt

1
11 ...  , где k

j  действительные параметры из 

промежутка 10  k

j , 1
n

j

k

j . 

Очевидно, что скаляру kt  поставлен вектор  mjjj ttt ,...,1 . Функции  tx ,  

можно поставить в соответствие функцию 

     txttxxttv m

n

j

m

j

n

j
jm ,~,...,,~,...,,,...,, 1

1

1  







  . Отмечаем, что это 

соответствие однозначно обратимо.  



65 

 

Далее, во-вторых, каждое j -ое уравнение системы снабжено проектором 

jkp , переводящим kit  на kjt , при kijkkj tpt  . 

Вообще, если объяснить это более подробно, то проектор определен в 

виде  nPPdiagP ,...,1 , который на вектор-функцию  nfff ,...,1  действует в 

форме  nn fPfPPf ,...,11 . 

Далее, если  mjjjj ttff ,...,1 , то оператором  jmjj ppdiagP ,...,1  из нее 

получим  mjjmjjjjj tptpffP ,...,11 , где jkp  – проекторы [97, 98], обладающие 

свойствами 
jkjk pp 2  и 0ikjk pp , ji  , nj ,1 , mk ,1 .  

Тогда при kijkkj tpt   из kjjktp  в силу последних свойств проекторов 

получим 

 












.,0

,,2

ji

jitptp
tpptp

kjjkkjjk
kiikjkkjjk

  

  
 

 

Эти тождественные переменные и проекторы перевода одних из них к 

другим связан с определением композиции функций на j -ом уравнении и 

переводом переменных других j -ых уравнений, появляющихся при 

композиции на переменные j -ого уравнения. 

Все это, в конечном счете, связано с интегрированием и 

дифферецнированием  jj tx ,~   каждой j -ой координаты jx~  по переменным 

 jt, . 

В-третьих, после такого перехода от  mttt ,...,1  к  mttt ,...,1  и 

снабжения проектором  jmjj ppdiagP ,...,1  в системе реализуется метод 

характеристик Коши. 

Вот, таков алгоритм нового метода, разработанного в данном 

исследовании. 

Следует отметить, что при переходе от векторно-матричной формы 

уравнения (2.2.7) к скалярной форме, каждая координата 
i

y  имеет свой 

оператор дифференцирования 

i
D  по переменным  mtt ,...,, 1 . Следовательно, 

согласно методу характеристик Коши, решения определяются путем 

интегрирования вдоль характеристик kjh , соответствующих как переменным kt  

так и операторам 

jD . Такое обстоятельство диктует, чтобы каждая координата 

искомого решения имела свои независимые переменные с проекторами 

перехода от них к переменным других координат. В связи с этим, вводимые 

независимые переменные должны быть занумерованными в соответствии с 

номерами собственных значений. 
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 Тогда имеем mn  переменных kjt , mk ,1 , nj ,1  которые соответствуют 

собственным значениям kj  и получаются от исходных переменных kt  согласно 

таблице 2.2.1. 

 

Таблица 2.2.1 – Дополнительные переменные 

 

     t  

  t  
1
t  

2
t  … kt  … mt  

1t  
11
t  

21
t  … 1kt  … 1mt  

2t  
12
t  

22
t  … 2kt  … 2mt  

… … … … … … … 

jt  
j

t
1

 
j

t
2

 … 
kjt  … 

mjt  

… … … … … … … 

nt  
n

t
1

 
n

t
2

 … knt  … mnt  

 

 

Таким образом, вводим оператор  ndiag  ,...,1 , который действует 

на вектор-функцию     mi ttyty ,...,,, 1   в виде 

 

            tytyttyttytty jjmjjjmjjm ,,,...,,,...,,,...,, 111   , 

 

где  nttt ,...,1 ,  mjjj ttt ,...,1 . 

 Очевидно, что оператор   обратим и 1  определяется цепочкой 

равенств:  

 

        

mjjiji ttytyty ,...,,,, 1

111   

       tyttytty mjmjjjj ,,...,,,...,, 11

1    . 

 

 Еще раз заметим, что суть оператора   заключается в снабжении 

переменной  
n

tt ,...,
1

 j -ой координаты jy  вектор-функции y  вторым индексом 

j  и, в итоге, переходим от переменных  
n

tt ,...,
1

 к переменным   jmjj ttt ,...,1 . 

 Введем в рассмотрение пространство S  векторно-матричных функций 

переменных  t, , которые в случае вектор-функции имеют вид 

    ii txtx ,,   , а в случае матрицы записываются в виде     iij txtX ,,   , где 

i -ая строка матриц выражается через   n

i RRt , . 

 Вводим операторы  inii ppdiagP ,...,1 , ni ,1  с проекторами ijp  для 

перехода от переменных j -ой координаты jt  к переменным i -ой координаты it  

функций из пространства S : ijij ttp  . 
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 Далее, приведем правила действия операторов  inii ppdiagP ,...,1  

необходимые при произведении и композиции векторно-матричных функций 

из S . 

 (a) Проекторы 
ik

p  на скалярную координатную функцию   Sjj tx ,  

действуют в виде      ijjijjjjij txtpxtxp ,,,   . Матричный проектор 
i

P  на 

вектор-функцию     ii txtx ,,    действует в виде 

 

          ikkikkkkiki txtpxtxptxP ,,,,   . 

 

 (b) Произведение матрицы   StX ,  и вектор-функции   Stx ,  с 

проектором  
inii

ppdiagP ,...,
1

  определяется в виде 

 

                  iiijiijiiiiji txptxtxtxPtxtXty ,,,,,,,   

           S
















  iij

j
ijiij

j
jjijiij tytxtxtxptx ,,,,,  , 

 

где обозначение произведения через «» означает предварительное снабжение 

элементов матрицы X  проектором 
i

P  при ее произведении с вектор-функцией 

x . 

 (c) Произведение  tZ ,  матриц   StX ,  и   StY ,  определяется 

соотношением 

  

                  iijiijiiijiij tytxPtytxtYtXtZ ,,,,,,,   

           S
















 


iij

n

r
irjiir

n

r
rrjiriir tztytxtyptx ,,,,,

11

 , 

 

 (d) Композиция xf   с проектором 
i

P  вектор-функции 

     S xtfxtf ii ,,,,   и вектор-функции      S ii txtxx ,,   в 

пространстве S  определяется соотношением 

 

                 jjiiiiiii txPtftxPtftxfPtxft ,,,,,,,,,    

 

                  ,,,,,,,,,,, S iiijiijijjiijjijii ttxtftpxtftxptf   

 

где обозначение композиции через «» означает предварительное снабжение 

элементов вектор-функции f  проектором iP  при ее композиции с вектор-

функцией x . 

 Теперь определим векторно-матричные функции из пространства S  

вдоль характеристик  ii tsh ,,  операторов дифференцирования iD . 
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 (e) Вектор-функция      S ii txtxx ,,   на характеристике 

определяется присвоением вида     iii tshst ,,,:,   , где 

      niniiiii ththth ,,,...,,,,, 0
1

0
1

0    и имеет место 

 

       S iii tshsxtshsx ,,,,,,  . 

 

(f) Вдоль характеристики матрица      S iij txtX ,,   определяется 

соотношением вида 

 

       S iiij tshsxtshsX ,,,,,,  . 

 

 

2.2.2 Исследование методом введения дополнительных переменных 

многопериодического решения гиперболической в узком смысле системы и его 

интегральное представление 

Теперь, на основе понятий из 2.2.1, от задачи с оператором D   по 

переменным  t,  переходим к исследованию задачи с оператором D  по 

переменным  t,  в процессе которого раскрывается суть предлагаемого 

метода проекторов. 

 Действуя оператором  
n

diag  ,...,
1

 на гиперболическую в узком 

смысле систему (2.2.7), начальное условие (2.2.9) и условие 

многопериодичности (2.2.10) с учетом    tyty ,,   , 

     tyDtyDtyD ,,,    ,    ytyt  ,,,,   приводим к задаче для 

уравнения 

 

     ttCytyD ,,,  
 

 

с начальным условием 

 

   tyty 0
0, 


  

 

и условием многопериодичности 

 

      mne

t RRCtyty  ,1

,,,  ,   y , 

 

где  e ,  1,...,1e  – mn -вектор. 

С помощью оператора  
n

PPdiagP ,...,
1

 , эту задачу приводим к задаче 

 

     ttyCtyD ,,,  
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с начальным условием 

 

      mne

t RCtyty 


0
0,


 .                                 (2.2.11) 

 

Рассмотрим векторное уравнение 

 

  0,  tyD  ,                                                (2.2.12) 

 

которое в координатной форме распадается на самостоятельные уравнения  

 

  0, 

jjj tyD                                                (2.2.13) 

 

или в скалярном виде 

 

 
   

0
,...,,,...,,

,
1

1

1










 





kj

mjii
m

k
kj

mjji

jjj
t

ttytty
tyD







 . 

 

Построим характеристические уравнения 

 

kj

kj

d

dt



 , 

 

из которых определяются характеристики 

 

   0000 ,, kjkjkjkjkj thtt   ,                                (2.2.14) 

 

обладающие следующими свойствами 

 

10.   kjskjkj ttsh 


 ,, , mk ,1 , nj ,1 ; 

20.    kjkjkjkj tshtsh ,,,,   , mk ,1 , nj ,1 ; 

30.     kkjkjkkjkj tshtsh   ,,,, , mk ,1 , nj ,1 ;                                    (2.2.15) 

40.     kjkjkjkjkj tshthsh ,,,,,, 00   , mk ,1 , nj ,1 ; 

50.   0,, 

kjkjj tshD  , mk ,1 , nj ,1 .                                                                

 

Доказательства свойств (2.2.15): 

 

10.        kjkjkjskjkjskjkj ttsttsh 





,, . 

20.         ststtsh kjkjkjkjkjkj ,,  
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   kjkjkjkj tshst ,,  . 

30.           kkjkjkkjkjkjkkjkkjkj tshststtsh   ,,,, . 

40.            stsththsh kjkjkjkjkjkjkjkjkj

000000 ,,,,,,   

   kjkjkjkjkjkjkj tshstst ,,  . 

50.  
   

0
,,,,

,,
1










 





kjkj

kj

kjkj
m

k
kj

kjkj

kjkjj
t

tshtsh
tshD 







 . 

 

 Так как из вида характеристик (2.2.14) имеем равенство 

        00000

1

0

11 ,,,,,...,,,,..., jjkjkjjjkjjj thththttt   , то  jjj tsht ,,0   при 

s0  из (2.2.15) следуют следующие свойства 

 

10.   jsjj ttsh 


 ,, , 

20.    jkjjj tshtsh ,,,,   , 

30.       jjjj tshtsh ,,,, ,                                                                      (2.2.16)   

40.     jjjjj tshthsh ,,,,,, 00   , 

50.   0,, 

jjj tshD  .                                                                                             

 

 Доказательства свойств (2.2.16) аналогичны доказательствам свойств 

(2.2.15). 

 Если     ne

tjj RCty
j

0  – произвольная дифференцируемая функция вектор-

переменной jt , то, в силу 10 и 50 соотношений (2.2.16), функция 

 

       
jjjjjjjj

thythyty ,,,,,, 00000                            (2.2.17) 

 

является решением уравнения (2.2.13), удовлетворяющим условию (2.2.11), где 

      
nnjj

ththth ,,,...,,,,, 0

1

0

1

0   . 

 Тогда, учитывая (2.2.17), имеем решение  

 

      nn tytyty ,,,...,,,,, 0

1

0

1

0                                (2.2.18)   

 

векторного уравнения (2.2.12), удовлетворящее начальному условию 

 

            mne

t

mmee

ttnn RCRRCtytyty
n

 ...,...,,, ,...,

,...,

0

1

0

1

00

1
 . 

 

 Результат сформулируем в виде леммы. 

 Лемма 2.2.1. Задача (2.2.12), (2.2.11) разрешима и ее решение 

представимо соотношением (2.2.18). 
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 Теперь исследуем вопрос о   , -периодичности решений этой задачи. 

В силу свойства 30 из (2.2.16) видно, что для  -периодичности решения 

(2.2.17), необходимо и достаточно, чтобы начальная функция     ne

tjj RCty
j

0~  

была  -периодической по jt : 

 

      ne

tjjjj RCtyty
j

 00 ~~  .                                    (2.2.19) 

 

 Итак, имеет место нижеследующая лемма. 

 Лемма 2.2.2. Для того, чтобы решение векторно-матричного уравнения 

(2.2.12) было  -периодическим по jt , необходимо и достаточно, чтобы 

начальная функция была  -периодической по jt , nj ,1 . 

 Так как, начальная функция     ne

tjj RCty
j

0~   -периодична, то в силу 

свойства 20 из (2.2.16) и consty j 
0~  для  -периодичности по   решения (2.2.17), 

необходимо и достаточно выполнение условия 

 

 kkjkj l   ,  Zlkj .                                             (2.2.20) 

 

 В дальнейшем, мы ограничимся рассмотрением случаев, когда условие 

(2.2.20) выполняется для всех собственных значений kj  матрицы kA , либо не 

выполняется ни для одного из kj . 

 Очевидно, любое постоянное решение consty j   уравнения (2.2.13), 

которое порождается начальной функцией constcy jj 0 , является его   , -

периодическим решением. 

 Наряду с этими решениями, при выполнении условий (2.2.19) и (2.2.20), 

имеем отличные от постоянных   , -периодические решения  jj ty , , 

определяемые соотношением (2.2.17): 

 

    jjjjj tshyty ,,~, 0   , 

 

где 
0s  – любое начальное значение переменной  . 

 Ясно, что в случае consty j 
0  (при фиксированном j ) получим 

постоянные   , -периодические решения 

 

  cccy
n
 ,...,

1
,                                           (2.2.21) 

   

а в случае выполнения условия (2.2.20), имеем   , -периодические решения, 

определяемые формулой (2.2.18) с начальной функцией (2.2.19) в виде 
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      nn tytyty ,,...,,, 11    .                               (2.2.22)   

 

 Таким образом, доказана нижеследующая лемма. 

Лемма 2.2.3. Пусть выполняются условия леммы 2.2.2. Если условие 

(2.2.20) не выполняется, то   , -периодическими решениями векторно-

матричного уравнения (2.2.12) являются только постоянные вектора (2.2.21), 

а в случае выполнения условия (2.2.20), наряду с постоянными решениями 

существуют и непостоянные решения вида (2.2.22). 

 Теперь рассмотрим однородное линейное векторно-матричное уравнение 

 

   tyCtyD ,,                                             (2.2.23) 

 

с постоянной матрицей C . 

 Очевидно, что матрица     CY exp  удовлетворяет уравнению (2.2.23):  

 

    CYYD  ,   EY 0                                      (2.2.24) 

 

и ее назовем его матрицантом. 

 Нетрудно проверить, что если        mne

t

mmee

tt RCRRCty
n

 ...,...,

,...,

0

1
, то 

       S
jjj

thythy ,,,, 0000   является нулем оператора D : 

 

   0,,00  thyD  .                                          (2.2.25) 

 

 Тогда в силу (2.2.24) и (2.2.25)  

 

      thyYty ,,,, 0000                                  (2.2.26) 

 

является решением начальной задачи для (2.2.23) с условием  

 

      mne

t RCtyty 


0
0,


 .                                   (2.2.27) 

 

 Лемма 2.2.4. Задача (2.2.23), (2.2.27) имеет единственное решение вида 

(2.2.26), определяемое на основе “произведения с проектором” матрицанта и 

нуля оператора D . 

 Далее, исследуем   , -периодические решения уравнения (2.2.23), 

отвечающие многопериодическим нулям оператора D . 

 В связи с этим, согласно лемме 2.2.3, рассмотрим решение (2.2.26) задачи 

(2.2.23), (2.2.27) с  -периодическими по t  начальными функциями: 

 

      mne

t RCtyωty  00
                                (2.2.28) 



73 

 

с периодом  ,...,ω . 

  Докажем следующую теорему. 

 Теорема 2.2.1. Для того, чтобы решение (2.2.26) при выполнении (2.2.28) 

было   , -периодическим, необходимо и достаточно, выполнение условия  

 

     00  tyEY  .                                     (2.2.29) 

 

 Доказательство. Необходимость. Пусть решение (2.2.26)   , -

периодическое: 

 

   tyωty ,,,, 00   .                                 (2.2.30) 

 

Тогда из (2.2.30) при 0   имеем условие (2.2.29). 

 Достаточность. Допустим выполняется условие (2.2.29). Докажем 

выполнение тождества (2.2.30). 

 Наряду с решением (2.2.26) рассмотрим решение  

 

         ωthyYωtyty ,,,,,,~ 00000   

    thyY ,,000   . 

 

 Отсюда, при 0   в силу условия (2.2.29) имеем 

 

           

        .

,,~

000

000

0

tytytyEY

tyEEYtyYty









  

 

 Следовательно, решения  ty ,,0   и  ty ,,~ 0   удовлетворяют одному и 

тому же начальному условию. Тогда в силу свойства единственности решения 

   tyty ,,,,~ 00    или    tyωty ,,,, 00   . 

 Что и требовалось доказать. 

 Следствие 2.2.1. Для того, чтобы при условиях теоремы 2.2.1 векторно-

матричное уравнение (2.2.23) имело только нулевое   , -периодическое 

решение, необходимо и достаточно, выполнение условия 

 

   0det  EY  .                                        (2.2.31) 

 

 Доказательство следствия следует из эквивалентности условия (2.2.31) и 

отутствия нетривиального решения уравнения (2.2.29). 

 В качестве примера однородного векторно-матричного уравнения, 

допускающего   , -периодическое решение по   и t , рассмотрим случай, 

когда матрица C  имеет чисто мнимые собственные значения 
02
jj

  , lj ,1  
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с простыми делителями, где частоты 0

j
 , lj ,1   рационально несоизмеримые, а 

остальные собственные значения имеют ненулевые действительные части. В 

этом случае матрицант имеет вид 

 

        LYYYdiagLY
l




 ,,...,
1

1                               (2.2.32) 

 

с некоторой неособенной постоянной матрицей L ,  

 

 
























 
 






02

20
exp

0

0

j

j

j
Y , lj ,1 ;     


 CY exp ,         (2.2.33) 

 

где 


C  постоянная  ln 2 -матрица, у которой все собственные значения имеют 

ненулевые действительные части. 

 Тогда, аналогично теории периодических решений систем обыкновенных 

дифференциальных уравнений с постоянными коэффициентами, векторно-

матричное уравнение (2.2.23) имеет l  семейств rS , lr ,1  периодческих 

решений по   периодов 
0

0 1

r

r


  . В частности, если среди частот 
0

r  

существуют удовлетворяющие условию 

 

Zqrr 
00

0                                              (2.2.34) 

 

частота 0

0r
  с целым 

0r
q , то семейство 

0r
S  окажется  -периодическим по  . 

 Очевидно, при условии (2.2.34) матрицант (2.2.32)-(2.2.33) удовлетворяет 

условию (2.2.29) с ненулевым собственным вектором  ty0
. 

 Таким образом, доказано следующее утверждение. 

 Теорема 2.2.2. Векторно-матричное уравнение (2.2.23) при условиях 

(2.2.32)-(2.2.34) имеет одно семейство   , -периодических по  t,  решений 

вида (2.2.26). 

 Далее рассмотрим неоднородное линейное векторно-матричное 

уравнение 

 

     ttyCtyD ,,,  
                                (2.2.35) 

 

с постоянной матрицей C  и свободным членом 

 

      mne

t RRCtωt  ,0

,,,  .                      (2.2.36) 
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 Ясно, что решение  ty ,,0   уравнения (2.2.35) с начальным условием 

(2.2.11) состоит из суммы решения (2.2.26) соответствующего однородного 

уравнения (2.2.23) и решения неоднородного уравнения (2.2.35) с нулевым 

начальным условием  

 

       





0

,,,,,~ 0 dstshssYty .                       (2.2.37) 

 

 В том, что вектор-функция (2.2.37) удовлетворяет уравнению (2.2.35) 

можно убедиться непосредственной проверкой. 

 Следовательно,  

 

            





0

,,,,,,, 0000 dstshssYthyYty     (2.2.38) 

 

является решением уравнения (2.2.35) с начальным условием (2.2.11). 

 Таким образом, имеем лемму. 

 Лемма 2.2.5. Задача (2.2.35), (2.2.11) имеет единственное решение вида 

(2.2.38), определяемое на основе “произведений с проектором” матрицанта 

 sY   c нулем оператора D  и свободного члена, определенных вдоль 

характеристики. 

 Отметим, что в прикладных вопросах особый интерес представляет 

определение многопериодического решения неоднородного уравнения, 

отвечающего единственному тривиальному решению однородного уравнения. 

Следовательно, согласно следствию 2.2.1, предположим выполненным 

условие (2.2.31). 

Согласно конструктивному методу Харасахала-Умбетжанова-

Сартабанова, предположив существование единственного 

многопериодического решения  ty ,,0 
 неоднородного уравнения (2.2.35), из 

соотношения (2.2.38) постараемся определить начальную функцию  ty0

 , 

отвечающую этому решению, при которой   thy ,,00   является  ω, -

периодическим нулем оператора D . В связи с этим, имеем решение 

 

             







0

,,,,,, 000 dstshssYthyYty .       (2.2.39) 

 

 С целью построения этого решения, сдвинув   на   из соотношения 

(2.2.39) имеем 

 

     tyty ,,   
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           









0

,,,,,000 dstshssYthyY  

         


 





0

,,,,,000 dstshssYthyY . 

 

 Далее, заменив s  на s  получим 

 

           




 





0

,,,,,, 000 dstshssYthyYty . (2.2.40) 

 

 Умножив (2.2.40) и (2.2.39) слева на матрицы  01  Y  и  01  Y  

соответственно имеем  

 

       

 thytyY ,,, 0001   

      


 





0

,,,01 dstshssYY ,              (2.2.41) 

       

 thytyY ,,, 0001   

        





0

,,,01 dstshssYY .                      (2.2.42) 

 

 Далее, исключив из системы уравнений (2.2.41)-(2.2.42) начальную 

функцию   thy ,,00  , получим 

 

        tyYY ,0101   

          


0

0

,,,,,, 00








 dstshssYdstshssY .      (2.2.43) 

 

В силу условия (2.2.31), имеем 

 

             0detdet 1010101    YYEYYY . 

 

Тогда искомое решение (2.2.43) можно представить в виде 

 

           



 









0

,,,, 010101 dstshssYYYty  

     



 

0

,,,0




 dstshssY . 
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 Так как  

 

           0111110101    YYYYY , 

        sYYsY 010 ,  

 

то окончательно имеем 

 

           



 









0

,,,, 1111 dstshssYYYty  

     



 



0

,,,1




 dstshssY .                              (2.2.44) 

 

 Ясно, что  ty ,
, определенное соотношением (2.2.44), является 

решением уравнения (2.2.35) и чтобы оно было  -периодическим по  , нам 

необходимо соответствующим образом выбрать 
0 . 

С этой целью, в рассмотрение введем функцию   



 








s , где  s  – 

целая часть величины s . Очевидно, что  s  дифференцируема при   , 

Z , причем    0 s , и точки    устранимые особые точки производной 

 s . 

 Если положим   0





s , то устраняется особенность производной и 

имеем   0 s  при R . Очевидно, что  s  обладает свойством 

       ss . 

 В дальнейшем, рассмотрим параметр s , изменяющийся от  s  

включительно до    00    ss . Далее, как показано в рисунке 

2.2.1, этот промежуток     0,   ss  разобьем с помощью точки   на два 

промежутка    ,s  и   0,   s . 

 

 
Рисунок 2.2.1 – Графическое представление функции  s  

 

 Фактически параметр 


s
 изменяется в окрестности 




: слева до своей 

целой части включительно, а справа  до следующего целого числа. 

 s  0 s
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 Так как  0 s  есть условное обозначение  s , то в силу 

непрерывности функции  t,  имеем 

 

           tshstshs ,,,,,0,0    . 

 

 Теперь, если учтем   0 s , то при  00    s  соотношение 

(2.2.44) остается решением уравнения (2.2.35) вида  

 

           
 





 









s

dstshssYYYty ,,,, 1111
 

    
 






 




 0
1 ,,,






s

dstshssY ,                            (2.2.45) 

 

причем  -периодическим по  . В этом можно убедиться непосредственной 

проверкой. 

 Далее, для компактного представления решения (2.2.45) введем 

матричную функцию  

 

 
        

        















0,

,,
,

1111

1111






sssYYY

sssYYY
sG

  

  
             (2.2.46) 

 

с помощью которой решение (2.2.45) представляется в виде 

 

       
 

 











0

,,,,,





s

s

dstshssGty .                             (2.2.47) 

 

Построенную функцию (2.2.46) можно назвать матричной функцией 

типа Грина поскольку она обладает свойствами, характерными для таких 

функций: 

 

 10.     ,, sСGsGD 
, s ; 

 20.         EGGGG  0,0,,0,0  ;  

 30.       0,,0    sGsG ;                                                    (2.2.48) 

 40.     ,, sGsG  ; 

50.  
 

 











0

,
s

s

dssG ,                                             
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где С  – постоянная nn -матрица; E  – единичная матрица;     – одна из 

известных трех видов норм; 0  – постоянная, зависящая от матрицы С  и 

периода  . 

 

 Доказательства свойств (2.2.48): 

 10. Учитывая, что     CY exp , покажем следующее 

 

 
        

        




























0,

,,

,
1111

1111









sssYYY

sssYYY

sGD

  

  

 

               

               


















0,

,,

111211

111211





sssYYYCYY

sssYYYCYY

  

  
 

        

        


















0,

,,

1111

1111





sssYYYС

sssYYYС

  

  
 

        

        
 




,

0,

,,

1111

1111

sCG

sssYYY

sssYYY
C 
















  

  
, s . 

 

 20.  Пользуясь видом матричной функции (2.2.46), имеем 

 

   

             

          .

,0,0

11111

11111111

EYYYY

YYYYYY

GG

















 

 

 30.  На основе вида матричной функции (2.2.46), имеем  

 

     

               











sYYYsYYY

sGsG

11111111 0

,,0
 

               

                .0

0

11111111

11111111













sYYYsYYY
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 40. Пользуясь свойствами матрицанта     CY exp , получим следующее 
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50. Сначала проинтегрируем функцию (2.2.46) 
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Зная значение последнего интеграла можно его оценить 
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Отметим, что свойство 40, связанное с пределами интеграла, следует  из 

равенства 
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Следовательно, в силу свойства 50 из (2.2.48), решение (2.2.47) 

подчиняется оценке по норме 

 

y ,                                               (2.2.49) 

 

где  jj
RRnj

tyy
n

,supmax
,1





  ,     nn tytyy ,,...,, 11    . 

 Поскольку разность двух   , -периодических решений уравнения 

(2.2.35) является многопериодическим решением соответствующего 

однородного уравнения (2.2.23), то в силу условия (2.2.31) они совпадают. 

Следовательно, уравнение (2.2.35) имеет единственное   , -периодическое 

решение. 

 Таким образом, доказана следующая теорема. 

 Теорема 2.2.3. При условиях (2.2.31) и (2.2.36) уравнение (2.2.35) 

допускает единственное   , -периодическое решение вида (2.2.47) и 

справедлива оценка (2.2.49). 

Рассмотрим пример на построение матрицанта и нахождение решения 

системы уравнения с помощью проекторов. 

Рассмотрим систему уравнений  
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 Запишем (2.2.50) в виде  
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 В системе (2.2.51) произведем замену 

 

Kyx                                                       (2.2.52) 

 

с неособой ( 0K , 1K ) постоянной матрицей  
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 Тогда получим  следующую систему 
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Обе части последней системы умножаем слева на 
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 Упростив (2.2.53), получим 
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 Система (2.2.54) в координатной форме имеет вид 
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здесь 
1
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Запишем систему (2.2.55) в симметрической форме и найдем 

характеристики 

 

21 
d

dt
,  211  th ,  0

11 2   ht , 

52 
d

dt
,  522  th ,  0

22 5   ht , 

 

 

которые графически представляются в рисунке 2.2.2.  
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Рисунок 2.2.2 – Построение характеристик  

 

 Вдоль характеристик система (2.2.55) перейдет в систему 
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Примем за начальное условие 
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при 11 0 ht 


, 22 0 ht 


. 

 Пользуясь формулой (2.1.27) решения однородной системы, запишем 

общий вид решения системы (2.2.54) 
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 Определим матрицант  Y . Для этого составим характеристическое 

уравнение системы (2.2.56) 
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Решая уравнение  
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  02
2
 , 

 

находим собственные значения матрицы J   

 

22,1  . 

 

 Так как характеристический многочлен это  2
2 , то алгебраическая 

кратность равна 2, а геометрическая кратность равна 1, поскольку ранг 

матрицы EJ   равен 1. 

 Тогда матрицант системы (2.2.56) запишем в виде 
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Исходя из преобразования (2.2.52) имеем матрицант 
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Введем проектор P , который обладает следующими свойствами: 

1) PP 2 ; 

2) Пусть   – класс дифференцируемых вектор-функций  hx0 .  

Линейный оператор :P  является проектором, тогда и только 

тогда, когда существует подкласс   функций класса  , при этом 

   hxhPx 00  ; 

3) Пусть 
1

P  и 
2

P  проекторы, заданные в классе  , и проецирующие на 

подклассы 1  и 2  соответственно. Тогда 
21

PP   проектор в подклассе 

21  , в том и только том случае когда 0
1221
 PPPP . 

Действие проектора P  на начальную функцию  hx0  можно показать 

графически в рисунке 2.2.3. 
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Рисунок 2.2.3 – Графическое представление действия проектора P  

 

Общее решение системы (2.2.50) определяется соотношением 
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        hxhxhxhhx 0

2

0

1

0

21

0 ,,   и оператором P  действующим по правилу 

    
iij

PXPX    c проекторами     ijji hxhxP 00  ,  2,1, ji , где ii ath  ,  

 











00

01
1

P , 









10

00
2

P , 

   1

0

1

0

11 hxhxP  ,    1

0

2

0

21 hxhxP  , 

   2

0

1

0

12 hxhxP  ,    2

0

2

0

22 hxhxP  . 

  

Из последнего 

 

   11 sinsin hhP  ,    11 coscos hhP  , 

   22 sinsin hhP  ,    22 coscos hhP  . 

 

Следовательно, в силу (2.2.57) и (2.2.58) решение системы (2.2.50) 

представим в виде 

 

                  hxPehxPeetx 0

21

2

0

0

11

202

1

000

462,  
                2426 0

2

200

1

202 000

  txetxee , 

              hxPeehxPetx 0

22

2020

12

20

2

00

695,    

                5659 0

2

2020

1

20 000

  txeetxe . 
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 Тогда  

 

          hPXhPXtx cossin2, 1121111   

                2cos2sincossin 1211112111  tXtXhXhX , 

          hPXhPXtx cossin5, 2222212   

                5cos5sincossin 1211222221  tXtXhXhX . 

  

 Таким образом, система (2.2.50) имеет решение вида 

 

                  hPehPeetx cos4sin62, 1

20

1

202

1

000    

               

1

20

1

202 cos4sin6
000

hehee    

                2cos42sin6
000 20202   tetee , 

                hPeehPetx cos6sin95, 2

202

2

20

2

00    

             

2

202

2

20 cos6sin9
00

heehe    

              5cos65sin9
00 2020   teet . 

 

Приступим к рассмотрению примера для неоднородной системы 

уравнений 

 

 tfBx
t

x
A

x
,












,                                  (2.2.59) 

 

где  
21

, xxx  , 






 


119

64
A , 







 


49

48
B ,   












t
tf

2coscos

0
,


 . 

 Запишем (2.2.59) в виде  

 



















 












 






t
x

t

xx

2coscos

0

49

48

119

64


. 

 

Решение однородной системы соответствующей системе (2.2.59) имеет 

вид 

 

                  24262, 2

20

1

202

1

000

  thetheetx , 

                  56595, 2

202

1

20

2

000

  theethetx . 

 

 Далее, 

 

         txthPxXthtx ,,~,,,,,,, 000000                   (2.2.60) 
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представляет собой общее решение системы (2.2.59), где 

       





0

,,,,,~ 0 dstshsPfsXtx  – частное решение системы (2.2.59),         

 hx0
 – произвольная дифференцируемая функция. 

 Подставив входные данные в (2.2.60) и используя свойства проектора P  

имеем общее решение уравнения (2.2.59) 

 

             stxeethtx 226,,,,, 0

1

20200

1

00

 

              




 
0

0

222coscos4224 20

2

20 dsstsesstxe s
, 

          stxethtx 559,,,,, 0

1

2000

2

0

   

          stxee 556 0

2

202 00

 
 

           




 
0

552coscos6 22 dsstsese ss
. 

 

 Далее, вычислив интералы получим общее решение уравнения (2.2.59) в 

виде 

 

             00

1

20200

1 226,,,,,
00

  txeethtx  

       00

2

20 224
0

  txe  

 
     









  022

2

2 442sin2sin
44

4
2

0





  tetee

 
     



022

2
442cos2cos

44

2 0




 tete  

 
     




 022

2
442sin2sin

44

4 0




  tete

 
      








 022

2
442cos2cos

44

2 0




 tete  

 

 

 

  
 































  







  tee 2sin
44

44

44

4
4 2

222

2

 
 

  
 





















 







  te 2cos
44

44

44

2 2

22

2

2
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 

 

 

  
  























 02

222

0

442sin
44

44

44

4 0








  te

 
 

  
  





















 02

22

2

2

0

442cos
44

44

44

2 0








  te  

 
 

 

  
 






















 







  te 2sin
44

44

44

4 2

222

 
 

  
 





















 







  te 2cos
44

44

44

2 2

22

2

2
 

 

 

 

  
  























 02

222

0

442sin
44

44

44

4 0








  te

 
 

  
  





























 02

22

2

2

0

442cos
44

44

44

2 0








  te , 

 

          stxethtx 559,,,,, 0

1

2000

2

0

   

          stxee 556 0

2

202 00

   

 
     

















  022

2

22 10102sin2sin
104

10
3

2

1 0





  teteee

 
     


 022

2
10102cos2cos

104

2 0




 tete

 
     




 022

2
10102sin2sin

104

10 0




  tete  

 
      








 002

2
10102cos2cos

104

2




 tete

 
 

 

  
 































  







  tee 2sin
104

104

104

10
3 2

222

2  

 
 

  
 




















 







  te 2cos
104

410

104

2 2

22

2

2

 
 

  
  





















 02

22

2

2

0

10102cos
104

104

104

2 0








  te
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 

 

 

  
  























 02

222

0

10102sin
104

104

104

10 0








  te

 
 

 

  
 






















 







  te 2sin
104

104

104

10 2

222
 

 
 

  
 




















 







  te 2cos
104

410

104

2 2

22

2

2

 
 

 

  
  























 02

222

0

10102sin
104

104

104

10 0








  te  

 

 

  
  





























 02

22

2

2

0

10102cos
104

104

104

2 0








  te . 

 

Далее рассмотрим пример трехмерного уравнения  

 

Bx
t

x
A

x












,                                               (2.2.61) 

 

где  321 ,, xxxx  ,  




















396148

131916

5,145,2418

A , 




















243932

132016

487

B . 

 В системе (2.2.61) произведем замену 

 

Kyx                                                     (2.2.62) 

 

с неособой постоянной матрицей 




















521

121

312

K . 

Слева умножаем обе части уравнения (2.2.61) на 














 



5,15,22

5,25,33

5,35,54
1K . 

Имеем 

 



















































 

100

010

001

521

121

312

5,15,22

5,25,33

5,35,54

, 
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



















 

200

021

002
1AKKJ , 

















 

300

010

001
1BKKC . 

 

 Тем самым, уравнение (2.2.61) примет вид 

 

Cy
t

y
J

y












 

 

или 

 

y
t

yy















































300

010

001

200

021

002


.                       (2.2.63) 

  

Запишем (2.2.63) в координатной форме 

 













































3
33

2
22

1
11

32

,2

,2

y
t

yy

y
t

yy

y
t

yy







                                                (2.2.64) 

 

здесь 
t

DD








 221


, 

t
D









 23


, 



















3

2

1

y

y

y

y . 

 Система  (2.2.64) имеет характеристики 

 

211  th ,     222  th ,    233  th . 

 

Матрицант системы (2.2.63) представляется в виде 
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 

 

 

  
























0

0

0

300

00

00









e

e

e

Y .                                 (2.2.65) 

 

Общее решение системы (2.2.61) определяется соотношением 

 

      2,2,22,2,2, 0  tttPyYttty ,              (2.2.66) 

 

с произвольными дифференциальными вектор-функциями   

          hyhyhyhyhhhy 0

3

0

2

0

1

0

321

0 ,,,,   и оператором P  действующим по 

правилу     iij PYPY    c проекторами     ijji hyhyP 00  , 3,2,1, ji , где 

ii ath  ,  

 



















000

000

001

1P , 


















000

010

000

2P , 


















100

000

000

3P . 

 

Следовательно, в силу (2.2.65) и (2.2.66) решение системы (2.2.63) 

представим в виде 

 

         1

0

1

0

111

00

, hyehyPehy    , 

         2

0

2

0

222

00

, hyehyPehy    , 

         3

0

3

30

13

3

3

00

, hyehyPehy    , 

 

в векторной форме 

 

     

   
   
   


























3

0

3

3

2

0

2

1

0

1

0

0

0

0

,

hye

hye

hye

hPyYhy







 . 

 

 Используя замену (2.2.62) получим 

 

   

   
   
   















































3

0

3

3

2

0

2

1

0

1

0

0

0

521

121

312

,,

hye

hye

hye

hKyhx







  
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           
           
           
































3

0

3

3

2

0

21

0

1

3

0

3

3

2

0

21

0

1

3

0

3

3

2

0

21

0

1

000

000

000

52

12

32

hyehyehye

hyehyehye

hyehyehye







. 

 

 Примем за начальное условие  

 

 


















h

h

h

hy

3sin

2sin

sin
0

 

. 

 

 Тогда 

 

   

 

 

 















































3

3

2

1

3sin

2sin

sin

521

121

312

,,
0

0

0

he

he

he

hKyhx









 

 

     

     

      































2

3

21

2

3

21

2

3

21

3sin52sin2sin

3sin12sin2sin

3sin32sinsin2

000

000

000

hehehe

hehehe

hehehe







 

 

 

. 

 

 

2.2.3 Применение метода введения дополнительных переменных к 

исследованию краевой задачи для гиперболической в узком смысле системы 

Искомая вектор-функция       txtxtx n ,,...,,, 1    переменной 

  ,R  и вектор-переменной   m
m RRRttt  ...,...,1  определяется 

системой 

 

   tfxtBDx ,,                                          (2.2.67) 

 

и граничным условием 

 

        0,,00  txttxt  ,                                 (2.2.68) 

 

где D  – оператор дифференцирования  

 

k

m

k
k

t

x
A

x
Dx









 

1
                                        (2.2.69) 
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с постоянными матричными коэффициентами 
mAA ,...,1

, все собственные 

значения каждой из них  kjkj A  , mk ,1 , nj ,1  составляют спектр с 

простыми элементарными делителями 

 

  СПЭД,...,1 knk  ;                                      (2.2.70) 

 

 tB ,  – nn  -матрица, обладающая свойствами   , -периодичности и 

гладкости порядка  e,0  по  t,  

 

      me

t RRCtBtB  ,0

,,,                       (2.2.71) 

 

с m -вектором  1,...,1e ; вектор-функция       tftftf n ,,...,,, 1    

удовлетворяет аналогичному условию 

 

      me

t RRCtftf  ,0

,,,                               (2.2.72) 

 

с периодом 0  по   и вектор-периодом  m ,...,1 , причем 

m ,...,, 10   – рационально несоизмеримые;  t0  и  t  – nn  -матрицы, 

удовлетворяющие соотношениям 

 

      me

t RCtt  00  ,             me

t RCtt    ,      (2.2.73) 

 

которые при     Ett  0 -единичной матрице условие (2.2.68) обращают в 

условие многопериодичности решения периодов   , . 

 Основная задача заключается в выяснении условий дополнительных к 

условиям (2.2.70)-(2.2.73), обеспечивающих разрешимость задачи (2.2.67)-

(2.2.68) с оператором (2.2.69). 

 В силу условия (2.2.70), линейной заменой  

 

Kyx  ,                                                  (2.2.74) 

 

задачу представим в виде 

 

   tytCyD ,,  
,                                     (2.2.75) 

        0,,00  tytTtytT                                     (2.2.76) 

 

с оператором дифференцирования 
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k

m

k
k

t
JD









 





1
,                                      (2.2.77) 

 

где KAKJ kk

1 ,    KtBKtC ,, 1   ,    tfKt ,, 1   ,    KtKtT 0

1

0  
, 

   KtKtT   1
, причем  knkk diagJ  ,...,1 . 

 Для исследования задачи (2.2.75)-(2.2.76) с оператором (2.2.77) будем 

пользоваться методом, описанным в подразделе 2.2.2. 

 Оператором  ndiag  ,...,1  вводим переменные kknkk tttt  ...21  

и оператор (2.2.77) запишем в виде 

 

kj

m

k
kj

t
JD









 





1
, nj ,1 .                            (2.2.78) 

 

 Определим характеристики оператора (2.2.78) уравнениями 

 

kj

kjdt






.                                         (2.2.79) 

 

Из уравнений (2.2.79) получим 

 

    0000 ,, kjkjkjkj tth   .                                 (2.2.80) 

 

 Введем операторы  nPPdiagP ,...,1 , где jP  действует на   imii ttt ,...,1  в 

виде 

 

    jmjjmiijij tttttPtP  ,...,,..., 11 , 

 

причем jij ttP  . 

 Очевидно, что проектор jP  вектор-переменную it  переводит на 

равносильную вектор-переменную ijj tPt  , но следует отметить, что 

изменение индекса имеет важное значение при определении характеристик 

ij hh   при ij  . 

 Рассматривая задачу (2.2.75)-(2.2.76) с оператором (2.2.77) вдоль 

характеристик (2.2.80) имеем систему уравнений скалярного вида 
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    

         

    000
1

0
1

000
1

0
1

000
1

0
1

1

000
1

0
1

,,,...,,,,

,,,...,,,,,,,...,,,,

,,,...,,,,

mkjmjjjj

mimriiimjmjjj

n
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 (2.2.81) 

 

с граничными условиями 
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

  (2.2.82) 

 

и оператором дифференцирования 

 

      
 00 ,,

1
*000

1
0

1 ,...,,,,,...,,,,
kjkjkj tsht

smjjjjmjmjjjj ttyDtshtshsy
s

d









,  (2.2.83) 

 

где     tCtc ji ,,   . 

Далее, в выражениях (2.2.81)-(2.2.82), связанные с j -ой строкой системы, 

вследствии воздействия проектора jP , временные переменные kit , ni ,1  

переходят в kjt , nj ,1 . При этом, в частности, 0
kit  переходит в 0

kjt . 

 Тогда после применения проектора jP  задача (2.2.81)-(2.2.82) принимает 

вид 

 

    
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 (2.2.85) 

 

с той разницей, что 0
kit  заменены на 0

kjt . 
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Условие (2.2.85) с учетом того, что   000 ,,0 kjkjkj tth  , можно представить в 

виде 

 

   

         .,,,...,,,,,,,...,,,

,...,,0,...,

000
1

0
1

000
1

0
1

1

00
1

00
1

1

mjmjjjimjmjjj

n

i
ji

mjjimjj

n

i
ji

ththyththT

ttyttT













  (2.2.86) 

 

 Таким образом, рассматриваемая задача представлена в виде (2.2.84)-

(2.2.86) на основе функций iy  переменных  00
1

0 ,...,,, mjj tts  . 

 Далее, изучим начальную задачу для системы (2.2.84), а затем перейдем к 

исследованию краевой задачи (2.2.84), (2.2.86), пользуясь методом 

характеристик. 

 Соотношение (2.2.83) показывает, что левая часть системы (2.2.84) 

является полной производной неизвестной функции вдоль характеристик. 

Следовательно, интегрирование системы (2.2.84) проводится вдоль первых 

интегралов   kjkjkj tht ,,00  . 

 Тогда учитывая, что     kjkjkjkjkj tshthsh ,,,,,, 00    и   kjkjkj tth ,, , 

интегрированием системы (2.2.84) от  0  до   получим 

 

       mjmjjjjmjjj ththytty ,,,...,,,,,...,, 0
1

0
1

0
1   

             


dsthshthshsytshtshsc
n

i

mjmijiimjmjjjji






0 1

000

1

0

111 ,,,,,...,,,,,,,,,...,,,,  

    dstshtshs mjmjjjj





0

,,,...,,,, 0
1

0
1 .                         (2.2.87) 

 

 Таким образом, получим методику применения метода характеристик к 

решению задач для систем с матричным оператором дифференцирования. 

В подразделе 2.2.2 построена общая теория системы (2.2.75) с оператором 

(2.2.77), связанная с разрешимостью начальной задачи для нее. На этой основе  

переходим к исследованию краевой задачи (2.2.75)-(2.2.76). 

Очевидно, что операторы   и P  обратимые. Следовательно, из решения 

интегральной системы (2.2.87) однозначно определяется решение начальной 

задачи системы (2.2.75). 

Отметим, что однозначная разрешимость начальной задачи для системы 

(2.2.75) с условием 

 

         mne

t
RCtytyty   00 , , 
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описанным методом доказана в разделе 2.2.2. 

 Этот результат применительно к данной задаче можно сформулировать в 

виде нижеследующей теоремы. 

 Теорема 2.2.4. При условиях (2.2.70)-(2.2.72) начальная задача для 

системы (2.2.67) с условием 

 

     mne

t
RCtxx 



0
0

 

 

однозначно разрешима в пространстве гладких при   mnRRt   ,  n -вектор-

функций, где    0:R , 0 const , R  – замыкание R . 

 Рассматриваемая краевая задача (2.2.67)-(2.2.68) с оператором (2.2.69) 

исследована в частном случае, когда EAA m  ...1  и 0  и   – постоянные в 

работах Харасахала-Умбетжанова-Сартабанова на основе метода 

характеристик. В данном случае соотношениями (2.2.74)-(2.2.87) обоснована 

применимость метода характеристик и в случае матричного оператора 

дифференцирования (2.2.69). Следовательно, краевая задача (2.2.67)-(2.2.68) 

исследуется той же методикой, которая применялась в этих работах. В связи с 

этим предположим, что гладкая  -периодическая по 
mRt  матрица 

 

           me
t RCttXtt  ,0                        (2.2.88) 

 

обратима, то есть, существует матрица  t1 , удовлетворяющая 

соответствующему условию: 

 

             Ett  1                                          (2.2.89) 

 

где  tX ,  – матрицант однородной системы, соответствующей системе 

(2.2.67); E  – единичная матрица. 

 При условиях теоремы 2.2.4  с дополнительными требованиями (2.2.88)-

(2.2.89) нетрудно установить существование матричной функции типа Грина 

 tsG ,, , ],0[ s , ],0[   , 
mRt  данной задачи со свойствами 

 

 10.      tsGtBtsDG ,,,,,   , s ; 

 20.         0,,,0,0  tsGttsGt  ;        

 30.     EtssGtssG  ,0,,0, ;                                                          (2.2.90) 

 40.     0,,,,  tsGtsG                                                       

 

и представить искомое решение задачи (2.2.67)-(2.2.68) в виде 
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       





0

,,,,,, dstshsftsGtx .                           (2.2.91) 

 

 Таким образом, имеем теорему. 

Теорема 2.2.5. При условиях (2.2.70)-(2.2.73) и (2.2.89) краевая задача 

(2.2.67)-(2.2.68) имеет единственное решение вида (2.2.91). 

Доказательство. Нетрудно проверить, что (2.2.91) удовлетворяет системе 

(2.2.67) и граничному условию (2.2.68) на основе свойства (2.2.90) функци 

Грина  tsG ,, . Функция Грина строится при помощи матрицанта  tX ,  

системы (2.2.67) и свойств 10-40. Единственность задачи следует из условия 

(2.2.89). 

 Далее, в заключении приводим периодическую краевую задачу для 

системы гиперболического типа с двумя различными операторами 

дифференцирования в классе многопериодических решений в широком смысле. 

Рассмотрим на   qtTt ~,0:,   , 0T , 0~ q  задачу для 

системы уравнений в частных производных  

 

   tfxtB
t

xx

k

m

k
k ,,

1
















, 
nRx                        (2.2.92) 

    0,,0  TtTxtx ,  qt ~,0 .                               (2.2.93) 

 

Здесь  tx ,  – искомый n -вектор-столбец; k  – постоянные  nn -

матрицы;  nn -матрица  tB ,  и n -вектор-функция  tf ,  непрерывны по   

и t  на  , многопериодичны по  , t  с вектор-периодом   ,  и выполняется 

условия  

 

   tBptpB ,,0   , 

   tfptpf ,,0   , 

 

где ip  – целые числа, ni ,0 ,  nnpppp  ,...,, 2211  – n -вектор.  

Предположим, что в системе уравнений (2.2.92) матрицы k  являются 

постоянными и имеют вид  

 

















l

kk

r

kkk ccbbdiag ,...,,,..., , kk cb  , nlr  . 

 

Введем операторы  
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k

m

k
kb

t
bD









 

1
,  

k

m

k
kc

t
cD









 

1
, 

 

действующие на первые r  и на последующие l  координат искомой n -вектор-

функции  tx , . Тогда система (2.2.92) распадается на две подсистемы с 

различными операторами дифференцирования.  

Тогда задача (2.2.92)-(2.2.93) сводится к задаче для гиперболической 

системы уравнений с различными операторами дифференцирования и в 

координатной форме имеет вид 

 

   tfxtBxD iiiib ,,   , 
n

i Rx  , ri ,1 , 

   tfxtBxD jjjic ,,   , n
j Rx  , nrj ,1 ,             (2.2.94) 

 

    0,,0  TtTxtx ii ,  qt ~,0 , ri ,1 , 

    0,,0  TtTxtx jj ,  qt ~,0 , nrj ,1 .                 (2.2.95) 

 

Будем считать, что выполнены условия  0 , если: симметрические 

 nn -матрицы  tBi , ,  tB j ,  и n -вектор-функции  tf i , ,  tf j , , ri ,1 , 

nrj ,1  непрерывны на 21   и многопериодичны по  , t  с вектор-

периодом   ,  и выполняются условия 

 

   tBptpB ii ,,0   ,    tBptpB jj ,,0   , ri ,1 , nrj ,1  

   tfptpf ii ,,0   ,    tfptpf jj ,,0   , ri ,1 , nrj ,1 . 

 

 Краевая задача эквивалентна системе интегральных уравнений 

 

                 
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bibibibi
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, 
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              
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cj

dhfdshsfhsxhsVhVdhV
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1 ,,
~

,
~

,,
~

,
~

,
~

,





 (2.2.96) 

 

где  bi hV ,
~
 ,  cj hV ,

~
  – фундаментальные матрицы решений однородной 

системы, соответствующей (2.2.94); bthb  , cthc  . 
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Задача (2.2.94)-(2.2.95) приводится к периодической задаче семейства 

обыкновенных дифференциальных уравнений, которая эквивалентна системе 

интегральных уравнений (2.2.96) и исследуется итерационным методом. 

Полученный результат сформулируем в виде следующей теоремы. 

Теорема 2.2.6. Если матрицы  bi hB ,
~
 ,  cj hB ,

~
  и вектор-функции 

 bi hf ,
~
 ,  cj hf ,

~
  непрерывны и многопериодичны, то задача (2.2.94)-(2.2.95) 

имеет   , -периодическое решение  bi hx ,*  ,  cj hx ,*  , ri ,1 , nrj ,1  в 

широком смысле. 

Отметим, что если дополнительно предположить относительно исходных 

данных и построенного решения в широком смысле непрерывной 

дифференцируемости по   и t , то искомая функция 

              n
nmm RСtxtxtxtxtxtx ,,,...,,,,,...,,,,, 21121    , обладаю-

щая непрерывными частными производными, удовлетворяющая 

рассматриваемому уравнению с краевыми условиями является и классическим 

решением периодической краевой задачи. 
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3 МНОГОПЕРИОДИЧЕСКИЕ РЕШЕНИЯ КВАЗИЛИНЕЙНЫХ 

СИСТЕМ УРАВНЕНИЙ С РАЗЛИЧНЫМИ ОПЕРАТОРАМИ 

ДИФФЕРЕНЦИРОВАНИЯ 

 

3.1 Многопериодические решения квазилинейных систем уравнений 

с постоянными коэффициентами и двумя операторами 

дифференцирования 

Рассмотрим квазилинейную систему уравнений 

 

 xtfBxDx ,,                                             (3.1.1) 

 

относительно  21, xxx  , с начальным условием 

 

        me

t RCtxtxtx 


00
0, 


,                         (3.1.2) 

 

где  
21

, DDD   векторно-матричный оператор дифференцирования  вида 

(1.1.1) и (1.1.2): 

 

,,11
t

aD











 

t
aD









 ,22


; 

 

B  – постоянная nn -матрица;       xtfxtfxtf ,,,,,,, 21    – вектор-функция 

независимых переменных   ,R ,   m

m
RRRttt  ...,...,

1  и 

искомого вектора  








 


 j
j

nn xxRxRx
2,1

max: , удовлетворяющая 

условию 

 

       nmee
xt RRRCxtfxtf




ˆ,,0
,,,,,,                  (3.1.3) 

 

с рационально несоизмеримыми периодами n ,...,, 1 ,  n ,...,1 . Здесь e  и 

ê  есть m  и n  размерные векторы с единичными компонентами соответственно. 

Из условия (3.1.3) вытекает 

 

    xxlxtfxtf  ~,,~,,  , 0l , nRxx


,~ ;            (3.1.4) 

   0,,tf ,       xlxltfxtf   0,,,, ,  0 , nRx


 .      (3.1.5) 
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 Обобщая результаты подраздела 2.1, приступим к исследованию 

многопериодических решений системы (3.1.1).  Для этого рассмотрим 

нелинейный оператор  

 

               





0

,,,,,,,,,,, 000 dstshsxtshsPfsXthPxXtQx  (3.1.6) 

 

в пространстве  mRRS 
 


 ,  n -вектор-функций  tx , , непрерывных по 

  mRRt   , , ω -периодических по 
mRt  и ограниченных по норме 

 0xx  при     0:RR , 0 const , R0 , где  0 X , 

P ,   th ,,0   имеют прежние смыслы, известные из подраздела 2.1. 

 Полагая 1B , при   0  имеем  

 

   20  EX ,         BsX 2exp               (3.1.7) 

 

и учитывая 00 ̂x , 0ˆ0  const , 1P , получим следующую цепочку оценок 

 

           





0

,,,,,,,000 dstshsxtshsfsXxPEXxQx  

       ldstshsxl 




00 ˆ2,,,ˆ2
0

.             (3.1.8) 

 

Тогда при 

 

1B ,       l 0ˆ2 ,                               (3.1.9) 

 

в силу (3.1.8) имеем 

 

 0xQx .                                              (3.1.10) 

 

 Так как, отображение Q  сохраняет непрерывность по   mRRt   ,  и  ω -

периодичность по 
mRt , то в силу (3.1.10) оно переводит  mRRS 

 

 ,  в себя. 

 Из неравенства (3.1.9) следует, что 1ˆ  lq  , причем в силу (3.1.4) и 

(3.1.7) имеем 
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  xxqxxlxxldsxxlsXQxxQ  
~ˆ~~~~ 0

0






. 

 

 Следовательно, оператор Q  при условии (3.1.9) является сжатым. 

Очевидно, пространство  mRRS 
 


 ,  полное и, согласно принципу сжатых 

отображений, оператор Q  в нем имеет единственную неподвижную точку  

 

   tQxtx ,,    ,                                           (3.1.11) 

 

которая дифференцируемая по теореме о существовании непрерывных 

производных решения интегрального уравнения Вольтерра по параметру. 

 Следовательно, соотношение (3.1.11) показывает, что уравнение (3.1.6) 

однозначно разрешимо в пространстве  mRRS 
 


 , . 

Таким образом, доказана теорема о разрешимости начальной задачи. 

 Теорема 3.1.1. При условиях (3.1.3)-(3.1.5) и (3.1.9) начальная задача 

(3.1.1)-(3.1.2) однозначно разрешима в пространстве  mRRS 
 


 , . 

 Теперь исследуем существование многопериодического решения 

квазилинейной системы уравнений (3.1.1).  

Рассмотрим нелинейный оператор в некритическом случае 

 

          


 


 dstshsxtshsPfsXtxQ ,,,,,,,,               (3.1.12) 

 

в пространстве  mRRS 
 




,
,  n -вектор-функций  tx , , непрерывных по 

  mnRRt , ,  ω, -периодических по  t,  и ограниченных по норме x . 

 Очевидно, если    mRRStx 






 ,

,, , то, в силу    X  и (3.1.5), 

оценивая (3.13), имеем 

 

           





 dstshsxtshsPfsXtxQ ,,,,,,,,  

     




  lxlfdssX 


 ,                     (3.1.13) 

 

здесь     – одна из известных трех видов нормы вектора. 

 Следовательно, при  

 

    l                                            (3.1.14) 
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из неравенства (3.1.13) получим 
 xQ . Согласно теореме 2.1.5, имеем 

   mRRStxQ 






 ,

,,  при    mRRStx 






 ,

,, . 

 Тем самым, доказано, что оператор Q  переводит пространство 

 mRRS 
 




,
,   в  себя. 

 В силу свойств    X  и (3.1.4), для   txx ,~~    и  txx ,   из 

пространства  mRRS 
 


 ,  имеем 

 

   





  dsxxlsXxQxQ ~~


  

  xxqxxlxxl ~ˆ~~  .                       (3.1.15) 

 

Тогда из условия (3.15) имеем 1ˆ  lq  . Следовательно, в силу (3.1.15) 

оператор 
Q  является сжимающим в  mω RRS 


,  и имеем единственную 

неподвижную точку 

 

   txQtx ,,    .                                        (3.1.16) 

 

Из тождества (3.1.16) следует существование единственного решения 

уравнения (3.1.12) в пространстве  mω RRS 

, . 

Таким образом, доказана следующая теорема о существовании 

многопериодического решения рассматриваемого уравнения. 

Теорема 3.1.2. При условиях (3.1.3), (2.1.34) и (3.1.14) квазилинейное 

уравнение (3.1.1) имеет единственное  ω, -периодическое решение  tx ,  в 

пространстве  mω RRS 

, . 

 

 

3.2 Метод введения дополнительных переменных при исследовании 

многопериодических решений квазилинейных гиперболических в узком 

смысле систем 

Рассмотрим квазилинейную систему уравнений 

 

 xtfBxDx ,,                                            (3.2.1) 

 

относительно  
n

xxx ,...,
1

  с векторно-матричным оператором 

дифференцирования D  вида (2.2.2) 
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k

m

k
k

t

x
A

x
Dx









 

1
, 

 

где kA  и B  – постоянные nn -матрицы;       xtfxtfxtf n ,,,...,,,,, 1    – 

вектор-функция независимых переменных   ,R , 

  m
m RRRttt  ...,...,1  и искомого вектора  









 


 j
nj

nn xxRxRx
,1

max: . 

Предполагаем, что уравнение (3.2.1) является гиперболическим в узком 

смысле и вектор-функция  xtf ,,  обладает свойствами   , -периодичности 

по   t, , непрерывности и гладкости степени  ee ˆ,,0  по   nm RRRxt


,, : 

 

      nmee
xt RRRCxtfxtf 
ˆ,,0

,,,,,,   

 

с рационально несоизмеримыми периодами m ,...,, 1 ,  m ,...,1 , где e  и 

ê  есть m  и n  размерные векторы с единичными компонентами соответственно. 

Ставится задача об установлении условий существования решения 

начальной задачи и задачи о многопериодических решениях уравнения (3.2.1) 

соответственно с условиями  

 

        me

t
RCtxtxtx 



00

0, 


,                           (3.2.2) 

      me

t
RRCtxtx  ,1

,
,,


 ,   x .                    (3.2.3) 

 

На основе неособенной замены (2.2.6) и с помощью оператора   

уравнение (3.2.1) приводим к виду 

 

      tyttCytyD ,,,,,  
 

 

с оператором дифференцирования (2.2.8). 

 Действуя оператором  nPPdiagP ,...,1 , задачу (3.2.1)-(3.2.2) приводим к 

задаче 

 

       tytyCtyD ,,,                                  (3.2.4) 

 

с начальным условием 

 

        mne RCyyy ttωtt 


00
0,


 ,   

00 y ,                   (3.2.5) 

 

где вектор-функция      S ytyt ii ,,,,   обладает свойством 
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      nmnee

yt RRRCytyωt 


ˆ,,0

,,,,,,  ,                (3.2.6) 

 

где  


 yRyR nn :  , 0 const , 00  const ,     – одна из известных 

трех видов нормы вектора. 

 Отметим, что из свойства (3.2.6) при    mnRRt ,  следуют следующие 

неравенства 

 

      yyytyt  ~,,~,,  ,  nRyy 
,~ ;                         (3.2.7) 

   0,,t ,       yytyt    0,,,, ,  nRy 
 ,          (3.2.8) 

 

где  ,   – положительные постоянные. 

 Задачу (3.2.4)-(3.2.5) при условии (3.2.6) представим в виде 

эквивалентного ей интегрального уравнения 

 

              





0

,,,,,, 000 dstshsysYthyYty .    (3.2.9) 

 

 Чтобы определить решение уравнения (3.2.9), рассмотрим нелинейный 

оператор 

 

              





0

,,,,,, 000 dstshsysYthyYtQy  

 

в пространстве  mnRR  


 ,
S  n -вектор-функций  ty , , непрерывных по 

  mnRRt   , , ω -периодических по 
mnRt   и ограниченных по норме 

 0yy  при     0:RR , 0 const , R0 . 

 Полагая 1C , при   0 , 1P  имеем  

 

   20  EY ,         CsY 2exp ,              (3.2.10) 

 

и получим следующую оценку 

 

           





0

,,,,,,,000 dstshsytshsPsYyPEYyQy  

        




00 2,,,2
0

dstshsy .           (3.2.11) 
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Тогда при  

 

1C ,        02 ,                               (3.2.12) 

 

в силу (3.2.11) имеем 

 
 0yQy .                                           (3.2.13) 

 

 Так как, отображение Q  сохраняет непрерывность по   mnRRt   ,  и  

ω -периодичность по mnRt  , то в силу (3.2.13) оно переводит  mnRR  


 ,
S  в 

себя. 

 Из неравенства (3.2.12) следует 1 q , причем в силу (3.2.7) и 

(3.2.10) имеем 

 

  yyqyyyydsyysYQyyQ  
~~~~~ 0

0






 . 

 

 Следовательно, оператор Q  при условии (3.2.12) является сжатым. 

Очевидно, пространство  mnRR  



 ,
S  полное и, согласно принципу сжатых 

отображений, оператор Q  в нем имеет единственную неподвижную точку  

 

   tQyty ,,    .                                        (3.2.14) 

 

 Следовательно, соотношение (3.2.14) показывает, что уравнение (3.2.9) 

однозначно разрешимо в пространстве  mnRR  


 ,
S . 

 Ясно, что в процессе определения неподвижной точки методом 

последовательных приближений t  ведет себя как mn -мерный параметр, 

причем, так как правая часть уравнения (3.2.9) имеет непрерывные частные 

производные как по искомой вектор-функции так и по параметру t , то здесь 

применима теорема о существовании непрерывных производных решения 

интегрального уравнения Вольтерра по параметру. Следовательно, при 

достаточно малых значениях   из интервала  
1

,0  , неподвижная точка  ty ,
 

непрерывно дифференцируема по координатам t , где 0
1

 const . 

Решение  ty ,
 также непрерывно дифференцируемо и по  , так как,   

служит как переменная перехода от начальной задачи для дифференциального 

уравнения к эквивалентному интегральному уравнению Вольтерра при 

достаточно малых значениях   из интервала  
2

,0  , где 0
2

 const . 
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 Если условия (3.2.12) выполняются при малых значениях   из интервала 

 
0

,0  , где 00  const , то при  210 ,,min0     решение  ty ,  

непрерывно дифференцируемо по   mnRRt 


 , . 

 Таким образом доказана теорема о разрешимости начальной задачи. 

 Теорема 3.2.1. При условиях (3.2.6)-(3.2.8) и (3.2.12)  начальная задача 

(3.2.4)-(3.2.5) однозначно разрешима в пространстве  mnRR 



 




 ,
S , 

0 const . 

 Так как теорема 3.2.1 справедлива для всех R0 , то поставленная задача 

имеет единственное решение при всех R , которое может быть получено 

путем последовательного продолжения его на  -окрестность каждой точки. 

 Следствие 3.2.1. При условиях теоремы 3.2.1 задача (3.2.4)-(3.2.5) 

разрешима при всех   mnRRt , , причем,    mnRRty  

  S, . 

 Доказанная теорема 3.2.1 позволяет распространить теорему 2.2.3 на 

квазилинейный случай. 

 В связи с этим, по прежнему предположим выполненным условие 

следствия 2.2.1 (    0det  EY  ) и в соответствии с интегральным 

представлением (2.2.47) вводим оператор  

 

         
 

 











0

,,,,,





s

s

dstshsysGtyQ                    (3.2.15) 

 

в пространстве  mnω RR

,
S  n -вектор-функций  ty , , непрерывных по 

  mnRRt , ,  ω, -периодических по  t,  и ограниченных по норме y , 

где функция  s  имеет прежний смысл, что в 2.2.2. 

 Очевидно, если    mnω RRty  

 ,,  S , то, в силу свойства 40 из (2.2.48) и 

(3.2.8), оценивая (3.2.15) имеем 

 

        
 

 

 








0

,,,,,





s

s

dstshsysGtyQ  

 
 

 

   


 





 




ydssG
s

s

 
0

, .                     (3.2.16) 

 

 Следовательно, при  

 

                                                (3.2.17) 
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из неравенства (3.2.16) получим  yQ . Согласно теореме 2.2.3, имеем 

   mnω RRtyQ  

 ,,  S  при    mnω RRty  

 ,,  S . 

 Таким образом, доказано, что оператор Q  переводит пространство 

 mnω RR

,
S   в  себя. 

 В силу свойства 40 из (2.2.48) и (3.2.7) для   tyy ,~~    и  tyy ,   из 

пространства  mnω RR

,
S  имеем 

 

 
 

 

 








0

~,~





s

s

dsyysGyQyQ   

  yyqyyyy ~~~   .                              (3.2.18) 

 

Тогда из условия (3.2.17) имеем 1 q . Следовательно, в силу (3.2.18) 

оператор 
Q  является сжимающим в  mnω RR

,
S  и имеем единственную 

неподвижную точку 

 

   tyQty ,,    .                                        (3.2.19) 

 

Из тождества (3.2.19) следует существование единственного решения 

уравнения (3.2.15) в пространстве  mnω RR 

,
S . 

Таким образом, доказана следующая теорема о существовании  ω, -

периодического решения рассматриваемого уравнения. 

Теорема 3.2.2. При условиях (2.2.31), (3.2.6) и (3.2.17) квазилинейное 

уравнение (3.2.4) имеет единственное решение  ty ,
 в пространстве 

 mnω RR

,
S . 

В заключении отметим, что на основе метода введения дополнительных 

переменных и метода проекторов разработана методика исследования 

начальной задачи (3.2.1)-(3.2.2) и задачи (3.2.1), (3.2.3) о многопериодических 

решениях для квазилинейных векторно-матричных уравнений с операторами 

дифференцирования  
n

DDD ,...,
1

  с различными компонентами 
j

D , nj ,1 . 
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ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

 

Краткие выводы по результатам диссертационных исследований. В 

диссертационной работе по разработке методов упрощения оператора 

дифференцирования, а также интегрирования и изучения многопериодических 

решений линейных и квазилинейных систем с различными операторами 

дифференцирования, получены следующие результаты: 

 разработан метод приведения матричного оператора 

дифференцирования по 1m  переменным к линейному оператору с матричным 

оператором дифференцирования по m  переменным, основанный на переходе 

вдоль характеристики одной из переменных; 

 установлено существование бесконечного множества 

многопериодических нулей многопериодического оператора с постоянными 

коэффициентами в узкогиперболическом случае; 

 разработана методика интегрирования линейных систем с двумя 

различными операторами дифференцирования и установлены достаточные 

условия существования многопериодических решений в некритическом случае; 

 на основе разработанного метода получены достаточные условия 

однозначной разрешимости начальной задачи для квазилинейной системы с 

двумя различными операторами дифференцирования и существования 

единственного многопериодического решения этой системы; 

 разработан метод введения дополнительных переменных для 

линейных уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором 

дифференцирования; 

 разработан метод проекторов перехода от одной переменной к другой 

для системы гиперболической в узком смысле, достаточные условия 

однозначной разрешимости начальной задачи для линейных уравнений с 

гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования и 

достаточные условия существования единственного многопериодического 

решения этих уравнений;  

 получены достаточные условия разрешимости краевой задачи для 

системы уравнений с гиперболическим в узком смысле оператором 

дифференцирования; 

 на основе разработанного метода получены достаточные условия 

однозначной разрешимости начальной задачи для квазилинейной системы с 

гиперболическим в узком смысле оператором дифференцирования и 

существования единственного многопериодического решения этой системы. 

Оценка полноты решения поставленных задач. Вопросы 

существования многопериодических решений линейных и квазилинейных 

систем с различными операторами дифференцирования решены на основе 

метода характеристик, метода Харасахала-Умбетжанова-Сартабанова, а также 

разработанных в данной диссертационной работе метода введения 

дополнительных переменных и метода проекторов. 
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Разработка рекомендаций и исходных данных по конкретному 

использованию результатов. Результаты исследования имеют теоретическое 

значение и могут быть использованы при установлении многочастотных 

колебаний в дифференциальных системах, описывающих физико-механические 

и технические колебательные процессы, а также при организации элективных 

курсов для студентов физико-математических и инженерных специальностей. 

Оценка научного уровня выполненной работы в сравнении с 

лучшими достижениями в данной области. Результаты выполненной 

научной работы опубликованы в журналах, рекомендованных КОКСОН МОН 

РК, в материалах международных научных конференций и в журнале, 

индексируемом в базе Scopus. 
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