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БЕЛГІЛЕУЛЕР МЕН ҚЫСҚАРТУЛАР 

 

𝑃𝐶 ([0, 𝑇], 𝑅𝑛, {𝜃𝑗}𝑗=1
𝑙
) – [𝜃𝑝−1, 𝜃𝑝),  𝑝 = 1, 𝑙 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ аралығында үзіліссіз 

𝑥: [0, 𝑇] → 𝑅𝑛 және ‖𝑥‖1 = sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝑥(𝑡)‖  нормалы 

бөлікті-үзіліссіз функциялар кеңістігі; 

 

𝐶([0, 𝑇], ∆𝑁(𝜃), 𝑅
𝑛𝑁)  – ‖𝑥[∙]‖2 = max

𝑟=1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅
sup

𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟)
‖𝑥𝑟(𝑡)‖  нормалы 𝑥[𝑡] =

(𝑥1(𝑡),… , 𝑥𝑁(𝑡))  функциялар жүйесінің кеңістігі, 

мұндағы 𝑥𝑟: [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) → 𝑅𝑛 үзіліссіз және барлық 𝑟 =
1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ үшін lim

𝑡→𝑡𝑟−0
𝑥𝑟(𝑡) ақырлы сол жақты шектері бар 

функциялар; 

 

𝐶([0, 𝑇], ∆𝑁(𝜃), 𝑅
𝑛𝑁)  – ‖𝑣[∙]‖3 = max

𝑟=1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅
max

𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟]
‖𝑣𝑟(𝑡)‖  нормалы барлық 

𝑣[𝑡] = (𝑣1(𝑡), . . . , 𝑣𝑁(𝑡)) функциялар жүйесінің 

кеңістігі, мұндағы 𝑣𝑟: [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟] → 𝑅𝑛 барлық 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ 
үшін үзіліссіз; 

 

𝐶([𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟], 𝑅
𝑛)  – ‖𝑣‖4 = max

𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟]
‖𝑣(𝑡)‖,   𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ нормалы барлық 

𝑣: [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟] → 𝑅𝑛 үзіліссіз функциялар кеңістігі. 
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КІРІСПЕ 

 

Диссертациялық жұмыстың жалпы сипаттамасы. Диссертациялық 

жұмыс импульс әсерлі интегралдық-дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік 

есептерді зерттеуге және шешуге арналған.  

Зерттеудің өзектілігі импульс әсерлі интегралдық-дифференциалдық 

теңдеулер белгілі бір уақыт мезеттерінде кенет өзгерістерге ұшырайтын 

көптеген физикалық жүйелерді модельдеу кезінде жиі кездесетіндіктен және 

бұл теңдеулер үшін шеттік есептердің шешілімділігін тиімді анықтауға, 

шешімдерін табуға мүмкіндік беретін жаңа конструктивті әдістерді дамыту 

қажеттілігінде.  

Импульс әсерлі интегралдық-дифференциалдық теңдеулер популяциялық 

биологияда, химиялық заттардың таралуында, жылудың таралуында, 

электромагниттік толқындардың сәулеленуінде және т.б. процестер мен 

құбылыстарды математикалық модельдеудің тиімді құралы болып табылады. 

Бұл теңдеулерді зерттеумен көптеген ғалымдар айналысты: D.D. Bainov және 

P.S. Simeonov (1989), D.D. Bainov және P.S. Simeonov (1993), A.M. Samoilenko 

және N.A. Perestyk (1995), W.M. Haddad, V. Chellaboina және S.G.Neresov 

(2006), A.O. Ignat’ev (2008), J.J. Nieto және D. O’Regan (2009), V. 

Lakshmikantham, J. Li (2012). Соған қарамастан, импульс әсерлі интегралдық-

дифференциалдық теңдеулердің шешілімділігі мен олардың шешімдерін құру 

мәселелері өзекті күйінде қалып отыр. Сондықтан мұндай теңдеулерге арналған 

шеттік есептерді тиімді зерттеуге және олардың шешімдерін табуға мүмкіндік 

беретін жаңа конструктивті әдістерді әзірлеу маңызды. 

Тақырыптың қазіргі жағдайы. Импульс әсерлі интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер үшін әртүрлі бастапқы және шеттік есептерді 

шешілімділікке зерттеуге, шешімдерін табуға көптеген авторлардың еңбектері 

арналған [1-30]. Бұл есептер жәй дифференциалдық теңдеулер теориясының, 

математикалық физиканың әртүрлі әдістерімен, сандық және аналитикалық 

әдістермен шешіледі. Атап айтқанда, жаңа салыстыру және монотонды 

итерациялық әдісі, вариациялық әдістер. Сонымен қатар, жаңа тәсілдер мен 

әдістер жасалуда. Дегенмен, импульс әсерлі Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептердің шешілімділік шарттарын 

орнату және оларды шешудің тиімді әдістерін әзірлеу ашық күйінде қалып 

отыр. [31-35] жұмыстарында импульс әсерлі интегралдық-дифференциалдық 

теңдеулер үшін шеттік есептердің экстремал шешімдерінің бар болуының 

жеткілікті шарттарын алу үшін жоғарғы және төменгі шешімдер әдісі және 

монотонды итерациялық әдіс қолданылған. J.L. Li, J. Shen, X. Yang, J.J. Nieto, 

R. Rodriguez-Lopez жұмыстарында салыстыру және монотонды итерациялық 

әдістерін қолдану арқылы импульс әсерлі сызықтық емес аралас типті 

интегралдық-дифференциалдық теңдеулер үшін периодты шеттік есептерінің 

минималды және максималды шешімдерінің бар болуы шарттары алынды [36-

38]. Импульс әсерлі интегралдық-дифференциалдық теңдеулер үшін 

интегралдық шеттік есептер [39], импульс әсерлі сызықтық емес интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер үшін интегралдық шартты шеттік есептер [40], 
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екінші ретті импульс әсерлі интегралдық-дифференциалдық теңдеулері үшін 

екінүктелі шеттік есептер [41] жоғарғы және төменгі шешімдер әдісімен қатар 

монотонды итерация әдісін қолдану арқылы зерттелген. Импульс әсерлі және 

максимумдары бар жәй интегралдық-дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік 

есептер [42-46] жұмыстарында зерттелген. Өзегі айныған және максимумдары 

бар жәй интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін локальды емес 

шеттік есеп [47] жұмыста қарастырылып, сығылмалы бейнелеулер әдісімен 

қатар тізбектеп жуықтау әдісі арқылы шеттік есептің шешімінің бар болуы 

және жалғыздығы дәлелденген. [48] жұмыста өзегі айныған және екі спектрлі 

параметрлі біртекті екінші ретті Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуі үшін локальды емес шеттік есептің шешілімділігі орнатылды. [49] 

жұмыста бекітілген уақыт мезеттерінде импульс әсерлі сызықтық Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептер Джумабаев 

параметрлеу әдісі арқылы зерттелді, есеп шешілімділігінің және бірмәнді 

шешілімділігінің қажетті және жеткілікті шарттары теңдеудің 

дифференциалдық бөлігінің іргелі матрицасы және аралық Фредгольм 

интегралдық теңдеуінің резольвентасы арқылы құрастырылған матрица 

терминдерінде алынды. [50] жұмыста Джумабаев параметрлеу әдісі арқылы 

импульс әсерлі сызықтық интегралдық-дифференциалдық теңдеулер үшін 

шеттік есептердің бірмәнді шешілімділігінің жеткілікті шарттары орнатылды. 

Есептің шешілімділік критерийлері іргелі матрица және аралық Фредгольм 

интегралдық теңдеуінің резольвентасын қолданбай есептің бастапқы деректері 

терминдерінде алынды. Сондай-ақ есепті шешу алгоритмі ұсынылды, оның 

жинақтылық шарттары белгіленді. Импульс әсерлі сызықтық жүктелген 

дифференциалдық теңдеулері үшін екінүктелі шеттік есептердің шешімдері 

[51] жұмыста параметрлеу әдісімен табылды. 

[52-54] жұмыстарда параметрлеу әдісі арқылы интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін көпнүктелі шеттік есептің бірмәнді 

шешілімділігінің қажетті және жеткілікті шарттары анықталды. Интегралдық 

теңдеулер әдісі арқылы Риман-Лиувилль операторлары [55], сондай-ақ 

гиперболалық және параболалық-гиперболалық операторлары бар [56] 

жүктелген үшінші ретті интегралдық-дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік 

есептердің бірмәнді шешілімділігі дәлелденді. 

[57] жұмыста квазисызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуінің Джумабаев бойынша жалпы шешімі құрылды, бұл жалпы шешімнің 

бар болуы мен жалғыздығының шарттары алынды және шеттік есепті шешуде 

қолданылды. Параметрлі сызықтық емес Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебінің жалғыз 

шешімінің бар болуының жеткілікті шарттары алынды және сызықтық емес 

Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеуінің Джумабаев бойынша 

жалпы шешімі ұғымы енгізілді [58]. Вольтерра-Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулері үшін көпнүктелі шеттік есептердің шешімі 

параметрлеу әдісі арқылы анықталды [59]. 
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Жұмыстың мақсаты: Импульс әсерлі Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептерді Джумабаев параметрлеу 

әдісімен зерттеу және оның негізінде шешудің конструктивті әдісін құру. 

Зерттеу міндеттері: 

а) импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебінің шешілімділігін орнату; 

ә) импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуі үшін Джумабаев бойынша жалпы шешімді құру; 

б) Джумабаев бойынша жалпы шешімді импульс әсерлі сызықтық 

Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеуі үшін шеттік есепті шешуде 

қолдану; 

в) импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуі үшін шеттік есептің шешілімділігінің қажетті және жеткілікті 

шарттарын орнату; 

г) импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуі үшін шеттік есептің жуық шешімін табудың сандық әдісі мен 

алгоритмдерін ұсыну; 

ғ) импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебінің 

шешілімділігін анықтау; 

д) импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеуі үшін Джумабаев бойынша жалпы шешімді құру; 

е) импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеуі үшін шеттік есепті Джумабаев бойынша жалпы 

шешімнің тәуелсіз векторларына қатысты квазисызықтық алгебралық 

теңдеулер жүйесіне келтіру. 

Зерттеу нысаны импульс әсерлі сызықтық және квазисызықтық 

Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептер. 

Зерттеу пәні. Импульс әсерлі сызықтық және квазисызықтық Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептердің 

шешілімділік мәселелері, олардың шешімдерін табудың тиімді алгоритмдерін 

құру және сандық талдау. 

Ғылыми жаңалық. 

1. Параметрлері бар импульс әсерлі сызықтық интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебі шешілді. 

2. Импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуінің Джумабаев бойынша жалпы шешімі құрылды. 

3. Импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуі үшін шеттік есептер Джумабаев бойынша жалпы шешімі арқылы 

шешілді. 

4. Параметрлеу әдісі арқылы импульс әсерлі сызықтық Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеуі үшін шеттік есептердің 

шешілімділігінің қажетті және жеткілікті шарттары орнатылды. 
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5.  Импульс әсерлі сызықтық интегралдық-дифференциалдық теңдеу үшін 

шеттік есептің шешімін табуға арналған алгоритм ұсынылды және сандық 

түрде жүзеге асырылды. 

6. Параметрлері бар импульс әсерлі квазисызықтық интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебі шешілді. 

7. Импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеудің Джумабаев бойынша жалпы шешімі құрылды. 

8. Параметрлеу әдісі импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеуге арналған шеттік есептерге кеңейтілді. 

Қорғауға шығарылатын негізгі нәтижелер:  

– импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебінің шешілімділігі; 

– импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуінің ∆𝑁(𝜃) жалпы шешімі; 

– импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуі үшін шеттік есепті шешудің параметрлеу әдісі; 

– импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуі үшін шеттік есептің жуық шешімін табудың сандық әдісі мен 

алгоритмдері; 

– импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебінің шешілімділігі; 

– импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеуінің ∆𝑁(𝜃) жалпы шешімі; 

– импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеуі үшін шеттік есепке ∆𝑁(𝜃) жалпы шешімінің тәуелсіз 

векторларына қатысты квазисызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін құру. 

Зерттеу жұмыстарын жүргізу қажеттігінің негіздемесі. Диссертациялық 

жұмыста дифференциалдық, интегралдық-дифференциалдық және операторлық 

теңдеулер теориясының әдістері мен нәтижелері кеңінен қолданылады. 

Зерттелетін есептерді талдау мен шешудің негізгі әдісі – параметрлеу әдіс. 

Зерттеудің теориялық және практикалық маңыздылығы. Диссертация 

нәтижелері негізінен теориялық сипатқа ие. Жұмыстың ғылыми маңыздылығы 

– импульс әсерлі интегралдық-дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік 

есептерді зерттеу мен шешудің конструктивті әдістерін әзірлеу. 

Диссертациялық жұмыстың басқа ғылыми-зерттеу жұмыстарымен 

байланысы. Диссертациялық жұмыс «Фредгольм интегро-дифференциалдық 

теңдеулерінің квазисызықты импульсті жүйелері үшін шеттік есептерді шешу 

әдістері» (№AP13268824, 2022-2024 жж.) және «Сызықтық емес операторлық 

теңдеулердің жаңа дамуы және олардың қолданысы» (№АР23485509, 2024-

2026жж.) жобалары аясында «Жаратылыстану ғылымдары саласындағы іргелі 

зерттеулер» басымдығы бойынша гранттық қаржыландыру шеңберінде 

орындалды.  

Автордың жеке үлесі диссертациялық жұмыста келтірілген барлық 

нәтижелер автор тарапынан алынды. Ғылыми кеңесшілердің үлесі есептерді 

қоюдан және алынған нәтижелерді талқылаудан тұрады. 
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Жұмысты апробациялау. Жұмыстың негізгі нәтижелері келесі іс- 

шараларда баяндалды және талқыланды: 

– Сәуір айындағы дәстүрлі халықаралық ғылыми конференция. 

Математика және математикалық модельдеу институты. Алматы, Қазақстан 

(сәуір 2023 ж., сәуір 2024 ж.); 

– «Дифференциалдық теңдеулердің заманауи мәселелері және олардың 

қолданылуы» халықаралық ғылыми конференция, Ташкент, 23-25 қараша 2023 

ж.; 

– Өзбекстан Ұлттық университетінің Дифференциалдық теңдеулер 

ғылыми семинары (семинар жетекшісі – физика-математика ғылымдарының 

докторы, профессор Юлдашев Т.К.); 

– Өзбекстан Республикасы Ғылым академиясының В.И. Романовский 

атындағы Математика институты Дифференциалдық теңдеулер және олардың 

қолданылуы бөлімінің ғылыми-зерттеу семинары (семинар жетекшісі – физика-

математика ғылымдарының докторы, доцент Муминов З.Э.); 

– Қазақстан Республикасы Ғылым және жоғары білім министрлігі 

Математика және математикалық модельдеу ҒЗИ Дифференциалдық теңдеулер 

және динамикалық жүйелер бөлімінің «Дифференциалдық және интегралдық-

дифференциалдық теңдеулердің қазіргі мәселелері» ғылыми-зерттеу семинары 

(семинар жетекшісі – физика-математика ғылымдарының докторы, профессор 

Асанова А.Т.); 

– Қ. Жұбанов атындағы АӨУ математика кафедрасының «Қолданбалы 

математика және информатика мәселелері» ғылыми семинары (семинар 

жетекшісі – физика-математика ғылымдарының докторы, профессор Ж.А. 

Сартабанов). 

Шетелдік тағылымдама 11.09.-20.10.2023 аралығында Өзбекстан 

Республикасы Ғылым академиясының В.И. Романовский атындағы Математика 

институтында (Өзбекстан, Ташкент) өтілді.  

Жарияланымдар. Диссертация тақырыбы бойынша 8 жұмыс жарияланды, 

оның ішінде 2 мақала Scopus және Web of Science мәліметтер базаларында 

индекстелген рейтингтік ғылыми журналда [69-70], 1 мақала ҚР ҒЖБМ Ғылым 

және жоғары білім саласындағы сапаны қамтамасыз ету комитеті ұсынатын 

ғылыми басылымдар тізбесінің 1-Тізіміне енетін ғылыми басылымда [71], 1 

мақала Өзбекстан Республикасы Ғылым академиясының В.И. Романовский 

атындағы Математика институтының ғылыми бюллетенінде [72], 3 

жарияланым халықаралық конференция материалдарында [73-75] жарияланды 

және 1 Авторлық құқықпен қорғалатын объектілерге құқықтардың мемлекеттік 

тізілімге мәліметтерді енгізу туралы куәлік, Авторлық құқық объектісі: ЭЕМ-ге 

арналған бағдарлама [76]. 

Диссертацияның құрылымы мен көлемі. Диссертациялық жұмыс 

кіріспеден, екі бөлімнен, қорытындыдан, 76 пайдаланылған әдебиеттер 

тізімінен тұрады. Формулалардың, теоремалардың, леммалардың, 

анықтамалардың және мысалдардың нөмірленуі үш таңбалы: бірінші сан бөлім 

нөмірін, екіншісі ішкі бөлім нөмірін, үшіншісі ішкі бөлім ішіндегі формуланың, 
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теореманың, лемманың, анықтама мен мысалдың меншікті нөмірін білдіреді. 

Диссертациялық жұмыс 90 беттен тұрады. 

Диссертацияның қысқаша мазмұны. Диссертацияның бірінші бөлімінде 

импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеулері үшін шеттік есептер зерттеледі. 1.1 бөлімшесінде импульс әсерлі 

сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін 

арнайы Коши есебінің шешілімділігі қарастырылады 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥 +∑𝜑𝑘(𝑡)

𝑚

𝑘=1

∫𝜓𝑘(𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡),

𝑇

0

   

 

   𝑡 ≠ 𝜃𝑗,   𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,   𝑡 ∈ (0, 𝑇),   𝑥 ∈ 𝑅𝑛,                                  (0.1) 

 

(𝜃0 = 0 < 𝜃1 < 𝜃2 <. . . < 𝜃𝑙 < 𝑇 = 𝜃𝑙+1), 
 

             𝐵𝑗𝑥(𝜃𝑗 − 0) + 𝐶𝑗𝑥(𝜃𝑗 + 0) = 𝑑𝑗,  𝑑𝑗 ∈ 𝑅
𝑛, 𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,                 (0.2) 

 

мұндағы 𝐴(𝑡), 𝜑𝑘(𝑡), 𝜓𝑘(𝜏), 𝑘 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  − [0, 𝑇] аралығында үзіліссіз 𝑛 ×
𝑛 матрицалар, 𝑓0(𝑡)  − [0, 𝑇] аралығында 𝑡 = 𝜃𝑗, 𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅  нүктелерінде мүмкін 

үзілістермен бөлікті-үзіліссіз 𝑛  вектор-функция, 𝐵𝑗 , 𝐶𝑗 𝑛 × 𝑛  тұрақты 

матрицалар және 𝑑𝑗 𝑛 өлшемді тұрақты вектор. 

(0.1), (0.2) жүйенің шешімі (0.1) интегралдық-дифференциалдық теңдеуді, 

(0.2) импульс әсерлі шарттарды қанағаттандыратын (0, 𝑇) аралығында бөлікті-

үзіліссіз дифференциалданатын 𝑥(𝑡) = 𝑃𝐶 ([0, 𝑇], 𝑅𝑛, {𝜃𝑗}𝑗=1
𝑙
) функциясы.  

𝑥(𝑡) функциясының 𝑟-ші [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) интервалға тарылуын 𝑥𝑟(𝑡) арқылы 

белгілейміз, яғни 𝑥𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅. Анықтылық үшін ішкі 

интервалдардың сол жақ шеткі нүктелеріндегі 𝑥𝑟(𝑡) функциясының мәндері оң 

жақты шектерге тең деп ұйғарамыз, яғни 𝑥𝑟(𝑡𝑟−1) = lim
𝑡→𝑡𝑟−1+0

𝑥𝑟(𝑡), 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅. 

Сонымен қатар, егер 𝑥(𝑡) функциясы (0, 𝑇) интервалында бөлікті-үзіліссіз 

дифференциалданса және 𝑡 ∈ (0, 𝑇)\{𝑡𝑝, 𝑝 = 1, 𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ } әрбір нүктесі үшін (0.1), 

(0.2) импульс әсерлі Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеуін 

қанағаттандырса, онда оның 𝑥[𝑡] = (𝑥1(𝑡), … , 𝑥𝑁(𝑡)) тарылулар жүйесі келесі 

интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесін қанағаттандырады 

 

𝑑𝑥𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)𝑥𝑟 +∑𝜑𝑘(𝑡)

𝑚

𝑘=1

∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)𝑥𝑗(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡),

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

 

 

  𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅.                                          (0.3) 
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𝜆𝑟 = 𝑥𝑟(𝑡𝑟−1), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ параметрлерін және  𝑢𝑟(𝑡) = 𝑥𝑟(𝑡) − 𝜆𝑟  жаңа белгісіз 

функцияларын енгіземіз, әрбір [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) интервалында 𝑥𝑟(𝑡) функциясына 

ауыстыру жасасақ, келесі параметрлі интегралдық-дифференциалдық 

теңдеулер жүйесін аламыз 

 

𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝑢𝑟 + 𝜆𝑟) +∑𝜑𝑘(𝑡)

𝑚

𝑘=1

∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)(𝑢𝑗(𝜏) + 𝜆𝑗)𝑑𝜏 +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑓(𝑡), 

 

𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),   𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅,                                        (0.4) 
 

𝑢𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅.                                         (0.5) 
 

1.2 бөлімшесінде (1), (2) импульс әсерлі сызықтық Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеулері үшін Джумабаев бойынша жалпы 

шешімнің жаңа ұғымы енгізіледі. Жалпы шешім дифференциалдық және 

интегралдық-дифференциалдық теңдеулерге қатысты әртүрлі есептерді зерттеу 

мен шешуде маңызды рөл атқарады.  

0.1-анықтама. 𝑢[𝑡, 𝜆] = (𝑢1(𝑡, 𝜆), … , 𝑢𝑁(𝑡, 𝜆)) функциялар жүйесі (0.4), 

(0.5) параметрлі Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесі 

үшін арнайы Коши есебінің шешімі болса және оның компоненттері келесі 

 

𝐵𝑗 (𝜆𝑟+(𝑗) + 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝜃𝑗−0

𝑢𝑟+(𝑗)(𝑡)) + 𝐶𝑗𝜆𝑟+(𝑗)+1 = 𝑑𝑗,     𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅  

 

шарттарды қанағаттандырса, 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) = 𝜆𝑟 + 𝑢𝑟(𝑡, 𝜆), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) 
және 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑇, 𝜆) = 𝜆𝑁 + 𝑙𝑖𝑚

𝑡→𝑇−0
𝑢𝑁(𝑡) теңдіктерімен анықталатын 

𝑥(𝛥𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) функциясы (0.1), (0.2) импульс әсерлі интегралдық-

дифференциалдық теңдеудің Джумабаев бойынша 𝛥𝑁(𝜃) жалпы шешімі деп 

аталады.  

Осылайша әрбір 𝛥𝑁(𝜃) регулярлы бөліктеуі үшін 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) функциясы 

барлық 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁 және 𝑡 ∈ [0, 𝑇]\𝜃𝑗,  𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅  үшін анықталады. (0.3) 

интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесінің (0.4), (0.5) параметрлі 

арнайы Коши есебіне эквиваленттілігі барлық 𝑡 ∈ (0, 𝑇)\{𝑡𝑠 , 𝑠 = 1,𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ } және 

𝜆 ∈ 𝑅𝑛𝑁 үшін 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) функциясы (0.1), (0.2) импульс әсерлі Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеуін қанағаттандырады дегенді білдіреді. 

Сонымен Δ𝑁(𝜃) жалпы шешім келесі өрнектермен анықталады 

 

𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) = 𝜆𝑟 +∑𝑑𝑟,𝑗(Δ𝑁(𝜃), 𝑡)𝜆𝑗 +

𝑁

𝑗=1

 

 

+𝑏𝑟(Δ𝑁(𝜃), 𝑡),   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),   𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅,                             (0.6) 
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𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑇, 𝜆) = 𝜆𝑁 +∑𝑑𝑁,𝑗(Δ𝑁(𝜃), 𝑇)𝜆𝑗 +

𝑁

𝑗=1

𝑏𝑁(Δ𝑁(𝜃), 𝑇).       (0.7) 

 

0.1-теорема. Егер 

а) 𝛥𝑁(𝜃) регулярлы бөліктеу және 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) функциясы (0.1), (0.2) 

импульс әсерлі Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеуінің 𝛥𝑁(𝜃) 
жалпы шешімі болса; 

ә) [0, 𝑇] аралығында 𝑡 = 𝑡𝑟 , 𝑟 = 1,𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  нүктелерінде мүмкін үзілістермен 

бөлікті-үзіліссіз 𝑥̃(𝑡) функциясы берілсе; 

б) 𝑥̃(𝑡) функциясының 𝜃𝑗, 𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅  нүктелерінде мүмкін үзілістермен (0, 𝑇) 

аралығында бөлікті-үзіліссіз туындысы бар болса және барлық 𝑡 ∈
(0, 𝑇)\{𝑡𝑠, 𝑠 = 1, 𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ } үшін (0.2) шартты (0.1) теңдеуін қанағаттандырса; 

онда барлық 𝑡 ∈ [0, 𝑇] үшін 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) = 𝑥̃(𝑡) теңдігі орындалатын жалғыз 

𝜆̃ = (𝜆̃1, . . . , 𝜆̃𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁 бар болады. 

0.1-салдар. 𝛥𝑁(𝜃) регулярлы бөліктеу, 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) функциясы (0.1), (0.2) 

теңдеуінің 𝛥𝑁(𝜃) жалпы шешімі және 𝑥̃(𝑡) функциясы (0.2) шартты (0.1) 

Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеуінің шешімі болса, онда 

барлық 𝑡 ∈ [0, 𝑇] үшін 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) = 𝑥̃(𝑡) теңдігі орындалатындай жалғыз 

𝜆̃ = (𝜆̃1, . . . , 𝜆̃𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁 бар болады.  

0.1-салдарға сәйкес (0.1), (0.2) жүйенің кез келген шешіміне сәйкес жалғыз 

𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁 параметр бар болады, осылайша 𝛥𝑁(𝜃) жалпы шешімі 

(0.1), (0.2) жүйенің шешіміне сәйкес келеді. (0.1), (0.2) теңдеулер жүйесінің 

шешімі (0.1), (0.2) жүйесін қанағаттандыратын бөлікті-үзіліссіз 

дифференциалданатын 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆), 𝑡 ∈ (0, 𝑇)\{𝑡𝑝 , 𝑝 = 1, 𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ } функциясына 

қарағанда, [0, 𝑇] аралығында бөлікті-үзіліссіз, 𝜃𝑗, 𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅  нүктелерінде мүмкін 

үзілістермен (0, 𝑇) интервалында бөлікті-үзіліссіз дифференциалданады және 

барлық 𝑡 ∈ (0, 𝑇) үшін (0.1), (0.2) жүйесіне сәйкес келеді. Сондықтан егер 𝑥(𝑡) 
функциясы (0.1), (0.2) жүйенің шешімі болса, онда оның тарылуларынан 

құралған 𝑥[𝑡] = (𝑥1(𝑡), … , 𝑥𝑁(𝑡)) функциялар жүйесі (0.2) импульс әсерлі 

шартты (0.1) теңдеуімен қатар импульс әсері жоқ нүктелерде үзіліссіздік 

шарттарын да қанағаттандырады:  

 

lim
𝑡→𝑡𝑟−(𝑝)−0

𝑥𝑟−(𝑝)(𝑡) − 𝑥𝑟−(𝑝)+1(𝑡𝑟−(𝑝)) = 0,   𝑝 = 1, 𝑁 − 𝑙 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.        (0.8) 

 

𝛥𝑁(𝜃) регулярлы бөліктеу және 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) функциясы (0.1), (0.2) жүйенің 

∆𝑁(𝜃) жалпы шешімі деп ұйғарамыз. Осы шешімді қолданып (0.2) импульс 

шарттары мен (0.3) үзіліссіздік шарттарын келесі түрде жазамыз 

 

𝐵𝑗𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝜃𝑗 − 0, 𝜆) + 𝐶𝑗𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝜃𝑗 + 0, 𝜆) = 𝑑𝑗,    𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,        (0.9) 

 

lim
𝑡→𝑡𝑟−(𝑝)−0

𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) − 𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(𝑝), 𝜆) = 0,   𝑝 = 1, 𝑁 − 𝑙 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.     (0.10) 
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𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) - ∆𝑁(𝜃) жалпы шешімінің (6), (7) түріндегі өрнектерін (9), (10) 

шарттарына қойып 𝑛(𝑁 − 1) параметрлі сызықтық алгебралық теңдеулерді 

аламыз 

 

𝐵𝑗[𝐼 + 𝑑𝑟+(𝑗),𝑟+(𝑗)(∆𝑁(𝜃), 𝜃𝑗)]𝜆𝑟+(𝑗) + [𝐵𝑗𝑑𝑟+(𝑗),𝑟+(𝑗)+1(Δ𝑁(𝜃), 𝜃𝑗) + 𝐶𝑗]𝜆𝑟+(𝑗)+1 + 

 

+ ∑ 𝑑𝑟+(𝑗),𝑖(∆𝑁(𝜃), 𝜃𝑗)

𝑁

𝑖=1,𝑖≠𝑟+(𝑗),

𝑖≠𝑟+(𝑗)+1

𝜆𝑖 = 𝑑𝑗 − 𝐵𝑗𝑏𝑟+(𝑗)(Δ𝑁(𝜃), 𝜃𝑗),    𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,    (0.11) 

 

[𝐼 + 𝑑𝑟−(𝑝),𝑟−(𝑝)(∆𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(𝑝))]𝜆𝑟−(𝑝) − [𝐼 − 𝑑𝑟−(𝑝),𝑟−(𝑝)+1(Δ𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(𝑝)) + 𝐶𝑗] × 

 

× 𝜆𝑟−(𝑝)+1 + ∑ 𝑑𝑟−(𝑝),𝑖(∆𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(𝑝))

𝑁

𝑖=1,𝑖≠𝑟−(𝑝),
𝑖≠𝑟−(𝑝)+1

𝜆𝑖 =  

 

= −𝑏𝑟−(𝑝)(Δ𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(𝑝)),    𝑝 = 1, 𝑁 − 𝑙 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.                          (0.12) 

 

0.1-лемма. Егер 𝑥[𝑡] = (𝑥1(𝑡),… , 𝑥𝑁(𝑡)) функциялар жүйесі (0.3) 

интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесінің шешімі болса және 

𝑥𝑟(𝑡), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ функциялар (0.6) шарттарын қанағаттандырса, онда 𝑥(𝑡) =
𝑥𝑟(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ және 𝑥(𝑇) = 𝑙𝑖𝑚

𝑡→𝑇−0
𝑥𝑁(𝑡) теңдіктерімен 

анықталатын 𝑥(𝑡) функциясы (0.1), (0.2) импульс әсерлі Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеуінің шешімі болады. 

0.2-теорема. (0.1), (0.2) жүйесі шешілімді болуы үшін 𝑏∗(𝛥𝑁(𝜃)) векторы 

(𝐷∗(∆𝑁(𝜃)))
′
 транспонирленген матрицасының өзегіне ортогональ, яғни  

 

(𝑏∗(𝛥𝑁(𝜃)) , 𝜂) = 0 

 

теңдігі кез келген 𝜂 ∈ 𝐾𝑒𝑟 (𝐷∗(∆𝑁(𝜃)))
′
 үшін орындалуы қажетті және 

жеткілікті, мұндағы (∙,∙) − 𝑅𝑛(𝑁−1) кеңістігіндегі скаляр көбейтінді.  

0.3-теорема. Егер 𝛥𝑁(𝜃) регулярлы және 𝐷∗(∆𝑁(𝜃)) матрицасының 

рангісі 𝑛(𝑁 − 1)-ге тең болса, онда (0.1), (0.2) жүйенің классикалық жалпы 

шешімі бар болады. 

1.3 бөлімшесінде  

 

                     𝐵0𝑥(0) + 𝐶0𝑥(𝑇) = 𝑑0,    𝑑0 ∈ 𝑅
𝑛                                 (0.13) 

 

шеттік шартымен (0.1), (0.2) импульс жүйесін қарастырамыз.  
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𝛥𝑁(𝜃) жалпы шешімнің сәйкес мәндерін (0.13) шеттік шартына қойып 

параметрлері бар сызықтық алгебралық теңдеуді аламыз 

 

𝐵0𝜆1 + 𝐶0 [𝜆𝑁 +∑𝑑𝑁,𝑖(Δ𝑁(𝜃), 𝑇)

𝑁

𝑖=1

𝜆𝑖] = 𝑑0 − 𝐶0𝑏𝑁(Δ𝑁(𝜃), 𝑇),      (0.14) 

 

𝑄∗(∆𝑁(𝜃)) арқылы (0.11), (0.12), (0.14) теңдеулерінің сол жағына сәйкес 

матрицаны белгілейміз. Сонда (0.11), (0.12), (0.14) теңдеулер жүйесін келесі 

түрде жазуға болады 

 

𝑄∗(∆𝑁(𝜃))𝜆 = −𝐹∗(Δ𝑁(𝜃)),   𝜆 ∈ 𝑅
𝑛𝑁,                            (0.15) 

 

мұндағы 𝐹∗(∆𝑁(𝜃)) = (−𝑑1 + 𝐵1𝑏𝑟+(1)(∆𝑁(𝜃), 𝜃1), . . . , −𝑑𝑙 + 𝐵𝑙𝑏𝑟+(𝑙)(∆𝑁(𝜃), 𝜃𝑙), 

 

𝑏𝑟−(1)(∆𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(1)), . . . , 𝑏𝑟−(𝑁−𝑙−1)(∆𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(𝑁−𝑙−1)), 

 

−𝑑0 + 𝐶0𝑏𝑁(∆𝑁(𝜃), 𝑇)) ∈ 𝑅
𝑛𝑁. 

 

0.2-лемма. 𝛥𝑁(𝜃) регулярлы бөліктеу және 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) функциясы (0.1), 

(0.2) импульс әсерлі Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеулер 

жүйесінің Джумабаев бойынша 𝛥𝑁(𝜃) жалпы шешімі деп ұйғарамыз.  

(a) егер 𝜆∗ ∈ 𝑅𝑛𝑁 (0.15) теңдеуінің шешімі болса, онда 𝑥∗(𝑡) =
𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆

∗) функциясы (0.1), (0.2), (0.13) шеттік есебінің шешімі болады. 

(ә) егер 𝑥∗∗(𝑡) (0.1), (0.2), (0.13) шеттік есебінің шешімі және 𝜆𝑟
∗∗ =

𝑥∗∗(𝑡𝑟−1), 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅ компоненттерінен тұратын 𝜆∗∗ = (𝜆1
∗∗, . . . , 𝜆𝑁

∗∗) ∈ 𝑅𝑛𝑁 

параметр болса, онда 𝜆∗∗ (0.15) теңдеуінің шешімі болады. 

0.4-теорема. (0.1), (0.2), (0.13) есебі шешілімді болуы үшін ℱ∗(𝛥𝑁(𝜃)) 

векторы (𝑄∗(∆𝑁(𝜃)))
′
 транспонирленген матрицасының өзегіне ортогональ, 

яғни  

 

(ℱ∗(𝛥𝑁(𝜃)) , 𝜂) = 0 

 

теңдігі кез келген 𝜂 ∈ 𝐾𝑒𝑟 (𝑄(∆𝑁(𝜃)))
′
 үшін орындалуы қажетті және 

жеткілікті, мұндағы (∙,∙) − 𝑅𝑛𝑁 кеңістігіндегі скаляр көбейтінді. 

0.2-салдар. (0.1), (0.2), (0.13) есебі бірмәнді шешілімді болуы үшін 

𝑄∗(∆𝑁(𝜃)): 𝑅
𝑛𝑁 → 𝑅𝑛𝑁 матрицасы қайтымды болуы қажетті және 

жеткілікті. 

1.4 бөлімшесінде импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептердің жуық шешімдерін табу 

алгоритмдері қарастырылады. Джумабаев параметрлеу әдісі (0.1), (0.2), (0.13) 

импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 
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теңдеулері үшін шеттік есептерге қолданылады. Алгоритмнің жүзеге 

асырылуын және орындалуының қарапайымдылығын көрсету үшін мысалдар 

келтіріледі. 

Диссертациялық жұмыстың 2 бөлімінде импульс әсерлі квазисызықтық 

Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептер 

зерттеледі. 2.1 бөлімшесінде импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебінің 

шешілімділігін анықтау үшін бекітілген уақыт мезеттерінде импульс әсерлі 

квазисызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеуін 

қарастырамыз 

 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥 +∑𝜑𝑘(𝑡)∫𝜓𝑘(𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓0(𝑡) +  

𝑇

0

𝑚

𝑘=1

 

 

+𝜀𝑓(𝑡, 𝑥),   𝑡 ≠ 𝜃𝑗 ,   𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,   𝑡 ∈ (0, 𝑇),   𝑥 ∈ 𝑅𝑛 ,            (0.16) 

 

                                            (𝜃0 = 0 < 𝜃1 < 𝜃2 <. . . < 𝜃𝑙 < 𝑇 = 𝜃𝑙+1), 
 

             𝐵𝑗𝑥(𝜃𝑗 − 0) + 𝐶𝑗𝑥(𝜃𝑗 + 0) = 𝑑𝑗 ,    𝑑𝑗 ∈ 𝑅
𝑛,   𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,                (0.17) 

 

мұндағы 𝜀 > 0, 𝑓: [0, 𝑇] × 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 үзіліссіз функция, ‖𝑥‖ = max
𝑖=1,𝑛̅̅̅̅̅

|𝑥𝑖|. 

(0.16), (0.17) жүйенің шешімі (0.16) интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуді, (0.17) импульс әсерлі шарттарын қанағаттандыратын (0, 𝑇) 
аралығында бөлікті-үзіліссіз дифференциалданатын 𝑥(𝑡) ∈

𝑃𝐶 ([0, 𝑇], 𝑅𝑛, {𝜃𝑗}𝑗=1
𝑙
) функциясы. 

Егер 𝑥(𝑡) функциясы (0.16), (0.17) импульс әсерлі Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеуін қанағаттандырса және (𝑡, 𝑥(𝑡)) ∈

𝐺(0)(𝜌), онда оның 𝑥[𝑡] = (𝑥1(𝑡),… , 𝑥𝑁(𝑡)) тарылулар жүйесі төмендегі 

интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесін қанағаттандырады 

 

               
𝑑𝑥𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)𝑥𝑟 +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)𝑥𝑗(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓0(𝑡) +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

 

 

+𝜀𝑓(𝑡, 𝑥𝑟), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅.                      (0.18) 
 

𝜆𝑟 =̂ 𝑥𝑟(𝑡𝑟−1) қосымша параметрлерді енгізу және 𝑢𝑟(𝑡) = 𝑥𝑟(𝑡) − 𝜆𝑟 

функциясын ауыстыру арқылы параметрлі интегралдық-дифференциалдық 

теңдеулер жүйесін аламыз 
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𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝑢𝑟 + 𝜆𝑟) +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)[𝑢𝑗(𝜏) + 𝜆𝑗]𝑑𝜏 + 𝑓0(𝑡)

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

+ 

 

+𝜀𝑓(𝑡, 𝑢𝑟 + 𝜆𝑟), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,𝑡𝑟),                                (0.19) 
 

                                                   𝑢𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅.                                       (0.20) 
 

(0.19), (0.20) есебі параметрлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебі [64].  

(0.19), (0.20) есебіне сәйкес сызықтық арнайы Коши есебін қарастырамыз  

  
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝑢𝑟 + 𝜆𝑟) +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)[𝑢𝑗(𝜏) + 𝜆𝑗]𝑑𝜏 +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

 

 

+𝑓0(𝑡),   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),                                              (0.21) 
 

                                                         𝑢𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅.                                   (0.22) 
 

A шарты. Келесі теңсіздіктер орындалсын: 

 

(1) ‖𝑓(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝑀0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐺
0(𝜌),𝑀0 − тұрақты; 

 

(2) 𝑀1ℎ̅ = [(𝛼 + 𝐾0)(𝜌 + ‖𝜆
(0)‖) + 𝐾1 + 𝜀𝑀0]ℎ̅ < 𝜌, мұндағы  

 

𝐾0 = ∑ max
𝑡∈[0,𝑇]

𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫‖𝜓𝑘(𝜏)‖𝑑𝜏,   𝛼 = max
𝑡∈[0,𝑇]

𝐴(𝑡),   𝐾1 = max
𝑡∈[0,𝑇]

𝑓0(𝑡),

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

 

 

ℎ̅ = max
𝑟=1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅

(𝑡𝑟 − 𝑡𝑟−1). 

 

𝜌𝜆 = 𝜌 −𝑀1ℎ̅,  𝜌𝑣 = 𝑀1ℎ̅ сандарын таңдаймыз және келесі жиындарды 

құрамыз: 

 

𝑆(𝜆(0), 𝜌𝜆) = {𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁: ‖𝜆𝑟 − 𝜆𝑟

(0)‖ < 𝜌𝜆, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅}, 

 

𝑆(0, 𝜌𝑣) = {𝑣[𝑡] ∈ 𝐶([0, 𝑇], ∆𝑁(𝜃), 𝑅
𝑛𝑁): ‖𝑣[∙]‖2 < 𝜌𝑣}, 

 

𝐺𝑝
0(𝜌) = {(𝑡, 𝑥): 𝑡 ∈ [𝑡𝑝−1, 𝑡𝑝), ‖𝑥 − 𝑥0(𝑡)‖ < 𝜌 − 𝑀1(𝑡𝑝 − 𝑡)}, 𝑝 = 1, 𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

 

𝐺𝑁
0(𝜌) = {(𝑡, 𝑥): 𝑡 ∈ [𝑡𝑁−1, 𝑡𝑁], ‖𝑥 − 𝑥0(𝑡)‖ < 𝜌 −𝑀1(𝑡𝑁 − 𝑡)} 
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және 

𝐺0(∆𝑁(𝜃), 𝜌) =⋃𝐺𝑟
0(𝜌).

𝑁

𝑟=1

 

 

Тұйық аралық интервалдарда келесі арнайы Коши есебін қарастырамыз: 

 

𝑑𝑣𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝑣𝑟 + 𝜆𝑟) +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)[𝑣𝑗(𝜏) + 𝜆𝑗]𝑑𝜏 + 𝑓0(𝑡) +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

 

 

+𝜀𝑓(𝑡, 𝑣𝑟 + 𝜆𝑟),   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟],                                 (0.23) 
 

                             𝑣𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅.                                      (0.24) 
 

0.5-теорема. 𝐼 − 𝐺(𝛥𝑁(𝜃)) матрицасы қайтымды болсын, 0.1-шарты 

және келесі теңсіздіктер орындалсын: 

 
(𝑖) ‖𝑓(𝑡, 𝑥′) − 𝑓(𝑡, 𝑥′′)‖ ≤ 𝐿0‖𝑥

′ − 𝑥′′‖, 𝐿0 − тұрақты, (𝑡, 𝑥′), (𝑡, 𝑥′′) ∈ 𝐺0(𝜌); 
 

(𝑖𝑖) (𝛼 + 𝐿0 + 𝐾0)ℎ̅ < 1; 
 

(𝑖𝑖𝑖) 𝜒𝑒𝛼(𝑡𝑟−𝑡𝑟−1) (𝜀𝑀0 + 𝐾1 + (𝛼 + 𝐾0)(𝜌𝜆 + ‖𝜆
(0)‖)) ℎ̅ < 𝜌𝑣, мұндағы 

 

𝜒 = 1 + ℎ̅∑ 𝑚𝑎𝑥
𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟]

‖𝜑𝑘(𝑡)‖∑‖ℛ𝑘,𝑝(∆𝑁(𝜃))‖∑ ∫‖𝜓𝑝(𝑠)‖𝑑𝑠𝑒
𝛼ℎ̅ .

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

 

 

Онда кез келген 𝜆̂ ∈ 𝑆(𝜆(0), 𝜌𝜆) үшін 𝑆(0, 𝜌𝑣) жиынында (0.23), (0.24) арнайы 

Коши есебінің жалғыз шешімі 𝑣[𝑡, 𝜆̂] = (𝑣1(𝑡, 𝜆̂), . . . , 𝑣𝑁(𝑡, 𝜆̂)) функциялар 

жүйесі бар болады. 

0.2-анықтама. 𝑢[𝑡, 𝜆, 𝜀] = (𝑢1(𝑡, 𝜆, 𝜀), . . . , 𝑢𝑁(𝑡, 𝜆, 𝜀)) ∈ 𝑆(𝑣[𝑡, 𝜆], 𝜌𝑢) 

функциялар жүйесі (0.19), (0.20) 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑁) ∈ 𝑆(𝜆
(0), 𝜌𝜆) параметрлі 

арнайы Коши есебінің жалғыз шешімі болса және 

 

𝐵𝑗 (𝜆𝑟+(𝑗) + 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝜃𝑗−0

𝑢𝑟+(𝑗)(𝑡, 𝜆, 𝜀)) + 𝐶𝑗𝜆𝑟+(𝑗)+1 = 𝑑𝑗,     𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅  

 

шарттарды қанағаттандырса, онда 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆, 𝜀) = 𝜆𝑟 + 𝑢𝑟(𝑡, 𝜆, 𝜀), 𝑡 ∈
[𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅ және 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑇, 𝜆, 𝜀) = 𝜆𝑁 + 𝑙𝑖𝑚

𝑡→𝑇−0
𝑢𝑁(𝑡, 𝜆, 𝜀) теңдіктерімен 

анықталатын 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆, 𝜀) функциясы (0.16), (0.17) импульс әсерлі 
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квазисызықтық интегралдық-дифференциалдық теңдеудің 𝐺0(∆𝑁(𝜃), 𝜌) 
жиынындағы Джумабаев бойынша ∆𝑁(𝜃) жалпы шешімі деп аталады. 

0.2-анықтама мен 0.5-теоремадан келесі тұжырым шығады.  

0.6-теорема. 0.5-теореманың шарттары орындалса, онда (0.16), (0.17) 

жүйенің 𝐺0(∆𝑁(𝜃), 𝜌) жиынындағы ∆𝑁(𝜃) жалпы шешімі 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆, 𝜀) 
функциясы бар және бұл функцияны келесі түрде жазуға болады 

 

𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆, 𝜀) = 𝑦(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) + ∆𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆, 𝜀) 
 

және келесі бағалау орындалады 

 

sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖∆𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆, 𝜀)‖ ≤
1

1 − 𝑞𝜀
𝜀𝜒 max

𝑟=1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅
sup

𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟)
‖𝑓(𝑡, 𝑣𝑟(𝑡, 𝜆) + 𝜆𝑟)‖, 

 

мұндағы ∆𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆, 𝜀) = 𝑢𝑟(𝑡, 𝜆, 𝜀) − 𝑣𝑟(𝑡, 𝜆), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅, 
∆𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑇, 𝜆, 𝜀) = lim

𝑡→𝑇−0
𝑢𝑁(𝑡, 𝜆, 𝜀) − lim

𝑡→𝑇−0
𝑣𝑁(𝑡, 𝜆).  

Диссертацияның 2.3 бөлімшесінде импульс әсерлі квазисызықтық 

Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептер 

қойылады және ол 𝛥𝑁(𝜃) жалпы шешімнің тәуелсіз векторларына қатысты 

квазисызықтық алгебралық теңдеулер жүйесіне келтіріледі. Бекітілген уақыт 

мезеттерінде импульс әсерлі (0.16), (0.17) квазисызықтық Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеуін (0.3) шеттік шартпен қарастырамыз. 

𝛥𝑁(𝜃) регулярлы бөліктеу үшін жалпы шешімнің сәйкес өрнектерін (0.3) шеттік 

шартқа, (0.17) импульс шарттарына және (0.18) үзіліссіздік шарттарына қоя 

отырып келесі теңдеулерді аламыз 

 

𝐵0𝑥(Δ𝑁(𝜃), 0, 𝜆) + 𝐶0𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝑇, 𝜆) = 𝑑0,                      (0.25) 
 

𝐵𝑗𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝜃𝑗 − 0, 𝜆) + 𝐶𝑗𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝜃𝑗 + 0, 𝜆) = 𝑑𝑗 ,    𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,        (0.26) 

 

lim
𝑡→𝑡𝑟−(𝑝)−0

𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) − 𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(𝑝), 𝜆) = 0,   𝑝 = 1, 𝑁 − 𝑙 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.    (0.27) 

 

(0.19), (0.20) арнайы Коши есебінің Δ𝑁(𝜃) жалпы шешімін (0.25)   шеттік 

шартқа, (0.26) импульс және (0.27) үзіліссіздік шарттарына қойып, 

квазисызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін аламыз 

 

𝑄∗(Δ𝑁(𝜃))𝜆 = −𝐹∗(Δ𝑁(𝜃)) − 𝐹
∗(Δ𝑁(𝜃), 𝜀, 𝑓).                  (0.28) 

 

0.7-теорема. 0.5-теореманың шарттары мен келесі теңсіздіктер 

орындалсын: 

 

(𝑖) 𝑄∗(𝛥𝑁(𝜃)) қайтымды және ‖[𝑄∗(𝛥𝑁(𝜃))]
−1
‖ ≤ 𝛾; 
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(𝑖𝑖) 𝑞𝜀 = 𝜀𝜒𝐿0 < 1; 
 

(𝑖𝑖𝑖) 𝜎𝜀 = 𝑞𝜀 (
𝜒

1 − 𝑞𝜀
(𝛼 + 𝐾0 + 𝜀𝐿0) + 1) < 1; 

 

(𝑖𝑣) 
1

1 − 𝑞𝜀
𝜀𝜒 𝑚𝑎𝑥

𝑟=1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅
𝑠𝑢𝑝

𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟)
‖𝑓 (𝑡, 𝑣𝑟(𝑡, 𝜆

(0)) + 𝜆𝑟
(0))‖ < 𝜌𝑣; 

 

(𝑣) 
1

1 − 𝜎𝜀

𝜀𝜒

1 − 𝑞𝜀
𝛾𝑚𝑎𝑥(1, ‖𝐷‖)𝑚𝑎𝑥 (‖𝑑0‖ + ‖𝐶0‖,𝑚𝑎𝑥

𝑗=1,𝑙̅̅̅̅
(‖𝑑𝑗‖ + ‖𝐵𝑗‖), 1) 

 

× 𝑚𝑎𝑥
𝑟=1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅

𝑠𝑢𝑝
𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟)

‖𝑓 (𝑡, 𝑣𝑟(𝑡, 𝜆
(0)) + 𝜆𝑟

(0)
)‖ < 𝜌𝜆. 

 

Онда (0.28) квазисызықтық алгебралық теңдеулер жүйесінің 𝜆 =
(𝜆1, . . . , 𝜆𝑁) ∈ 𝑆(𝜆

(0), 𝜌𝜆) жалғыз шешімі бар болады. 
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1 ИМПУЛЬС ӘСЕРЛІ СЫЗЫҚТЫҚ ФРЕДГОЛЬМ ИНТЕГРАЛДЫҚ-

ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕРІ ҮШІН ШЕТТІК ЕСЕПТЕР  

 

1.1 Импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебінің 

шешілімділігі 

Бекітілген уақыт мезеттерінде импульс әсерлі сызықтық Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеуін қарастырамыз 

 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥 +∑𝜑𝑘(𝑡)

𝑚

𝑘=1

∫𝜓𝑘(𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡),

𝑇

0

   

 

   𝑡 ≠ 𝜃𝑗,   𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,   𝑡 ∈ (0, 𝑇),   𝑥 ∈ 𝑅
𝑛,                     (1.1.1) 

 

(𝜃0 = 0 < 𝜃1 < 𝜃2 <. . . < 𝜃𝑙 < 𝑇 = 𝜃𝑙+1), 
 

             𝐵𝑗𝑥(𝜃𝑗 − 0) + 𝐶𝑗𝑥(𝜃𝑗 + 0) = 𝑑𝑗,  𝑑𝑗 ∈ 𝑅
𝑛, 𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,                 (1.1.2) 

 

мұндағы 𝐴(𝑡), 𝜑𝑘(𝑡), 𝜓𝑘(𝜏), 𝑘 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  [0, 𝑇] аралығында үзіліссіз 𝑛 ×
𝑛 матрицалар, 𝑓(𝑡)  − [0, 𝑇] аралығында 𝑡 = 𝜃𝑗, 𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅  нүктелерінде мүмкін 

үзілістермен бөлікті-үзіліссіз 𝑛  вектор-функция, 𝐵𝑗 , 𝐶𝑗 𝑛 × 𝑛  тұрақты 

матрицалар және 𝑑𝑗 𝑛 өлшемді тұрақты вектор. 

Нормасы ‖𝑥‖1 = sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝑥(𝑡)‖ болатын [𝜃𝑝−1, 𝜃𝑝),  𝑝 = 1, 𝑙 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ аралығында 

үзіліссіз 𝑥: [0, 𝑇] → 𝑅𝑛 бөлікті-үзіліссіз функциялар кеңістігін 

𝑃𝐶 ([0, 𝑇], 𝑅𝑛, {𝜃𝑗}𝑗=1
𝑙
) арқылы белгілейміз, яғни 

 

𝑃𝐶 ([0, 𝑇], 𝑅𝑛, {𝜃𝑗}𝑗=1
𝑙
) = {𝑥: [0, 𝑇] → 𝑅𝑛;  𝑥 функциясы 

 

[𝜃𝑝−1, 𝜃𝑝) аралығында үзіліссіз, барлық 𝑝 = 1, 𝑙 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ үшін lim
𝑡→𝜃𝑝−0

𝑥(𝑡) ақырлы 

шегі бар және 𝑥(𝑇) = lim
𝑡→𝑇−0

𝑥(𝑡)}. 

 

(1.1.1), (1.1.2) жүйенің шешімі (1.1.1) интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуді, (1.1.2) импульс әсерлі шарттарды қанағаттандыратын (0, 𝑇) 
аралығында бөлікті-үзіліссіз дифференциалданатын 𝑥(𝑡) ∈

𝑃𝐶 ([0, 𝑇], 𝑅𝑛, {𝜃𝑗}𝑗=1
𝑙
) функциясы.  

Айталық, Δ𝑁(𝜃) келесі 𝑡0 = 0 < 𝑡1 < 𝑡2 <. . . < 𝑡𝑁−1 < 𝑡𝑁 = 𝑇 бөліктеуі 

болсын, мұндағы 𝑡𝑠 , 𝑠 = 1, 𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  нүктелер жиыны 𝜃𝑗, 𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅  импульс әсерлі 

нүктелерді қамтиды және ℎ̅ = max
𝑟=1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅

(𝑡𝑟 − 𝑡𝑟−1).  
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Әрбір Δ𝑁(𝜃) бөліктеуі үшін өзара бірмәнді функциялар бар болсын: 

 

𝑟+: (1,2, . . . , 𝑙) → (1,2, . . . , 𝑁 − 1), 
 

𝑟−: {(1,2, . . . , 𝑁 − 1)\(𝑟+(1), 𝑟+(2), . . . , 𝑟+(𝑙))} → (1,2, . . . , 𝑁 − 1), 
 

барлық 𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ , 𝑝 = 1, 𝑁 − 𝑙 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ үшін 𝑡𝑟+(𝑗) = 𝜃𝑗 және 𝑡𝑟−(𝑝) ≠ 𝜃𝑗. 

𝑥(𝑡) функциясының 𝑟-ші [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) интервалға тарылуын 𝑥𝑟(𝑡) арқылы 

белгілейміз, яғни 𝑥𝑟(𝑡) = 𝑥(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅. Анықтылық үшін ішкі 

интервалдардың сол жақ шеткі нүктелеріндегі 𝑥𝑟(𝑡) функциясының мәндері оң 

жақты шектерге тең деп ұйғарамыз, яғни 𝑥𝑟(𝑡𝑟−1) = lim
𝑡→𝑡𝑟−1+0

𝑥𝑟(𝑡), 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅. 

Сонымен қатар, егер 𝑥(𝑡) функциясы (0, 𝑇) интервалында бөлікті-үзіліссіз 

дифференциалданса және 𝑡 ∈ (0, 𝑇)\{𝑡𝑝, 𝑝 = 1, 𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ } әрбір нүктесі үшін (1.1.1), 

(1.1.2) импульс әсерлі Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеуін 

қанағаттандырса, онда оның 𝑥[𝑡] = (𝑥1(𝑡), … , 𝑥𝑁(𝑡)) тарылулар жүйесі келесі 

интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесін қанағаттандырады 

 

𝑑𝑥𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)𝑥𝑟 +∑𝜑𝑘(𝑡)

𝑚

𝑘=1

∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)𝑥𝑗(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡),

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

 

 

  𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅.                                   (1.1.3) 
 

𝐶([0, 𝑇], ∆𝑁(𝜃), 𝑅
𝑛𝑁) арқылы 𝑥[𝑡] = (𝑥1(𝑡), … , 𝑥𝑁(𝑡)) функциялар жүйесінің 

кеңістігін белгілейміз, мұндағы 𝑥𝑟: [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) → 𝑅𝑛 үзіліссіз және барлық 𝑟 =
1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ үшін lim

𝑡→𝑡𝑟−0
𝑥𝑟(𝑡) ақырлы сол жақты шектері бар функциялар, кеңістіктің 

нормасы ‖𝑥[∙]‖2 = max
𝑟=1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅

sup
𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟)

‖𝑥𝑟(𝑡)‖ . 

𝜆𝑟 = 𝑥𝑟(𝑡𝑟−1), 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅ параметрлерін және  𝑢𝑟(𝑡) = 𝑥𝑟(𝑡) − 𝜆𝑟  жаңа 

белгісіз функцияларын енгіземіз, әрбір [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) интервалында 𝑥𝑟(𝑡) 
функциясына ауыстыру жасасақ, келесі параметрлі интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебін аламыз 

 

𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝑢𝑟 + 𝜆𝑟) +∑𝜑𝑘(𝑡)

𝑚

𝑘=1

∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)(𝑢𝑗(𝜏) + 𝜆𝑗)𝑑𝜏 +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑓(𝑡), 

 

𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),   𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅,                                        (1.1.4) 
 

𝑢𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅.                                    (1.1.5) 
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Бекітілген 𝜆∗ ∈ 𝑅𝑛𝑁 параметрдің мәнінде (1.1.4), (1.1.5) арнайы Коши есебінің 

шешімі деп 𝜆 = 𝜆∗ болғанда (1.1.4) интегралдық-дифференциалдық теңдеулер 

жүйесі мен (1.1.5) бастапқы шартты қанағаттандыратын 𝑢[𝑡, 𝜆∗] =

(𝑢1(𝑡, 𝜆
∗), … , 𝑢𝑁(𝑡, 𝜆

∗)) ∈  𝐶([0, 𝑇], ∆𝑁(𝜃), 𝑅
𝑛𝑁) функциялар жүйесін айтамыз. 

(1.1.3) интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесі (1.1.4), (1.1.5) 

параметрлі арнайы Коши есебіне келесі мағынада эквивалентті болады. Егер 

𝑥̃[𝑡] = (𝑥̃1(𝑡), … , 𝑥̃𝑁(𝑡)) функциялар жүйесі (1.1.3) жүйенің шешімі болса, онда 

𝑢[𝑡, 𝜆̃] = (𝑢1(𝑡, 𝜆̃), … , 𝑢𝑁(𝑡, 𝜆̃)) функциялар жүйесі, мұндағы 𝜆̃ = 𝑥̃𝑟(𝑡𝑟−1),

𝑢𝑟(𝑡, 𝜆̃) = 𝑥̃𝑟(𝑡) − 𝜆̃𝑟 , 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅, (1.1.4), (1.1.5) арнайы Коши есебінің 𝜆 = 𝜆̃ =

(𝜆̃1, . . . , 𝜆̃𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁 параметрлі шешімі болады. Және керісінше, 𝜆 = 𝜆∗ =

(𝜆1
∗ , . . . , 𝜆𝑁

∗ ) ∈ 𝑅𝑛𝑁 параметрлі 𝑢[𝑡, 𝜆∗] = (𝑢1(𝑡, 𝜆
∗), … , 𝑢𝑁(𝑡, 𝜆

∗)) функциялар 

жүйесі (1.1.4), (1.1.5) есебінің шешімі болса, онда 𝑥𝑟
∗(𝑡) = 𝜆𝑟

∗ + 𝑢𝑟(𝑡, 𝜆
∗), 𝑟 =

1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ элементтерінен тұратын 𝑥∗[𝑡] = (𝑥1
∗(𝑡), … , 𝑥𝑁

∗ (𝑡)) функциялар жүйесі 

(1.1.3) интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесінің шешімі болады.  

Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеуі үшін арнайы Коши 

есебі Коши есебі секілді әрқашан шешілімді емес. (1.1.4), (1.1.5) арнайы Коши 

есебінің шешілімділік және бірмәнді шешілімділік шарттары [60] жұмыста 

орнатылған.  

Δ𝑁(𝜃) әрбір бөліктеуі (1.1.4), (1.1.5) параметрлі арнайы Коши есебін 

тудырады. 

Δ𝑁(𝜃) регулярлы бөліктеу делік [60, 83-бет] және (1.1.4), (1.1.5) жалғыз 

шешімінің компоненттері келесі түрде анықталсын 

 

𝑢𝑟(𝑡, 𝜆) = ∑𝑑𝑟,𝑗(Δ𝑁(𝜃), 𝑡)𝜆𝑗 + 𝑏𝑟(Δ𝑁(𝜃), 𝑡),

𝑁

𝑗=1

   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),   𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅,   (1.1.6) 

 

мұндағы  

 

𝑑𝑟,𝑗(Δ𝑁(𝜃), 𝑡) = Φ𝑟(𝑡) ∫ Φ𝑟
−1(𝜏)∑𝜑𝑘(𝜏) [∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))𝑉𝑝,𝑗(Δ𝑁(𝜃)) +

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

𝑡

𝑡𝑟−1

 

 

+ ∫ 𝜓𝑘(𝜏1)

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑑𝜏1] 𝑑𝜏,   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟],   𝑗 ≠ 𝑟,   𝑟, 𝑗 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅, 

 

𝑑𝑟,𝑟(Δ𝑁(𝜃), 𝑡) = Φ𝑟(𝑡) ∫ Φ𝑟
−1(𝜏) {∑𝜑𝑘(𝜏) [∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))𝑉𝑝,𝑟(Δ𝑁(𝜃)) +

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

𝑡

𝑡𝑟−1
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+ ∫ 𝜓𝑘(𝜏1)

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑑𝜏1] + 𝐴(𝜏)} 𝑑𝜏, 

 

𝑏𝑟(Δ𝑁(𝜃), 𝑡) = Φ𝑟(𝑡) ∫ Φ𝑟
−1(𝜏) [∑𝜑𝑘(𝜏) ×

𝑚

𝑘=1

𝑡

𝑡𝑟−1

 

 

∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))𝑔𝑝(Δ𝑁(𝜃), 𝑓) + 𝑓(𝜏)

𝑚

𝑝=1

] 𝑑𝜏, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅, 

 

𝑉𝑝,𝑟(Δ𝑁(𝜃)) = ∫ 𝜓𝑝(𝜏)Φ𝑟(𝜏) ∫ Φ𝑟
−1(𝜏1)𝐴(𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏 +

𝜏

𝑡𝑟−1

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

 

 

+∑∑ ∫ 𝜓𝑝(𝜏)Φ𝑟(𝜏) ∫ Φ𝑟
−1(𝜏1)𝜑𝑘(𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏 ∫ 𝜓𝑘(𝜏2)𝑑𝜏2,

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

𝜏

𝑡𝑗−1

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑚

𝑘=1

𝑁

𝑗=1

 

 

𝑔𝑝(Δ𝑁(𝜃), 𝑓) = ∑ ∫ 𝜓𝑝(𝜏)Φ𝑟(𝜏) ∫ Φ𝑟
−1(𝜏1)𝑓(𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏,

𝜏

𝑡𝑟−1

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

𝑁

𝑟=1

 

 

𝐺𝑝,𝑘(Δ𝑁(𝜃)) =∑ ∫ 𝜓𝑝(𝜏)Φ𝑟(𝜏) ∫ Φ𝑟
−1(𝜏1)𝜑𝑘(𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏,   𝑝, 𝑘 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ,

𝜏

𝑡𝑟−1

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

𝑁

𝑟=1

 

 

[𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟]  интервалындағы 
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑧 дифференциалдық теңдеуінің іргелі 

матрицасын Φ𝑟(𝑡) арқылы белгілейміз. 𝐺𝑝,𝑘(Δ𝑁(𝜃)) матрицасын қолданып 

 

𝐺(Δ𝑁(𝜃)) = (𝐺𝑝,𝑘(Δ𝑁(𝜃)))                                    (1.1.7) 

 

құрамыз, [𝐼 − 𝐺(Δ𝑁(𝜃))]
−1
= (ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))) , 𝑘, 𝑝 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝐼 − 𝑛𝑚 өлшемді 

бірлік матрица, ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃)) 𝑛 өлшемді квадрат матрицалар. 

1.1.1-анықтама. 𝐼 − 𝐺(𝛥𝑁(𝜃)) матрицасы қайтымды болса, 𝛥𝑁(𝜃) 
бөліктеуі (1.1.1) теңдеуі үшін регулярлы бөліктеу деп аталады. 
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1.2 Импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулері үшін Джумабаев бойынша 𝚫𝑵(𝜽) жалпы 

шешімін анықтау  

Жалпы шешім дифференциалдық және интегралдық-дифференциалдық 

теңдеулерге қатысты әртүрлі есептерді зерттеу мен шешуде маңызды рөл 

атқарады. Осы бөлімшеде (1.1.1), (1.1.2) импульс әсерлері бар сызықтық 

Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеулері үшін Джумабаев 

бойынша жалпы шешімнің жаңа ұғымы енгізіледі. 

1.1 бөлімшеде параметрлеу әдісі арқылы (1.1.1), (1.1.2) интегралдық-

дифференциалдық теңдеулері (1.1.4), (1.1.5) параметрлі интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебіне келтірілетіні 

көрсетілді. (1.1.4), (1.1.5) арнайы Коши есебімен байланысты ескере отырып, 

келесі анықтаманы ұсынамыз. 

1.2.1-анықтама. 𝑢[𝑡, 𝜆] = (𝑢1(𝑡, 𝜆),… , 𝑢𝑁(𝑡, 𝜆)) функциялар жүйесі (1.1.4), 

(1.1.5) параметрлі Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеулер 

жүйесі үшін арнайы Коши есебінің шешімі болса және оның компоненттері 

келесі 

 

𝐵𝑗 (𝜆𝑟+(𝑗) + 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝜃𝑗−0

𝑢𝑟+(𝑗)(𝑡)) + 𝐶𝑗𝜆𝑟+(𝑗)+1 = 𝑑𝑗,     𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅  

 

шарттарды қанағаттандырса, 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) = 𝜆𝑟 + 𝑢𝑟(𝑡, 𝜆), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) 
және 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑇, 𝜆) = 𝜆𝑁 + 𝑙𝑖𝑚

𝑡→𝑇−0
𝑢𝑁(𝑡) теңдіктерімен анықталатын 

𝑥(𝛥𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) функциясы (1.1.1), (1.1.2) импульс әсерлі интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесінің Джумабаев бойынша 𝛥𝑁(𝜃) жалпы 

шешімі деп аталады.  

Осылайша әрбір 𝛥𝑁(𝜃) регулярлы бөліктеуі үшін 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) функциясы 

барлық 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁 және 𝑡 ∈ [0, 𝑇]\𝜃𝑗,  𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅  үшін анықталады. 

(1.1.3) интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесінің (1.1.4), (1.1.5) 

параметрлі арнайы Коши есебіне эквиваленттілігі барлық 𝑡 ∈ (0, 𝑇)\{𝑡𝑠 , 𝑠 =
1, 𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ } және 𝜆 ∈ 𝑅𝑛𝑁 үшін 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) функциясы (1.1.1), (1.1.2) импульс 

әсерлі Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеуін қанағаттандырады 

дегенді білдіреді. Сонымен Δ𝑁(𝜃) жалпы шешім келесі өрнектермен 

анықталады 

 

𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) = 𝜆𝑟 +∑𝑑𝑟,𝑗(Δ𝑁(𝜃), 𝑡)𝜆𝑗 +

𝑁

𝑗=1

 

 

+𝑏𝑟(Δ𝑁(𝜃), 𝑡),   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),   𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅,                             (1.2.1) 
 

𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑇, 𝜆) = 𝜆𝑁 +∑𝑑𝑁,𝑗(Δ𝑁(𝜃), 𝑇)𝜆𝑗 +

𝑁

𝑗=1

𝑏𝑁(Δ𝑁(𝜃), 𝑇).       (1.2.2) 
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1.2.1-теорема. Егер 

(а) 𝛥𝑁(𝜃) регулярлы бөліктеу және 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) функциясы (1.1.1), (1.1.2) 

импульс әсерлі Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеуінің 𝛥𝑁(𝜃) 
жалпы шешімі болса; 

(ә) [0, 𝑇] аралығында 𝑡 = 𝑡𝑟 , 𝑟 = 1, 𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅  нүктелерінде мүмкін 

үзілістермен бөлікті-үзіліссіз 𝑥̃(𝑡) функциясы берілсе; 

(б) 𝑥̃(𝑡) функциясының 𝜃𝑗 , 𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅  нүктелерінде мүмкін үзілістермен (0, 𝑇) 

аралығында бөлікті-үзіліссіз туындысы бар болса және барлық 𝑡 ∈
(0, 𝑇)\{𝑡𝑠, 𝑠 = 1, 𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ } үшін (1.1.2) шартты (1.1.1) теңдеуін 

қанағаттандырса;  

онда барлық 𝑡 ∈ [0, 𝑇] үшін 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) = 𝑥̃(𝑡) теңдігі орындалатын жалғыз 

𝜆̃ = (𝜆̃1, . . . , 𝜆̃𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁 бар болады. 

Дәлелдеуі. 𝑥̃(𝑡) функциясының 𝑟-ші  [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) аралықтарына 

тарылуларынан құралған 𝑥̃[𝑡] = (𝑥̃1(𝑡), . . . , 𝑥̃𝑁(𝑡)) функциялар жүйесі (1.1.3) 

интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесінің шешімі екенін оңай 

көруге болады. 𝑥̃(𝑡) функциясы үшін 𝜆̃ = (𝜆̃1, . . . , 𝜆̃𝑁) параметрін анықтаймыз, 

мұндағы 𝜆̃𝑟 = 𝑥̃𝑟(𝑡𝑟−1), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅. (1.1.4), (1.1.5) арнайы Коши есебін 𝜆 = 𝜆̃ 

болғанда шешіп, 𝑢[𝑡, 𝜆̃] = (𝑢1(𝑡, 𝜆̃), . . . , 𝑢𝑁(𝑡, 𝜆̃)) функциялар жүйесін табамыз. 

𝑥̃[𝑡] = (𝑥̃1(𝑡), … , 𝑥̃𝑁(𝑡)) функциялар жүйесі (1.1.3) теңдеулер жүйесінің шешімі 

болғандықтан, 𝑢[𝑡, 𝜆̃] функциялар жүйесі бар және жалғыз, оның компоненттері  

 

𝐵𝑗 (𝜆𝑟+(𝑗) + 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝜃𝑗−0

𝑢𝑟+(𝑗)(𝑡)) + 𝐶𝑗𝜆𝑟+(𝑗)+1 = 𝑑𝑗, 𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅  

 

шарттарын қанағаттандырады. 1.2.1-анықтамадан, 𝑥̃(𝑡) = 𝜆̃𝑟 + 𝑢𝑟(𝑡, 𝜆̃), 𝑡 ∈

[𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅ және 𝑥̃(𝑇) = 𝜆̃𝑁 + lim
𝑡→𝑇−0

𝑢𝑁(𝑡, 𝜆̃) қатынастардан келесі 

теңдеулер туындайды: 

 

𝑥̃(𝑡) = 𝜆̃𝑟 + 𝑢𝑟(𝑡, 𝜆̃) = 𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆̃),     𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),   𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅, 
 

𝑥̃(𝑇) = 𝜆̃𝑁 + lim
𝑡→𝑇−0

𝑢𝑁(𝑡, 𝜆̃) = 𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝑇, 𝜆̃). 

 

𝜆̃ = (𝜆̃1, . . . , 𝜆̃𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁 жалғыз екенін көрсетейік. Біздің тұжырымымызға қарсы, 

барлық 𝑡 ∈ [0, 𝑇] үшін 𝑥̃(𝑡) = 𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆
∗) орындалатындай басқа 𝜆∗ =

(𝜆∗1, . . . , 𝜆
∗
𝑁) ∈ 𝑅

𝑛𝑁 бар деп болжайық. Онда 1.2.1-анықтамаға сәйкес 

 

𝑥̃(𝑡) = 𝜆𝑟
∗ + 𝑢𝑟(𝑡, 𝜆

∗),    𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),   𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅,        
 

𝑥̃(𝑇) = 𝜆𝑁
∗ + lim

𝑡→𝑇−0
𝑢𝑁(𝑡, 𝜆

∗) 
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теңдіктерін аламыз, мұндағы 𝑢[𝑡, 𝜆∗] = (𝑢1(𝑡, 𝜆
∗), . . . , 𝑢𝑁(𝑡, 𝜆

∗)) функциялар 

жүйесі 𝜆 = 𝜆∗ болғанда (1.1.4), (1.1.5) параметрлі арнайы Коши есебінің 

шешімі. Енді (1.1.5) бастапқы шаттарды пайдаланып, 𝜆̃𝑟 = 𝑥̃(𝑡𝑟−1) = 𝜆𝑟
∗ +

𝑢𝑟(𝑡𝑟−1, 𝜆
∗) = 𝜆𝑟

∗ , 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ аламыз. 1.2.1-теорема дәлелденді. 

1.2.1-салдар. 𝛥𝑁(𝜃) регулярлы бөліктеу, 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) функциясы (1.1.1), 

(1.1.2) теңдеуінің 𝛥𝑁(𝜃) жалпы шешімі және 𝑥̃(𝑡) функциясы (1.1.2) шартты 

(1.1.1) Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеуінің шешімі болса, 

онда барлық 𝑡 ∈ [0, 𝑇] үшін 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) = 𝑥̃(𝑡) теңдігі орындалатындай 

жалғыз 𝜆̃ = (𝜆̃1, . . . , 𝜆̃𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁 бар болады.  

1.2.1-салдарға сәйкес (1.1.1), (1.1.2) жүйенің кез келген шешіміне сәйкес 

жалғыз 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁 параметр бар болады, осылайша 𝛥𝑁(𝜃) жалпы 

шешімі (1.1.1), (1.1.2) жүйенің шешіміне сәйкес келеді. (1.1.1), (1.1.2) теңдеулер 

жүйесінің шешімі (1.1.1), (1.1.2) жүйесін қанағаттандыратын бөлікті-үзіліссіз 

дифференциалданатын 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆), 𝑡 ∈ (0, 𝑇)\{𝑡𝑝 , 𝑝 = 1, 𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ } функциясына 

қарағанда, [0, 𝑇] аралығында бөлікті-үзіліссіз, 𝜃𝑗, 𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅  нүктелерінде мүмкін 

үзілістермен (0, 𝑇) интервалында бөлікті-үзіліссіз дифференциалданады және 

барлық 𝑡 ∈ (0, 𝑇) үшін (1.1.1), (1.1.2) жүйесіне сәйкес келеді. Сондықтан егер 

𝑥(𝑡) функциясы (1.1.1), (1.1.2) жүйенің шешімі болса, онда оның 

тарылуларынан құралған 𝑥[𝑡] = (𝑥1(𝑡), … , 𝑥𝑁(𝑡)) функциялар жүйесі (1.1.2) 

импульс әсерлі шартты (1.1.1) теңдеуімен қатар импульс әсері жоқ нүктелерде 

үзіліссіздік шарттарын да қанағаттандырады: 

 

lim
𝑡→𝑡𝑟−(𝑝)−0

𝑥𝑟−(𝑝)(𝑡) − 𝑥𝑟−(𝑝)+1(𝑡𝑟−(𝑝)) = 0,   𝑝 = 1, 𝑁 − 𝑙 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.    (1.2.3) 

 

𝛥𝑁(𝜃) регулярлы бөліктеу және 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) функциясы (1.1.1), (1.1.2) 

жүйенің ∆𝑁(𝜃) жалпы шешімі деп ұйғарамыз. Осы шешімді қолданып (1.1.2) 

импульс шарттары мен (1.2.3) үзіліссіздік шарттарын келесі түрде жазамыз 

 

𝐵𝑗𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝜃𝑗 − 0, 𝜆) + 𝐶𝑗𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝜃𝑗 + 0, 𝜆) = 𝑑𝑗,    𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,        (1.2.4) 

 

lim
𝑡→𝑡𝑟−(𝑝)−0

𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) − 𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(𝑝), 𝜆) = 0,   𝑝 = 1, 𝑁 − 𝑙 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.    (1.2.5) 

 

𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) функциясы мен (1.2.1), (1.2.2) түріндегі ∆𝑁(𝜃) жалпы шешімінің 

өрнектерін (1.2.4), (1.2.5) шарттарына қойып 𝑛(𝑁 − 1) параметрлі сызықтық 

алгебралық теңдеулерді аламыз 

 

𝐵𝑗[𝐼 + 𝑑𝑟+(𝑗),𝑟+(𝑗)(∆𝑁(𝜃), 𝜃𝑗)]𝜆𝑟+(𝑗) + [𝐵𝑗𝑑𝑟+(𝑗),𝑟+(𝑗)+1(Δ𝑁(𝜃), 𝜃𝑗) + 𝐶𝑗]𝜆𝑟+(𝑗)+1 + 

 

+ ∑ 𝑑𝑟+(𝑗),𝑖(∆𝑁(𝜃), 𝜃𝑗)

𝑁

𝑖=1,𝑖≠𝑟+(𝑗),

𝑖≠𝑟+(𝑗)+1

𝜆𝑖 = 𝑑𝑗 − 𝐵𝑗𝑏𝑟+(𝑗)(Δ𝑁(𝜃), 𝜃𝑗),    𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,    (1.2.6) 



27 

[𝐼 + 𝑑𝑟−(𝑝),𝑟−(𝑝)(∆𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(𝑝))]𝜆𝑟−(𝑝) − [𝐼 − 𝑑𝑟−(𝑝),𝑟−(𝑝)+1(Δ𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(𝑝)) + 𝐶𝑗] × 

 

× 𝜆𝑟−(𝑝)+1 + ∑ 𝑑𝑟−(𝑝),𝑖(∆𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(𝑝))

𝑁

𝑖=1,𝑖≠𝑟−(𝑝),
𝑖≠𝑟−(𝑝)+1

𝜆𝑖 =  

 

= −𝑏𝑟−(𝑝)(Δ𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(𝑝)),    𝑝 = 1, 𝑁 − 𝑙 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.                          (1.2.7) 

 

𝐷∗(∆𝑁(𝜃)): 𝑅
𝑛𝑁 → 𝑅𝑛(𝑁−1) (1.2.6), (1.2.7) жүйенің сол жағына сәйкес матрица 

болсын және жүйені келесі түрде жазамыз 

 

𝐷∗(∆𝑁(𝜃))𝜆 = −𝑏∗(∆𝑁(𝜃)),   𝜆 ∈ 𝑅
𝑛𝑁,                           (1.2.8) 

 

мұндағы  

 

𝑏∗(∆𝑁(𝜃)) = (−𝑑1 + 𝐵1𝑏𝑟+(1)(∆𝑁(𝜃), 𝜃1), . . . , −𝑑𝑙 + 𝐵𝑙𝑏𝑟+(𝑙)(∆𝑁(𝜃), 𝜃𝑙), 

 

𝑏𝑟−(1)(∆𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(1)), . . . , 𝑏𝑟−(𝑁−𝑙−1)(∆𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(𝑁−𝑙−1))) ∈ 𝑅
𝑛(𝑁−1). 

 

Келесі нәтиже кез келген ∆𝑁(𝜃) регулярлы бөліктеу үшін орынды. 

1.2.1-лемма. Егер 𝑥[𝑡] = (𝑥1(𝑡), … , 𝑥𝑁(𝑡)) функциялар жүйесі (1.1.3) 

интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесінің шешімі болса және 

𝑥𝑟(𝑡), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ функциялар (1.2.3) шарттарын қанағаттандырса, онда 𝑥(𝑡) =
𝑥𝑟(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ және 𝑥(𝑇) = 𝑙𝑖𝑚

𝑡→𝑇−0
𝑥𝑁(𝑡) теңдіктерімен 

анықталатын 𝑥(𝑡) функциясы (1.1.1), (1.1.2) импульс әсерлі Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеуінің шешімі болады. 

1.2.2-теорема. (1.1.1), (1.1.2) жүйесі шешілімді болуы үшін 𝑏∗(𝛥𝑁(𝜃)) 

векторы (𝐷∗(∆𝑁(𝜃)))
′
 транспонирленген матрицасының өзегіне ортогональ, 

яғни  

 

(𝑏∗(𝛥𝑁(𝜃)) , 𝜂) = 0 

 

теңдігі кез келген 𝜂 ∈ 𝐾𝑒𝑟 (𝐷∗(∆𝑁(𝜃)))
′
 үшін орындалуы қажетті және 

жеткілікті, мұндағы (∙,∙) − 𝑅𝑛(𝑁−1) кеңістігіндегі скаляр көбейтінді. 

Дәлелдеуі. Қажеттілік. (1.1.1), (1.1.2) жүйесі шешілімді және 𝑥∗(𝑡) оның шешімі 

болсын. 1.2.1-анықтамаға сәйкес (1.1.1), (1.1.2) жүйенің жалпы шешімін 

𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) түрінде құрамыз. 1.2.1-салдарға сәйкес 𝜆∗ = (𝜆1
∗ , … , 𝜆𝑁

∗ ) ∈ 𝑅𝑛𝑁 

векторы бар және ол жалғыз, барлық 𝑡 ∈ [0, 𝑇] үшін  𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆
∗) = 𝑥∗(𝑡). 

𝑥∗(𝑡) функциясы (1.1.1), (1.1.2) жүйенің шешімі, демек 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆
∗) үшін де 

(1.2.3) түріндегі үзіліссіздік шарттары орындалады. Осыдан 𝜆∗ (1.2.8) жүйенің 
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шешімі болады. Бұл (𝑏∗(𝛥𝑁(𝜃)) , 𝜂) = 0 шарты орындалған жағдайда ғана 

мүмкін. Демек, (𝑏∗(𝛥𝑁(𝜃)) , 𝜂) = 0 теңдігі кез келген 𝜂 ∈ 𝐾𝑒𝑟 (𝐷∗(∆𝑁(𝜃)))
′
 

үшін орындалуы қажет. Қажеттілік дәлелденді. 

Жеткіліктілік. 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) (1.1.1), (1.1.2) жүйенің 𝛥𝑁(𝜃) жалпы шешімі 

болсын және (𝑏∗(𝛥𝑁(𝜃)) , 𝜂) = 0 ортогоналдық шарты орындалсын делік. Онда 

(1.2.8) жүйенің 𝜆̃ = (𝜆̃1, . . . , 𝜆̃𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁 шешімі бар болады және 1.2.1-леммаға 

сәйкес 𝑥̃(𝑡) = 𝑥(𝛥𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆̃) функциясы (1.1.1), (1.1.2) жүйенің шешімі. 

Жеткіліктілік дәлелденді. 

Демек, (1.1.1), (1.1.2) жүйенің шешілімділігі дәл осы ортогоналдық 

шартына эквивалентті. Теорема дәлелденді. 

1.2.3-теорема. Егер 𝛥𝑁(𝜃) регулярлы және 𝐷∗(∆𝑁(𝜃)) матрицасының 

рангісі 𝑛(𝑁 − 1)-ге тең болса, онда (1.1.1), (1.1.2) жүйенің классикалық жалпы 

шешімі бар болады. 

Дәлелдеуі. (1.2.8) 𝑛(𝑁 − 1) сызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін 

қарастырамыз. 𝐷0
∗(∆𝑁)  − 𝐷∗(∆𝑁) матрицаның 𝑛(𝑁 − 1) сызықтық тәуелсіз 

бағандарынан және 𝐷∗
+(∆𝑁)  − қалған бағандардан құралған 𝑛(𝑁 − 1) × 𝑛 

өлшемді матрица болсын. 

(1.2.8) жүйесін  

 

𝐷0
∗(∆𝑁(𝜃))𝜆0 + 𝐷∗

+(∆𝑁(𝜃))𝜆
+ = −𝛽∗(∆𝑁(𝜃), 𝑓),                  (1.2.9) 

 

түрінде жазамыз, мұндағы 𝜆0 ∈ 𝑅
𝑛(𝑁−1) және 𝜆∗ ∈ 𝑅𝑛  − 𝐷∗(∆𝑁) матрицасын 

жіктеуден алынған 𝜆 ∈ 𝑅𝑛𝑁 векторының координаттарынан құралған векторлар. 

Құрылымы бойынша  𝐷0
∗(∆𝑁): 𝑅

𝑛(𝑁−1) → 𝑅𝑛(𝑁−1) қайтымды матрица. Демек, 

𝜆0 ∈ 𝑅
𝑛(𝑁−1) векторы (1.2.9) өрнегіне байланысты бірмәнді анықталады: 

 

𝜆0 = (𝐷0
∗(Δ𝑁(𝜃)))

−1
(−𝛽∗(Δ𝑁(𝜃), 𝑓) − 𝐷0

+(∆𝑁(𝜃))𝜆
+).                  (1.2.10) 

 

𝜆+ параметрін 𝑐 ∈ 𝑅𝑛 кездейсоқ вектор ретінде алайық. (1.2.10) өрнегінен 𝜆 =
(𝜆1, . . . , 𝜆𝑚+1) ∈ 𝑅

(𝑚+1)𝑛 векторының барлық элементтерін 𝑐 арқылы 

анықтаймыз. 𝜆𝑟 , 𝑟 = 1,𝑚 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ үшін сәйкес өрнектерді (1.2.1) және (1.2.2) 

теңдеулерінің оң жағына қойып, 𝑥̃(𝑡, 𝑐) = 𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝜆(𝑐), 𝑡) функциясын 

шығарамыз. 1.2.1-теорема және 1.2.1-лемма 𝑥̃(𝑡, 𝑐) функциясы (1.1.1), (1.1.2) 

теңдеуінің классикалық жалпы шешімі екенін айқын көрсетеді. 1.2.3-теорема 

дәлелденді. 

1.2.1-мысал. (1.1.1), (1.1.2) импульс әсерлі сызықтық Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық жүйесін келесі берілген мәндерімен 

қарастырамыз  

 

𝑇 = 2𝜋,     𝐴(𝑡) = (
0 1
−1 0

) ,   𝜑(𝑡) = (
1 0
0 1

) ,    𝜓(𝑡) = (
0 0
1

2𝜋
0
) ,     (1.2.11) 



29 

𝑙 = 1,     𝐵1 = (
1 0
0 −1

) ,    𝐶1 = (
1 0
0 −1

) ,    𝜃 =
4𝜋

3
,                    (1.2.12) 

 

 𝑑1 =

(

 
 
2𝜋√3

9
+
√3

4
+
1

4

√3

4
−
2𝜋

3
−
5

4 )

 
 
,     𝑓(𝑡) = {

(
𝑐𝑜𝑠𝑡
−𝑠𝑖𝑛𝑡

) ,   0 ≤ 𝑡 < 𝜃,

(
𝑠𝑖𝑛𝑡
𝑐𝑜𝑠𝑡

) ,   𝜃 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇.
             (1.2.13) 

 
[0,2𝜋] аралығын 𝜃 импульс нүктесінде екі бөлікке бөлеміз. Есептеулер 

бойынша ∆2(𝜃) бөліктеуі регулярлы емес болғандықтан, [0,
4𝜋

3
] аралығын тең 

екі бөлікке бөлеміз және бөліктеуді ∆3(𝜃) арқылы белгейміз: 0 = 𝑡0 <
2𝜋

3
<

4𝜋

3
< 𝑡3 = 2𝜋. (2 × 2) өлшемді 𝐼 − 𝐺(Δ3(𝜃)) = (

1 0

−
9

4𝜋

3√3

4𝜋

) матрицасы 

қайтымды, яғни ∆3(𝜃) регулярлы бөліктеу болып табылады.  

(1.2.1), (1.2.2) теңдіктерін қолданып ∆3(θ) жалпы шешімін құрамыз 

 

𝑥(∆3(𝜃), 𝑡, 𝜆) = 𝜆1 +

(

 
 
2𝑐𝑜𝑠𝑡

3
−
2

3

2√3

3
− 𝑠𝑖𝑛

𝑡2

4
+ 𝑠𝑖𝑛𝑡

−
2𝑠𝑖𝑛𝑡

3
𝑐𝑜𝑠𝑡 +

√3

3
𝑠𝑖𝑛𝑡 − 1

)

 
 
𝜆1 + 

 

+

(

 
 
1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡

3

√3(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡)

3

𝑠𝑖𝑛𝑡

3

√3𝑠𝑖𝑛𝑡

3 )

 
 
𝜆2 +

(

 
 
1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡

3

√3(1 − 𝑐𝑜𝑠𝑡)

3

𝑠𝑖𝑛𝑡

3

√3𝑠𝑖𝑛𝑡

3 )

 
 
𝜆3 + 

 

+

(

 
 
𝑡 + (𝑡 −

1

3
+
3

3
+
4𝜋√3

27
) (𝑐𝑜𝑠𝑡 − 1)

(
1

3
− 𝑡 −

3

3
−
4𝜋√3

27
) 𝑠𝑖𝑛𝑡

)

 
 
, 0 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡1,              (1.2.14) 

 

𝑥(∆3(𝜃), 𝑡, 𝜆) = 𝜆2 +

(

 
 
𝑐𝑜𝑠𝑡 − √3𝑠𝑖𝑛𝑡 + 2

6

√3𝑐𝑜𝑠𝑡 − 3𝑠𝑖𝑛𝑡 + 2√3

6

−
𝑠𝑖𝑛𝑡 + √3𝑐𝑜𝑠𝑡

6
−
3𝑐𝑜𝑠𝑡 + √3𝑠𝑖𝑛𝑡

6 )

 
 
𝜆1 + 
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+

(

 
 
√3𝑠𝑖𝑛𝑡 − 𝑐𝑜𝑠𝑡 − 2

3

2√3𝑠𝑖𝑛
𝑡2

4
3

− 𝑠𝑖𝑛𝑡

𝑠𝑖𝑛𝑡 + √3𝑐𝑜𝑠𝑡

3

√3𝑠𝑖𝑛𝑡

3
− 𝑐𝑜𝑠𝑡 − 1

)

 
 
𝜆2 + 

 

+

(

 
 
𝑐𝑜𝑠𝑡 − √3𝑠𝑖𝑛𝑡 + 2

6

√3𝑐𝑜𝑠𝑡 − 3𝑠𝑖𝑛𝑡 + 2√3

6

−
𝑠𝑖𝑛𝑡 + √3𝑐𝑜𝑠𝑡

6
−
3𝑐𝑜𝑠𝑡 + √3𝑠𝑖𝑛𝑡

6 )

 
 
𝜆3 + 

 

+

(

 
 
(
1

6
−
2𝜋

3
+ 𝑡 −

√3

6
+
2𝜋√3

27
) 𝑐𝑜𝑠𝑡 + (

1

2
+
2𝜋

9
−
√3

6
) 𝑠𝑖𝑛𝑡 +

1

3
−
√3

3
−
4𝜋√3

27

(
1

2
+
2𝜋

9
−
√3

6
) 𝑐𝑜𝑠𝑡 + (−

1

6
+
2𝜋

3
− 𝑡 +

√3

6
+
2𝜋√3

27
) 𝑠𝑖𝑛𝑡

)

 
 
, 

 

𝑡1 ≤ 𝑡 < 𝑡2,                                                           (1.2.15) 

𝑥(∆3(𝜃), 𝑡, 𝜆) = 𝜆3 +

(

 
 
𝑐𝑜𝑠𝑡 + √3𝑠𝑖𝑛𝑡 + 2

6

√3𝑐𝑜𝑠𝑡 + 3𝑠𝑖𝑛𝑡 + 2√3

6

√3𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡

6

3𝑐𝑜𝑠𝑡 − √3𝑠𝑖𝑛𝑡

6 )

 
 
𝜆1 + 

 

+

(

 
 
√3𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝑐𝑜𝑠𝑡 + 2

3

3𝑠𝑖𝑛𝑡 + √3𝑐𝑜𝑠𝑡 + 2√3

6

√3𝑐𝑜𝑠𝑡 − 𝑠𝑖𝑛𝑡

6

3𝑐𝑜𝑠𝑡 − √3𝑠𝑖𝑛𝑡

6 )

 
 
𝜆2 + 

 

+

(

 
 −

𝑐𝑜𝑠𝑡 + √3 𝑠𝑖𝑛𝑡 + 2

3

√3(2𝑐𝑜𝑠𝑡 + 1)

3

𝑠𝑖𝑛𝑡 − √3𝑐𝑜𝑠𝑡

3
−
2√3𝑠𝑖𝑛𝑡 + 3

3 )

 
 
𝜆3 + 

 

+

(

 
 
(
1

6
−
√3

6
−
2𝜋√3

27
) 𝑐𝑜𝑠𝑡 + (−

1

2
−
14𝜋

9
+ 𝑡 +

√3

6
) 𝑠𝑖𝑛𝑡 +

1

3
−
√3

3
−
4𝜋√3

27

(𝑡 −
14𝜋

9
−
1

2
+
√3

6
) 𝑐𝑜𝑠𝑡 + (−

1

6
+
2𝜋√3

27
+
√3

6
) 𝑠𝑖𝑛𝑡

)

 
 
, 

 

𝑡2 ≤ 𝑡 < 𝑡3.                                                  (1.2.16) 
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(1.2.8) жүйенің коэффициенттер матрицасын табамыз: 

 

𝐷∗(∆3(𝜃)) =

(

 
 
 
 
 
 

0 √3 −
1

2

−
√3

3
0

√3

6

√3

2

1

2

√3

2

−
1

2

√3

6

1

2

1

2

√3

2
0

√3

6

1

2
−
√3

3

√3
3

2

√3

2

0
√3

6
−
1

2)

 
 
 
 
 
 

. 

 

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐷∗(∆3(𝜃))) = 4 болғандықтан, 1.2.3-теоремаға сәйкес (1.2.11) - 

(1.2.13) берілген мәндерімен (1.1.1), (1.1.2) жүйенің классикалық жалпы 

шешімін келесі түрде анықтаймыз 

 

𝑥(𝑡, 𝑐) = {
𝛼11(𝑡, 𝑐)𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝛼12(𝑡, 𝑐)𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝛼13(𝑡, 𝑐),   0 ≤ 𝑡 ≤ 𝜃,

𝛼21(𝑡, 𝑐)𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝛼22(𝑡, 𝑐)𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝛼23(𝑡, 𝑐),   𝜃 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,
  𝑐 = (𝑐1, 𝑐2), 

мұндағы  

𝛼11(𝑡, 𝑐) =

(

 
 
1

4
− 𝜋 + 𝑡 −

5√3

12
−
√3

3
𝑐1 +

√3

3
𝑐2 −

2√3𝜋

9

5

4
+
2𝜋

3
− 𝑐1 − 𝑐2 −

√3

4
+
√3𝜋

3 )

 
 
, 

 

𝛼12(𝑡, 𝑐) =

(

 
 

5

4
+
2𝜋

3
− 𝑐1 − 𝑐2 −

√3

4
+
√3𝜋

3

−
1

4
+ 𝜋 − 𝑡 +

5√3

12
+
√3

3
𝑐1 −

√3

3
𝑐2 +

2√3𝜋

9 )

 
 
, 

𝛼13(𝑡, 𝑐) = 𝛼23(𝑡, 𝑐) = (
2𝜋

3
+
4𝜋√3

9
−
2√3

3
𝑐1 −

√3

3
𝑐2 +

2√3

3
0

), 

 

𝛼21(𝑡, 𝑐) =

(

 
 
𝜋

3
+
√3

3
−
√3

3
𝑐1 +

√3

3
𝑐2 +

2√3𝜋

9

1 −
2𝜋

3
− 𝑐1 − 𝑐2 + 𝑡 +

𝜋√3

3 )

 
 
, 
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𝛼22(𝑡, 𝑐) =

(

 
 1 −

2𝜋

3
− 𝑐1 − 𝑐2 + 𝑡 +

𝜋√3

3

−
𝜋

3
−
√3

3
+
√3

3
𝑐1 −

√3

3
𝑐2 −

2√3𝜋

9 )

 
 
. 

 

1.3 Джумабаев бойынша 𝚫𝑵(𝜽) жалпы шешімді шеттік есептерді 

шешуде қолдану 

 

                     𝐵0𝑥(0) + 𝐶0𝑥(𝑇) = 𝑑0,    𝑑0 ∈ 𝑅
𝑛                                 (1.3.1) 

 

шеттік шартымен (1.1.1), (1.1.2) импульс жүйесін қарастырамыз.  

𝛥𝑁(𝜃) жалпы шешімнің сәйкес мәндерін (1.3.1) шеттік шартына қойып 

параметрлері бар сызықтық алгебралық теңдеуді аламыз 

 

𝐵0𝜆1 + 𝐶0 [𝜆𝑁 +∑𝑑𝑁,𝑖(Δ𝑁(𝜃), 𝑇)

𝑁

𝑖=1

𝜆𝑖] = 𝑑0 − 𝐶0𝑏𝑁(Δ𝑁(𝜃), 𝑇).      (1.3.2) 

 

𝑄∗(∆𝑁(𝜃)) арқылы (1.2.6), (1.2.7), (1.3.2) теңдеулерінің сол жақтарына 

сәйкес коэффиценттерінен тұратын матрицаны белгілейміз. Сонда (1.2.6), 

(1.2.7), (1.3.2) теңдеулер жүйесін келесі түрде жазуға болады 

 

𝑄∗(∆𝑁(𝜃))𝜆 = −𝐹∗(Δ𝑁(𝜃)),   𝜆 ∈ 𝑅
𝑛𝑁,                          (1.3.3) 

 

мұндағы 𝐹∗(∆𝑁(𝜃)) = (−𝑑1 + 𝐵1𝑏𝑟+(1)(∆𝑁(𝜃), 𝜃1), . . . , −𝑑𝑙 + 𝐵𝑙𝑏𝑟+(𝑙)(∆𝑁(𝜃), 𝜃𝑙), 

 

𝑏𝑟−(1)(∆𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(1)), . . . , 𝑏𝑟−(𝑁−𝑙−1)(∆𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(𝑁−𝑙−1)), 

 

−𝑑0 + 𝐶0𝑏𝑁(∆𝑁(𝜃), 𝑇)) ∈ 𝑅
𝑛𝑁. 

 

1.3.1-лемма. 𝛥𝑁(𝜃) регулярлы бөліктеу және 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) функциясы 

(1.1.1), (1.1.2) импульс әсерлі Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуінің Джумабаев бойынша 𝛥𝑁(𝜃) жалпы шешімі деп ұйғарамыз. 

(a) егер 𝜆∗ ∈ 𝑅𝑛𝑁 (1.3.3) теңдеуінің шешімі болса, онда 𝑥∗(𝑡) =
𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆

∗) функциясы (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) шеттік есебінің шешімі 

болады; 

(ә) егер 𝑥∗∗(𝑡) (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) шеттік есебінің шешімі және 𝜆𝑟
∗∗ =

𝑥∗∗(𝑡𝑟−1), 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅ компоненттерінен тұратын 𝜆∗∗ = (𝜆1
∗∗, . . . , 𝜆𝑁

∗∗) ∈ 𝑅𝑛𝑁 

параметр болса, онда 𝜆∗∗ (1.3.3) теңдеуінің шешімі болады. 

1.3.1-теорема. (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) есебі шешілімді болуы үшін ℱ∗(𝛥𝑁(𝜃)) 

векторы (𝑄∗(∆𝑁(𝜃)))
′
 транспонирленген матрицасының өзегіне ортогональ, 

яғни  
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(ℱ∗(𝛥𝑁(𝜃)) , 𝜂) = 0 

 

теңдігі кез келген 𝜂 ∈ 𝐾𝑒𝑟 (𝑄∗(∆𝑁(𝜃)))
′
 үшін орындалуы қажетті және 

жеткілікті, мұндағы (∙,∙) − 𝑅𝑛𝑁 кеңістігіндегі скаляр көбейтінді. 

Дәлелдеуі. Қажеттілік. (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) есебі шешімі бар және оның 

шешімін 𝑥∗(𝑡) деп белгілейік. 1.3.1-леммаға сәйкес (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) 

есебінің жалпы шешімін 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) түрінде жазуға болады. Сонда 𝜆∗ =
(𝜆1
∗ , … , 𝜆𝑁

∗ ) ∈ 𝑅𝑛𝑁 векторы бар және ол жалғыз, сондай-ақ барлық 𝑡 ∈ [0, 𝑇] үшін 

 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆
∗) = 𝑥∗(𝑡) теңдігі орындалады.  𝑥∗(𝑡) функциясы (1.1.1), (1.1.2), 

(1.3.1) есебінің шешімі болғандықтан,  𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆
∗) функциясы үшін де (1.2.3) 

үзіліссіздік шарттары және (1.3.1) шеттік шарт орындалады. Осыдан 𝜆∗ (1.3.3)  

жүйенің шешімі болатыны шығады. Бұл тек (𝑄∗(𝛥𝑁(𝜃)) , 𝜂) = 0 шарты 

орындалғанда ғана мүмкін. Демек, бұл теңдік кез келген 𝜂 ∈ 𝐾𝑒𝑟 (𝑄∗(∆𝑁(𝜃)))
′
 

үшін орындалуы қажет. Қажеттілік дәлелденді. 

Жеткіліктілік. 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) есебінің 𝛥𝑁(𝜃) жалпы 

шешімі болсын және (𝑄∗(𝛥𝑁(𝜃)) , 𝜂) = 0 ортогоналдық шарты орындалсын. 

Онда (1.3.3) жүйенің 𝜆̃ = (𝜆̃1, . . . , 𝜆̃𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁 шешімі бар. 1.3.1-леммаға сәйкес, 

𝑥̃(𝑡) = 𝑥(𝛥𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆̃) функциясы (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) есебінің шешімі болады. 

Осылайша жеткіліктілік дәлелденді. 

 (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) есебінің шешілімділі болуы аталмыш ортогоналдық 

шарттың орындалуына эквивалентті екенін көреміз. Теорема дәлелденді. 

1.3.1-салдар. (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) есебі бірмәнді шешілімді болуы үшін 

𝑄∗(∆𝑁(𝜃)): 𝑅
𝑛𝑁 → 𝑅𝑛𝑁 матрицасының қайтымды болуы қажетті және 

жеткілікті. 

1.3.1-лемма және 1.3.1-теорема (1.3.3) алгебралық теңдеулер жүйесі мен 

(1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) шеттік есептер үшін орындалады. 

1.3.1-мысал. (1.2.11) - (1.2.13) және 

 

𝐵 = (
1 −1
0 1

) , 𝐶 = (
0 −1
1 1

) ,    𝑑0 =

(

 
 −

11

6
−
4√3𝜋

9
−
√3

6
−
7𝜋

3

3𝜋 +
4√3𝜋

3
+
√3

12
−
19

12 )

 
 

 

 

берілген мәндерімен (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) шеттік есебін қарастырамыз. 

𝛥3(𝜃) жалпы шешімнің сәйкес өрнектерін (1.2.6), (1.2.7), (1.3.2) 

теңдеулеріне қойып, 𝑄∗(∆3(𝜃)) және 𝐹∗(∆3(𝜃)) табамыз: 
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𝑄∗(∆3(𝜃)) =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
    0             √3        −

1

2
   

−
√3

3
            0        

√3

6
    

1

2
       

√3

2
         0    

 

 
√3

2
             

1

2
      

√3

2
 

−
1

2
               

√3

6
      

1

2
 

   √3              
3

2
     

√3

2
 

  
√3

6
       

1

2
     −

√3

3
    

   1 −
√3

6
   −

3

2
   −

√3

6
  

√3

6
+
1

2
 

√3

2
+
3

2
 
√3

6
+
1

2
 

0          
√3

6
     −

1

2
 

     −
1

2
             

√3

3
      0 

√3

2
+
1

2
     −

√3

3
      √3  )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 

 

𝐹∗(∆3(𝜃)) =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

𝜋

3
+
2𝜋√3

9
+
√3

2
−
1

2

√3

2
(
2𝜋

3
+
4𝜋√3

27
+
√3

3
−
1

3
)

𝜋

3
+
4𝜋√3

9
+
3√3

4
−
1

4

√3

12
−
√3𝜋

3
−
4𝜋

9
−
3

4

3

4
−
4√3𝜋

9
−
17𝜋

9

23𝜋

9
+
14𝜋√3

9
+
5√3

12
−
19

12)

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

 

𝑄∗(∆3(𝜃)) матрицасы қайтымды болғандықтан, шеттік есептің 𝑥∗(𝑡) =

𝑥(𝑡, 𝑐), 𝑐 = (
2

3
,
5

4
) жалғыз шешімі бар. 

1.3.2-мысал.  

 

𝑇 = 2𝜋,     𝐴(𝑡) = (
0 1
−1 0

) ,   𝜑(𝑡) = (
1 0
0 1

) ,    𝜓(𝑡) = (
0 0
1

2𝜋
0
) ,     (1.3.4) 

 

𝑙 = 2,     𝜃1 =
2𝜋

3
,   𝜃2 =

4𝜋

3
,    𝐵0 = 𝐵1 = 𝐵2 = (

1 0
0 1

) ,           (1.3.5)  

 

𝐶0 = 𝐶1 = (
−1 0
0 −1

) ,     𝐶2 = (

0 0

−
√3

6
0
) ,  𝑑0 = 𝑑2 = (

0
0
),      (1.3.6) 
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𝑑1 =

(

 

3

4
−
𝜋

3

𝜋

3
−
√3𝜋

9
−
3√3

2
− 1

)

 ,     𝑓(𝑡) =

{
 
 

 
 (

𝑐𝑜𝑠𝑡
−𝑠𝑖𝑛𝑡

) ,   0 ≤ 𝑡 < 𝜃1

(
𝑠𝑖𝑛𝑡
2𝑐𝑜𝑠𝑡

),   𝜃1 ≤ 𝑡 < 𝜃2

(
𝑠𝑖𝑛𝑡
−𝑐𝑜𝑠𝑡

),   𝜃2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇

,      (1.3.7) 

 

берілген мәндерімен (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) импульсті жүйе үшін шеттік есепті 

қарастырамыз. 

1.2.1-мысалдан ∆3(𝜃) регулярлы бөліктеу және (1.1.1), (1.1.2) жүйенің 

(1.2.14) - (1.2.16) ∆3(𝜃) шешімі бар екені белгілі. (1.2.8) жүйенің 

коэффициенттер матрицасын табайық: 

 

𝐷∗(∆3(𝜃)) =

(

 
 
 
 
 
 

0 √3 −
1

2

−
√3

3
0

√3

6

√3

2

1

2

√3

2

−
1

2

√3

6

1

2

   
1

2
    
√3

2
0

√3

6
      
1

2
−
√3

3

√3
1

2

√3

2

0 0
1

2 )

 
 
 
 
 
 

. 

 

𝑟𝑎𝑛𝑘 (𝐷∗(∆3(𝜃))) = 4 болғандықтан, 1.2.3-теорема бойынша (1.3.4) - 

(1.3.7) берілген мәндерімен (1.1.1), (1.1.2) жүйенің классикалық жалпы шешімін 

келесі түрде анықтаймыз 

 

𝑥(𝑡, 𝑐) = {

𝛼11(𝑡, 𝑐)𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝛼12(𝑡, 𝑐)𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝛼13(𝑡, 𝑐),   0 ≤ 𝑡 < 𝜃1,

𝛼21(𝑡, 𝑐)𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝛼22(𝑡, 𝑐)𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝛼23(𝑡, 𝑐),   𝜃1 ≤ 𝑡 < 𝜃2
𝛼31(𝑡, 𝑐)𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝛼32(𝑡, 𝑐)𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝛼33(𝑡, 𝑐),   𝜃2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

, 𝑐 = (𝑐1, 𝑐2), 

 

мұндағы  

 

𝛼11(𝑡, 𝑐) =

(

 
 
15

8
−
8𝜋

9
+ 𝑡 +

√3

2
−
√3

3
𝑐1 −

√3

3
𝑐2 −

√3𝜋

6

1

2
−
𝜋

6
− 𝑐1 + 𝑐2 +

9√3

8
+
4√3𝜋

9 )

 
 
, 

 

𝛼12(𝑡, 𝑐) =

(

 
 

1

2
−
𝜋

6
− 𝑐1 + 𝑐2 +

9√3

8
+
4√3𝜋

9

−
15

8
+
8𝜋

9
− 𝑡 −

√3

2
+
√3

3
𝑐1 +

√3

3
𝑐2 +

√3𝜋

6 )

 
 
, 
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𝛼12(𝑡, 𝑐) =

(

 
 

1

2
−
𝜋

6
− 𝑐1 + 𝑐2 +

9√3

8
+
4√3𝜋

9

−
15

8
+
8𝜋

9
− 𝑡 −

√3

2
+
√3

3
𝑐1 +

√3

3
𝑐2 +

√3𝜋

6 )

 
 
, 

 

𝛼13(𝑡, 𝑐) = 𝛼23(𝑡, 𝑐) = 𝛼33(𝑡, 𝑐) = (
8𝜋

9
−
2√3

3
𝑐1 +

√3

3
𝑐2

0

), 

 

𝛼21(𝑡, 𝑐) =

(

 
 −

11𝜋

9
+ 𝑡 −

√3

3
𝑐1 −

√3

3
𝑐2

−𝑐1 + 𝑐2 +
5𝜋√3

9 )

 
 
,  

 

𝛼22(𝑡, 𝑐) =

(

 
 −𝑐1 + 𝑐2 + 𝑡 +

5𝜋√3

9

11𝜋

9
− 𝑡 +

√3

3
𝑐1 +

√3

3
𝑐2
)

 
 
, 

 

𝛼31(𝑡, 𝑐) =

(

 
 

3

8
+
10𝜋

9
−
√3

3
𝑐1 +

5√3

3
𝑐2

−2𝜋 − 𝑐1 + 3𝑐2 +
3𝑡

2
−
√3

8
+
10√3𝜋

9 )

 
 
, 

 

𝛼32(𝑡, 𝑐) =

(

 
 −2𝜋 − 𝑐1 + 3𝑐2 +

3𝑡

2
−
√3

8
+
10√3𝜋

9

1

8
−
10𝜋

9
+
√3

3
𝑐1 −

5√3

3
𝑐2

)

 
 
. 

 

𝑄∗(∆3(𝜃)) және 𝐹∗(∆3(𝜃)) табамыз: 
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𝑄∗(∆3(𝜃)) =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
      
1

2
−
√3

2
−
1

2

−
√3

6
   
1

2
−
√3

6

    0    √3 −
1

2

−
√3

2
   0  −√3

−
1

2
   
√3

3
    0

  
√3

2
    
1

2
   
√3

2

−
√3

3
    0     

√3

6

   
1

2
   
√3

2
    0

  
√3

6
   
1

2
−
√3

3

−
1

2
     
√3

6
   
1

2

  √3      
1

2
   
√3

2

   0      0   
1

2 )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

, 

 

𝐹∗(∆3(𝜃)) =

(

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

√3

2
−
3𝜋

6
−
𝜋

3
+
27

8

5√3

8
−
√3𝜋

9
−
𝜋

6
+
1

2

𝜋

3
+
𝜋√3

6
−
√3

2
−
27

8

5√3

8
−
√3𝜋

9
−
𝜋

6
+
1

2

𝜋

3
−
√3𝜋

3
−
√3

2
− 3

√3𝜋

9
−
𝜋

3
− √3 −

1

2 )

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 

. 

 

𝑄∗(∆3(𝜃)) матрицасы қайтымды емес, 𝜂 = (
√3

3
, −1,

√3

3
, 1,0,0)

′

∈

𝐾𝑒𝑟 (𝑄∗(∆3(𝜃)))
′
 және (𝐹∗(∆3(𝜃)), 𝜂) = 0 болғандықтан, шеттік есептің шексіз 

көп шешімі бар болады және келесі түрде анықталады: 

 

𝑥∗(𝑡, 𝐶) = {

𝛼11(𝑡, 𝐶)𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝛼12(𝑡, 𝐶)𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝛼13(𝑡, 𝐶),   0 ≤ 𝑡 < 𝜃1,

𝛼21(𝑡, 𝐶)𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝛼22(𝑡, 𝐶)𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝛼23(𝑡, 𝐶),   𝜃1 ≤ 𝑡 < 𝜃2
𝛼31(𝑡, 𝐶)𝑐𝑜𝑠𝑡 + 𝛼32(𝑡, 𝐶)𝑠𝑖𝑛𝑡 + 𝛼33(𝑡, 𝐶),   𝜃2 ≤ 𝑡 ≤ 𝑇,

,  

 

мұндағы 
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𝛼11(𝑡, 𝐶) =

(

 
 
13

8
−
5𝜋

18
+ 𝑡 +

5√3

12
−
√3

3
С +

√3𝜋

9

3

4
− 𝜋 − С +

11√3

8
−
√3𝜋

6 )

 
 
, 

 

𝛼12(𝑡, 𝐶) =

(

 
 

3

4
− 𝜋 − 𝐶 +

11√3

8
−
√3𝜋

6

−
13

8
+
5𝜋

18
− 𝑡 −

5√3

12
+
√3

3
𝐶 −

√3𝜋

9 )

 
 
, 

 

𝛼13(𝑡, 𝐶) = 𝛼23(𝑡, 𝐶) = 𝛼33(𝑡, 𝐶) = (−
𝜋

18
+
2𝜋√3

9
−
2√3

3
𝐶 +

√3

12
+
5

8
0

), 

 

𝛼21(𝑡, 𝐶) =

(

 
 

1

8
+
𝜋

18
−
√3

12
−
√3

3
С +

5√3𝜋

18

1

4
−
11𝜋

6
− С +

3𝑡

2
+
3√3

8
−
√3𝜋

18 )

 
 
, 

 

𝛼22(𝑡, 𝐶) =

(

 
 
1

4
−
11𝜋

6
− 𝐶 +

3𝑡

2
+
3√3

8
−
𝜋√3

18

3

8
−
𝜋

18
+
√3

12
+
√3

3
𝐶 −

5√3𝜋

18 )

 
 
, 

 

𝛼31(𝑡, 𝐶) =

(

 
 
13

8
−
5𝜋

18
+
5√3

12
−
√3

3
С +

√3𝜋

9

3

4
− 𝜋 − С +

11√3

8
−
√3𝜋

6 )

 
 
, 

 

𝛼32(𝑡, 𝐶) =

(

 
 

3

4
− 𝜋 − 𝐶 +

11√3

8
−
√3𝜋

6

−
21

8
+
5𝜋

18
−
5√3

12
+
√3

3
𝐶 −

√3𝜋

9 )

 
 
. 

 

1.4 Импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептердің жуық шешімдерін 

табу алгоритмдері 
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Джумабаев параметрлеу әдісін (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) импульс әсерлі 

сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік 

есепке қолданып, келесі көпнүктелі параметрлі шеттік есепті аламыз: 

 

𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝑢𝑟 + 𝜆𝑟) +∑𝜑𝑘(𝑡)

𝑚

𝑘=1

∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)(𝑢𝑗(𝜏) + 𝜆𝑗)𝑑𝜏 +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑓(𝑡), 

 

𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),   𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅,                                        (1.4.1) 
 

𝑢𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅.                                    (1.4.2) 
 

𝐵0𝜆1 + 𝐶0𝜆𝑁 + 𝐶0 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑇−0

𝑢𝑁(𝑡) = 𝑑0,                                 (1.4.3) 

 

𝐵𝑗𝜆𝑟+(𝑗) + 𝐵𝑗 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝜃𝑗−0

𝑢𝑟+(𝑗)(𝑡) + 𝐶𝑗𝜆𝑟+(𝑗)+1 = 𝑑𝑗,     𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,           (1.4.4) 

 

𝜆𝑟−(𝑝) + 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝑡𝑟−(𝑝)−0

𝑢𝑟−(𝑝)(𝑡) − 𝜆𝑟−(𝑝)+1 = 0,    𝑝 = 1, 𝑁 − 𝑙 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.     (1.4.5) 

 

(1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) шеттік есепті шешудің A алгоритмі.  

1-қадам. [0, 𝑇] аралығын 𝜃𝑗 импульс нүктелерінде 𝑙 + 1 бөлікке бөліктеуін 

Δ𝑙+1(𝜃) деп белгілейміз, 𝑡0 = 0, 𝑡𝑗 = 𝜃𝑗, 𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ , 𝑡𝑙+1 = 𝑇.  

2-қадам.  

 
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑧 + 𝑃(𝑡),     𝑧(𝑡𝑟−1) = 0,   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟],     𝑟 = 1, 𝑙 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,      (1.4.6) 

 

𝑃(𝑡) = 𝜑𝑘(𝑡) болғанда аралық Коши есептерін шешу арқылы 𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡), 

𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟], 𝑟 = 1, 𝑙 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑘 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  функцияларын табамыз. 

3-қадам. 𝑛𝑚 × 𝑛𝑚 өлшемді 𝐺(Δ𝑙+1(𝜃)) = (𝐺𝑝,𝑘(Δ𝑙+1(𝜃))) матрицасын 

құрамыз, мұндағы  

 

𝐺𝑝,𝑘(Δ𝑙+1(𝜃)) =∑𝜓̂𝑝,𝑟(𝜑𝑘),

𝑁

𝑟=1

 

 

𝜓̂𝑝,𝑟(𝜑𝑘) = ∫ 𝜓𝑝(𝑡)𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡)𝑑𝑡,   𝑝, 𝑘 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ .

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

 

 

[𝐼 − 𝐺(Δ𝑙+1(𝜃))]: 𝑅
𝑛𝑚 → 𝑅𝑛𝑚 матрицасының қайтымдылығын тексереміз. Егер 

матрица қайтымды болса, оның кері матрицасын [𝐼 − 𝐺(Δ𝑙+1(𝜃))]
−1
=
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(ℛ𝑘,𝑝(∆𝑙+1(𝜃))) түрінде жазамыз, мұндағы ℛ𝑘,𝑝(∆𝑙+1(𝜃)), 𝑝, 𝑘 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  − 𝑛 × 𝑛 

өлшемді матрица. Содан соң 4-қадамға өтеміз. Егер [𝐼 − 𝐺(Δ𝑙+1(𝜃))] қайтымды 

емес, яғни ∆𝑙+1(𝜃) регулярлы емес болса, алгоритмді Δ𝑙+1(𝜃) бөліктеудің әр 

ішкі аралығы тең 2 бөлікке бөлінетіндей басқа бөліктеумен, мысалы ∆2(𝑙+1)(𝜃), 

қайта бастаймыз. 

4-қадам. 𝑃(𝑡) = 𝐴(𝑡) және 𝑃(𝑡) = 𝑓(𝑡) үшін (1.4.6) аралық Коши есебін 

шешіп, сәйкесінше 𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝐴(∙), 𝑡) және 𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝑓(∙), 𝑡) (𝑟 = 1, 𝑙 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅) 
функцияларын табамыз. 

5-қадам. Келесі интегралдардарды есептейміз 

 

𝜓̂𝑝,𝑟(𝑡) = ∫ 𝜓𝑝(𝑡)𝑑𝑡,   𝜓̂𝑝,𝑟(𝐴) = ∫ 𝜓𝑝(𝑡)𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝐴(∙), 𝑡)𝑑𝑡,

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

 

 

𝜓̂𝑝,𝑟(𝑓) = ∫ 𝜓𝑝(𝑡)𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝑓(∙), 𝑡)𝑑𝑡,

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

 

 

және 𝑛 × 𝑛 өлшемді  

 

𝑉𝑝,𝑟(∆𝑙+1(𝜃)) = 𝜓̂𝑝,𝑟(𝐴) +∑∑𝜓̂𝑝,𝑖(𝜑𝑘) ∙ 𝜓̂𝑘,𝑟(𝑡),   𝑟 = 1, 𝑙 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅

𝑚

𝑘=1

𝑙+1

𝑖=1

 

 

матрицаларын және 𝑛 векторларын 

 

𝑔𝑝(Δ𝑙+1(𝜃)) =∑𝜓̂𝑝,𝑖(𝑓),   𝑝 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑙+1

𝑖=1

 

 

құрамыз. 

6-қадам. 

 

𝑄∗(∆𝑙+1(𝜃))𝜆 = −𝐹∗(Δ𝑙+1(𝜃)),   𝜆 ∈ 𝑅
𝑛(𝑙+1),                   (1.4.7) 

 

алгебралық теңдеулер жүйесін құрамыз, мұндағы 𝑄∗(∆𝑙+1(𝜃)), 𝐹∗(Δ𝑙+1(𝜃)) 
компоненттері  

 

𝑄1,1(Δ𝑙+1(𝜃)) = 𝐵0 + 𝐶0∑𝐸∗,𝑙+1

𝑚

𝑘=1

(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑇) × 
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× [∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑙+1(𝜃)) ∙ 𝑉𝑝,1(∆𝑙+1(𝜃)) + 𝜓̂𝑘,1(𝑡)

𝑚

𝑝=1

], 

 

𝑄1,𝑖1(Δ𝑙+1(𝜃)) = 𝐶0∑𝐸∗,𝑙+1(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑇)

𝑚

𝑘=1

× 

 

× [∑ℛ𝑘,𝑝(∆𝑙+1(𝜃)) ∙ 𝑉𝑝,𝑖1(∆𝑙+1(𝜃)) + 𝜓̂𝑘,𝑖1(𝑡)

𝑚

𝑝=1

] ,  𝑖1 = 2, 𝑙̅̅ ̅̅ , 

 

𝑄1,𝑙+1(Δ𝑙+1(𝜃)) = 𝐶0[𝐼 + 𝐸∗,𝑙+1(𝐴(∙), 𝐴(∙), 𝑇) + 

 

+∑𝐸∗,𝑙+1(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑇) [∑ℛ𝑘,𝑝(∆𝑙+1(𝜃)) ∙ 𝑉𝑝,𝑙+1(∆𝑙+1(𝜃)) + 𝜓̂𝑘,𝑙+1

𝑚

𝑝=1

(𝑡)]] ,

𝑚

𝑘=1

 

 

𝑄𝑖2,𝑟+(𝑗)(Δ𝑙+1(𝜃)) = 𝐵𝑖2−1 [𝐼 +∑𝐸∗,𝑟+(𝑗)

𝑚

𝑘=1

(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡𝑟+(𝑗)) × 

 

⌈∑ℛ𝑘,𝑝(∆𝑙+1(𝜃)) ∙ 𝑉𝑝,𝑟+(𝑗)(∆𝑙+1(𝜃)) + 𝜓̂𝑘,𝑟+(𝑗)(𝑡)

𝑚

𝑝=1

] + 𝐸∗,𝑟+(𝑗)(𝐴(∙), 𝐴(∙), 𝑡𝑟+(𝑗))⌉, 

 

𝑖2 = 2, 𝑙 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 
 

𝑄𝑖2,𝑟+(𝑗)+1(Δ𝑙+1(𝜃)) = 𝐵𝑖2−1∑𝐸∗,𝑟+(𝑗)

𝑚

𝑘=1

(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡𝑟+(𝑗)) × 

 

× [∑ℛ𝑘,𝑝(∆𝑙+1(𝜃)) ∙ 𝑉𝑝,𝑟+(𝑗)+1(∆𝑙+1(𝜃)) + 𝜓̂𝑘,𝑟+(𝑗)+1

𝑚

𝑝=1

(𝑡)] + 𝐶𝑖2−1, 

 

𝑄𝑖2,𝑖3(Δ𝑙+1(𝜃)) = 𝐵𝑖2−1∑𝐸∗,𝑟+(𝑗)

𝑚

𝑘=1

(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡𝑟+(𝑗)) × 

 

× [∑ℛ𝑘,𝑝(∆𝑙+1(𝜃)) ∙ 𝑉𝑝,𝑖1(∆𝑙+1(𝜃)) + 𝜓̂𝑘,𝑖1(𝑡)

𝑚

𝑝=1

], 
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𝑖2 = 2, 𝑙 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑖3 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ , 𝑖3 ≠ 𝑟+(𝑗), 𝑖3 ≠ 𝑟
+(𝑗) + 1,  

 

𝑄𝑖4,𝑟−(𝑝)(Δ𝑙+1(𝜃)) = 𝐼 +∑𝐸∗,𝑟−(𝑝)

𝑚

𝑘=1

(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡𝑟−(𝑝)) × 

 

× [∑ℛ𝑘,𝑝(∆𝑙+1(𝜃)) ∙ 𝑉𝑝,𝑟−(𝑝)(∆𝑙+1(𝜃)) + 𝜓̂𝑘,𝑟−(𝑝)(𝑡)

𝑚

𝑝=1

] + 

 

+𝐸∗,𝑟−(𝑝)(𝐴(∙), 𝐴(∙), 𝑡𝑟−(𝑝)), 𝑖4 =  𝑝 = 1, 𝑁 − 𝑙 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 

 

𝑄𝑖4,𝑟−(𝑝)+1(Δ𝑙+1(𝜃)) = ∑𝐸∗,𝑟−(𝑝)

𝑚

𝑘=1

(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡𝑟−(𝑝)) × 

 

× [∑ℛ𝑘,𝑝(∆𝑙+1(𝜃)) ∙ 𝑉𝑝,𝑟−(𝑝)+1(∆𝑙+1(𝜃)) + 𝜓̂𝑘,𝑟−(𝑝)+1(𝑡)

𝑚

𝑝=1

] − 𝐼, 

 

𝑄𝑖4,𝑖5(Δ𝑙+1(𝜃)) = ∑𝐸∗,𝑟−(𝑝)

𝑚

𝑘=1

(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡𝑟−(𝑝)) × 

 

× [∑ℛ𝑘,𝑝(∆𝑙+1(𝜃)) ∙ 𝑉𝑝,𝑖4(∆𝑙+1(𝜃)) + 𝜓̂𝑘,𝑖4

𝑚

𝑝=1

], 

 

𝑖5 = 1, 𝑙 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑖5 ≠ 𝑟−(𝑝), 𝑖5 ≠ 𝑟−(𝑝) + 1, 

 

𝐹1(Δ𝑙+1(𝜃)) = −𝑑0 + 𝐶0∑𝐸∗,𝑙+1(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑇) ×

𝑚

𝑘=1

 

 

× [∑ℛ𝑘,𝑝(∆𝑙+1(𝜃)) ∙ 𝑔𝑝(∆𝑙+1(𝜃)) +

𝑚

𝑝=1

𝐸∗,𝑙+1(𝐴(∙), 𝑓(∙), 𝑇)], 

 

𝐹𝑖2(Δ𝑙+1(𝜃)) = −𝑑𝑖3−1 + 𝐵𝑖3−1∑𝐸∗,𝑟+(𝑗)(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡𝑟+(𝑗)) ×

𝑚

𝑘=1
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× [∑ℛ𝑘,𝑝(∆𝑙+1(𝜃)) ∙ 𝑔𝑝(∆𝑙+1(𝜃)) +

𝑚

𝑝=1

𝐸∗,𝑟+(𝑗)(𝐴(∙), 𝑓(∙), 𝑡𝑟+(𝑗))], 

 

𝐹4(Δ𝑙+1(𝜃)) = −∑𝐸∗,𝑟−(𝑝)(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡𝑟−(𝑝)) ×

𝑚

𝑘=1

 

 

× [∑ℛ𝑘,𝑝(∆𝑙+1(𝜃)) ∙ 𝑔𝑝(∆𝑙+1(𝜃)) +

𝑚

𝑝=1

𝐸∗,𝑟−(𝑝)(𝐴(∙), 𝑓(∙), 𝑡𝑟−(𝑝))], 

 

(1.4.7) жүйені шеше отырып, 𝜆∗ = (𝜆1
∗ , . . . , 𝜆𝑙+1

∗ ) ∈ 𝑅𝑛(𝑙+1) табамыз. 

𝜆𝑟
∗ , 𝑟 = 1, 𝑙 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ бұл (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) есебінің 𝑥∗(𝑡) шешімінің 

бөліктеудің ішкі аралықтарындағы сол жақ шеткі нүктелеріндегі мәндері. 

7-қадам. 𝜉∗ = (𝜉1
∗, . . . , 𝜉𝑚

∗ ) ∈ 𝑅𝑛𝑚 векторының 

 

𝜉𝑘
∗ =∑(∑ℛ𝑝,𝑘(Δ𝑙+1(𝜃))

𝑚

𝑝=1

∙ 𝑉𝑝,𝑖(Δ𝑙+1(𝜃)))

𝑙+1

𝑖=1

𝜆𝑖
∗ + 

 

+∑ℛ𝑝,𝑘(Δ𝑙+1(𝜃)) ∙ 𝑔𝑝(Δ𝑙+1(𝜃))

𝑚

𝑝=1

 

 

компоненттерін анықтаймыз және  

 

ℱ∗(𝑡) = ∑𝜑𝑘(𝑡) [𝜉𝑘
∗ +∑ ∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑑𝑠𝜆𝑖

∗

𝑡𝑖

𝑡𝑖−1

𝑙+1

𝑖=1

] + 𝑓(𝑡)

𝑚

𝑘=1

 

 

функциясын құрамыз. (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) есебінің 𝑥∗(𝑡) шешімінің [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) 
ішкі аралықтарына тарылуларын  

 
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑧 + ℱ∗(𝑡),     𝑧(𝑡𝑟−1) = 𝜆𝑟

∗ ,    𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1𝑡𝑟),     𝑟 = 1, 𝑙 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,      (1.4.9) 

 

Коши есептерін шешу арқылы табамыз. 

Егер Φ𝑟(𝑡), 𝑟 = 1, 𝑙 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ іргелі матрицалары белгілі болса, онда (1.1.1), 

(1.1.2), (1.3.1) шеттік есебінің шешімі  
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𝑧∗(𝑡) = Φ𝑟(𝑡)Φ𝑟
−1(𝑡𝑟−1)𝜆𝑟

∗ +Φ𝑟(𝑡) ∫ Φ𝑟
−1(𝜏)ℱ∗(𝜏)𝑑𝜏,   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1𝑡𝑟),

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

 

 

𝑧∗(𝑇) = Φ𝑙+1(𝑇)Φ𝑙+1
−1 (𝑡(𝑙+1)−1)𝜆𝑙+1

∗ + Φ𝑙+1(𝑡) ∫ Φ𝑙+1
−1 (𝜏)ℱ∗(𝜏)𝑑𝜏

𝑇

𝑡(𝑙+1)−1

 

 

теңдіктерімен анықталады. Алайда айнымалы коэффициенттері бар сызықтық 

дифференциалдық теңдеудің іргелі матрицасы үшін айқын түрдегі формуласы 

жоқ. Сондықтан аралық Коши есептерін сандық шешумен және сандық 

интегралдаумен жүзеге асырылатын алгоритмнің сандық нұсқасын ұсынамыз. 

(1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) есебін шешудің сандық B алгоритмі.  

1-қадам. 𝜃𝑙 импульс нүктелерінде [0, 𝑇] аралығының ∆𝑙+1(𝜃) бөліктеуін 

аламыз. Содан соң әрбір [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟] ішкі аралығын ℎ𝑟 = (𝑡𝑟 − 𝑡𝑟−1)/2𝑁𝑟 , 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ 
қадаммен 2𝑁𝑟 тең бөліктерге бөлеміз. 𝑡̂ = 𝑡𝑟−1 + 𝑗ℎ𝑟 , 𝑗 = 0, 2𝑁𝑟̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ 
дискретті мәндерін қабылдайтын 𝑡̂ айнымалысын енгіземіз және осы 

нүктелердің жиынын {𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟} арқылы белгілейміз. 

2-қадам. (1.4.6) Коши есебінің сандық шешімін тауып, {𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟}, 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅, 

𝑙 = 1, 𝑘̅̅ ̅̅̅ жиынында 𝑛 × 𝑛 өлшемді 𝐸∗,𝑟
ℎ𝑟(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡̂) матрицаның мәндерін 

анықтаймыз. 

3-қадам.  

 

𝜓̂𝑝,𝑟
ℎ𝑟 (𝜑𝑘) = ∫ 𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝜏)𝑑𝜏,    𝑝, 𝑘 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ ,   𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅  

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

 

 

есептеу үшін 𝜑𝑘(𝑡) және 𝐸∗,𝑟
ℎ𝑟(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡̂) матрицаларының {𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟} 

жиынындағы мәндерін пайдаланып сандық квадраттық ережені қолданамыз. 

Содан соң элементтері 

 

𝐺𝑝,𝑘
ℎ̃ (Δ𝑁(𝜃)) =∑𝜓̂𝑝,𝑟

ℎ𝑟 (𝜑𝑘)

𝑁

𝑟=1

 

 

болатын 𝑛𝑚 × 𝑛𝑚 өлшемді 𝐺 ℎ̃(Δ𝑁(𝜃)) = (𝐺𝑝,𝑘
ℎ̃ (Δ𝑁(𝜃))), 𝑝, 𝑘 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  

матрицасын құрамыз, мұндағы ℎ̃ = (ℎ1, . . . , ℎ𝑁) ∈ 𝑅
𝑁. 𝐼 − 𝐺 ℎ̃(Δ𝑁(𝜃)) 

матрицасының қайтымдылығын тексереміз. Егер кері матрицасы бар болса 

[𝐼 − 𝐺 ℎ̃(Δ𝑁(𝜃))]
−1
= (ℛ𝑘,𝑝

ℎ̃ (Δ𝑁(𝜃))), 𝑝, 𝑘 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  анықтап, 4-қадамға көшеміз. 

Егер кері матрицасы болмаса, жаңа бөліктеуді таңдаймыз (қадамды алдыңғы 

қадамнан екі есе аз қылып аламыз) және 1-қадамға ораламыз.  
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4-қадам. 𝑃(𝑡) = 𝐴(𝑡), 𝑃(𝑡) = 𝑓(𝑡) болғанда (1.4.6) Коши есептерінің 

сандық шешімін тауып, {𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟}, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ жиынында 𝐸∗,𝑟
ℎ𝑟(𝐴(∙), 𝐴(∙), 𝑡̂) мәндерін 

және 𝑛 вектор 𝐸∗,𝑟
ℎ𝑟(𝐴(∙), 𝑓(∙), 𝑡̂) табамыз.  

5-қадам. {𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟} жиынында  

 

𝜓̂𝑝,𝑟
ℎ𝑟 = ∫ 𝜓𝑝(𝜏)𝑑𝜏,    𝜓̂𝑝,𝑟

ℎ𝑟 (𝐴) = ∫ 𝜓𝑝(𝜏)𝐸∗,𝑟
ℎ𝑟(𝐴(∙), 𝐴(∙), 𝜏)𝑑𝜏,

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

 

 

𝜓̂𝑝,𝑟
ℎ𝑟 (𝑓) = ∫ 𝜓𝑝(𝜏)𝐸∗,𝑟

ℎ𝑟(𝐴(∙), 𝑓(∙), 𝜏)𝑑𝜏,

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

   𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅,   𝑝 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

интегралдарын есептейміз. Содан соң 

 

𝑉𝑝,𝑟
ℎ̃ (Δ𝑁(𝜃)) = 𝜓̂𝑝,𝑟

ℎ𝑟 (𝐴) +∑∑𝜓̂𝑝,𝑖
ℎ𝑖 (𝜑𝑘) ∙ 𝜓̂𝑝,𝑟

ℎ𝑟 ,     𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅,

𝑚

𝑘=1

𝑁

𝑖=1

 

 

𝑔𝑝
ℎ̃(Δ𝑁(𝜃)) =∑𝜓̂𝑝,𝑖

ℎ𝑖 (𝑓)

𝑁

𝑖=1

,    𝑝 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

сәйкес теңдіктері арқылы 𝑛 × 𝑛 өлшемді 𝑉𝑝,𝑟
ℎ̃ (Δ𝑁(𝜃)) матрицаларын және 

𝑔𝑝
ℎ̃(Δ𝑁(𝜃)) 𝑛 - векторларын құрамыз. 

6-қадам. (1.4.8) қолданып 

 

𝑄∗
ℎ̃(∆𝑁(𝜃))𝜆 = −𝐹∗

ℎ̃(Δ𝑁(𝜃)),    𝜆 ∈ 𝑅
𝑛𝑁 

 

алгебралық теңдеулер жүйесін құрамыз. 𝑄∗
ℎ̃(∆𝑁(𝜃)) матрицасын (1.1.1), (1.1.2), 

(1.3.1) есебінің бірмәнді шешілімділігін анықтау үшін қолданамыз. 𝑄∗
ℎ̃(∆𝑁(𝜃)) 

қайтымды және ‖𝑄∗(∆𝑁(𝜃)) − 𝑄∗
ℎ̃(∆𝑁(𝜃))‖ ≤ 𝜀(ℎ̃) ұйғарамыз. 4-теорема [61] 

бойынша егер ‖𝑄∗
ℎ̃(∆𝑁(𝜃))‖ ∙ 𝜀(ℎ̃) < 1 болса, онда  𝑄∗(∆𝑁(𝜃)) қайтымды. 

Осылайша, 1.3.1-салдар бойынша (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) есебінің жалғыз шешімі 

болады. 

1.4.1-мысал.  
 

𝑇 = 1,     𝐴(𝑡) = (𝑡 𝑡2 − 1
1 2𝑡

) ,    𝜑(𝑡) = (
1 𝑡

𝑡 − 1 2
) ,    𝜓(𝑡) = (

𝑠 0
1 1

) ,      (1.4.10) 
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𝜃 =
1

3
 ,     𝐵 = 𝐶 = (

1 0
0 1

),     𝑑 = (

1

20

−
5

6

) ,    𝑑1 = (
−
7

30
17

18

) ,            (1.4.11) 

 

𝑓(𝑡) =

{
 
 
 
 

 
 
 
 
(

49𝑡2

20
− 𝑡3 − 𝑡4 +

511𝑡

216
−
4459

3240
14657

3240
𝑡 − 𝑡2 − 2𝑡3 +

2293

3240

) , 𝑡 ∈ [0; 𝜃),

(

 

𝑡3

6
− 𝑡4 +

5𝑡2

3
+
1349𝑡

1080
−
1921

3240
4𝑡2

3
− 2𝑡3 +

7799𝑡

3240
−
265

648 )

 , 𝑡 ∈ [𝜃; 𝑇)

            (1.4.12) 

 

берілген мәндерімен (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) шеттік есебін қарастырайық. 

Интервалды [0, 1) = [0,
1

3
 ) ∪ [

1

3
, 1)  импульс нүктесінде екі бөлікке бөлеміз 

және ішкі аралықтарын ℎ1 = ℎ2 =
1

60
 қадаммен бөлу арқылы алгоритмнің 

сандық жүзеге асырылуын көрсетеміз. Шеттік есептің шешімінің дәлдігі Коши 

есептерін шешуде қолданылатын әдістердің дәлдігі және анықталған 

интегралдарды есептеу дәлдігіне байланысты. Коши есептері төртінші ретті 

Рунге-Кутта және Булирша-Штёра әдістерімен [62, 63] шешіледі, ал анықталған 

интегралдар Симпсон әдісімен есептеледі. 

Берілген есептің дәл шешімі: 
 

𝑥∗(𝑡) =

{
 
 

 
 (𝑡

2 −
9

20
𝑡 +

1

20
𝑡2 − 1

) , 𝑡 ∈ [0; 𝜃), 

(
𝑡2 − 𝑡

𝑡2 −
7

6
𝑡 +

1

3

) , 𝑡 ∈ [𝜃; 𝑇) 

 

 

және келесі теңсіздіктер орындалады: 

 

max
𝑗=1,62̅̅ ̅̅ ̅̅

‖𝑥∗(𝑡̂𝑗) − 𝑥̃(𝑡̂𝑗)‖ ≤ 2.447310000000000 × 10−9, 

 

max
𝑗=1,62̅̅ ̅̅ ̅̅

‖𝑥∗(𝑡̂𝑗) − 𝑥̂(𝑡̂𝑗)‖ ≤ 6.632227100844550 × 10−9, 

 

мұндағы (𝑥̃1(𝑡), 𝑥̃2(𝑡)) және (𝑥̂1(𝑡), 𝑥̂2(𝑡)) шеттік есептің сандық шешімдері, 

мұндағы аралық Коши есептері сәйкесінше төртінші ретті Рунге-Кутта әдісімен 

және Булирша-Штёра әдісімен шешілді (1.4.1-кесте). 
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Рунге-Кутта әдісімен алынған нәтижелер Булирша-Штёра әдісіне 

қарағанда дәлірек болып шықты, себебі жүйенің оң жақ бөлігі тегіс емес (𝑡 =
1

3
 

нүктесінде функцияда импульс әсері бар және сәйкесінше туынды үзілісті). 

Булирша-Штёра әдісінің дәлдігі жоғары болуы үшін жүйенің оң жақ бөлігі тегіс 

болуы қажет және ол төртінші ретті Рунге-Кутта әдісіне қарағанда едәуір 

жоғары дәлдікке қол жеткізуге мүмкіндік береді. 

Алайда, есептеу уақыты бойынша Булирша-Штёра әдісі жақсы нәтиже 

көрсетті 0.113143 секунд, ал Рунге-Кутта әдісінде бұл көрсеткіш 0.130946 

секунд болды, яғни Булирша-Штёра әдісі 0.017803 секундқа жылдамырақ 

орындалды. 
 

1.4.1-кесте – (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) есебінің дәл және сандық шешімдері 

айырмасы 
 
𝑡̂ |𝑥1

∗(𝑡̂) − 𝑥1(𝑡̂)| 
 

|𝑥2
∗(𝑡̂) − 𝑥2(𝑡̂)| |𝑥1

∗(𝑡̂) − 𝑥1(𝑡̂)| |𝑥2
∗(𝑡̂) − 𝑥2(𝑡̂)| 

0 2.069257001857670× 10−9 8.098699488812140× 10−10 

 

5.033313002500430× 10−9 
 

6.632220106439490× 10−9 
 

1

60
 

2.112360779349400× 10−9 
 

7.727358752873670× 10−10 

 

5.075584785796390× 10−9 
 

6.615344827487490× 10−9 
 

1

30
 

2.153450112674090× 10−9 
 

7.329690188129230× 10−10 

 

5.108957111532590× 10−9 
 

6.588437018173470× 10−9 
 

1

20
 

2.192396004324640× 10−9 
 

6.906359928393610× 10−10 

 

5.133272005380940× 10−9 
 

6.551323927794780× 10−9 
 

1

15
 

2.229072450926630× 10−9 
 

6.457965273654050× 10−10 

 

5.148361448964470× 10−9 
 

6.503804494961680× 10−9 
 

1

12
 

2.263353449105670× 10−9 
 

5.985154594156940× 10−10 

 

5.154054447120690× 10−9 
 

6.445658451426080× 10−9 
 

1

10
 

2.295112998956790× 10−9 
 

5.488599574832160× 10−10 

 

5.150171998938300× 10−9 
 

6.376642991412500× 10−9 
 

7

60
 

2.324227119793190× 10−9 
 

4.969020750422710× 10−10 

 

5.136529120444710× 10−9 
 

6.296493104684940× 10−9 
 

2

15
 

2.350571785825210× 10−9 
 

4.427157529462990× 10−10 

 

5.112931786288580× 10−9 
 

6.204920799390830× 10−9 
 

3

20
 

2.374025011298020× 10−9 
 

3.863799280523490× 10−10 

 

5.079180011476060× 10−9 
 

6.101616989440120× 10−9 
 

1

6
 

2.394464781833860× 10−9 
 

3.279777560649680× 10−10 

 

5.035061781573370× 10−9 
 

5.986243833966400× 10−9 
 

11

60
 

2.411772118170520× 10−9 
 

2.675981658484260× 10−10 

 

4.980358118316170× 10−9 
 

5.858441176620490× 10−9 
 

1

5
 

2.425826000000000× 10−9 
 

2,053310854677190× 10−10 

 

4.914840000000000× 10−9 
 

5.717819995254560× 10−9 
 

13

60
 

2.436511447787520× 10−9 
 

1.412754357943410× 10−10 

 

4.838265447787080× 10−9 
 

5.563963401122860× 10−9 
 

7

30
 

2.443710454694620× 10−9 
 

7.553235814583560× 10−11 

 

4.750385454790900× 10−9 
 

5.396425417636410× 10−9 
 

1

4
 

2.447310000000000× 10−9 
 

8.208989044078410× 10−12 

 

4.650933000000000× 10−9 
 

5.214730980362960× 10−9 
 

4

15
 

2.447197118343390× 10−9 
 

6.058087365090610× 10−11 

 

4.539632118350300× 10−9 
 

5.018371163068020× 10−9 
 

17

60
 

2.443260767748950× 10−9 
 

1.307182140308780× 10−10 

 

4.416190768109780× 10−9 
 

4.806802733625660× 10−9 
 

3

10
 

2.435394018396320× 10−9 
 

2.020770217825430× 10−10 

 

4.280302018204450× 10−9 
 

4.579448931174570× 10−9 
 

19

60
 

2.423488786387760× 10−9 
 

2.745261795666920× 10−10 

 

4.131644785847210× 10−9 
 

4.335693803980690× 10−9 
 

1

3
 

2.407443112917300× 10−9 
 

3.479257992822230× 10−10 

 

3.969877112805500× 10−9 
 

4.074881210236470× 10−9 
 

1

3
 

2.407443799867790× 10−9 
 

3.479264168437800× 10−10 

 

3.969876788412210× 10−9 
 

4.074881577997850× 10−9 
 

7

20
 

2.387155029204280× 10−9 
 

4.221299559903360× 10−10 

 

4.073173021090780× 10−9 
 

4.142549039909400× 10−9 
 

11

30
 

2.362525786114840× 10−9 
 

4.969820180389380× 10−10 

 

4.16495277155704× 10−9 
 

4.200523977260230× 10−9 
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23

60
 

2.333461118775300× 10−9 
 

5.723204410390540× 10−10 

 

4.244998130786830× 10−9 
 

4.248563563458150× 10−9 
 

2

5
 

2.299870016653220× 10−9 
 

6.479713293705560× 10−10 

 

4.313078005857560× 10−9 
 

4.286400671904560× 10−9 
 

5

12
 

2.261663439862010× 10−9 
 

7.237556838568530× 10−10 

 

4.368951450617330× 10−9 
 

4.313741315542520× 10−9 
 

13

30
 

2.218757455541010× 10−9 
 

7.994805113070710× 10−10 

 

4.412359450034490× 10−9 
 

4.330268489269320× 10−9 
 

9

20
 

2.171073015810880× 10−9 
 

8.749426391729820× 10−10 

 

4.443031997869440× 10−9 
 

4.335636362082230× 10−9 
 

7

15
 

2.118535125106290× 10−9 
 

9.499303461890650× 10−10 

 

4.460682129225900× 10−9 
 

4.329470654380880× 10−9 
 

29

60
 

2.061073756109980× 10−9 
 

1.024217410969950× 10−9 
 

4.465005754017430× 10−9 
 

4.311367588893250× 10−9 
 

1

2
 

1.998624987731290× 10−9 
 

1.097565000000000× 10−9 
 

4.455683988435770× 10−9 
 

4.280890000000000× 10−9 
 

31

60
 

1.931129756105320× 10−9 
 

1.169721057861510× 10−9 
 

4.432374772767030× 10−9 
 

4.237567942377840× 10−9 
 

8

15
 

1.858537129750810× 10−9 
 

1.240419472865740× 10−9 
 

4.394718117195500× 10−9 
 

4.180896526553850× 10−9 
 

33

60
 

1.780803005058120× 10−9 
 

1.309377357407160× 10−9 
 

4.342332993179100× 10−9 
 

4.110330642688450× 10−9 
 

17

30
 

1.697888468710220× 10−9 
 

1.376296653900210× 10−9 
 

4.274813475424470× 10−9 
 

4.025288345699260× 10−9 
 

7

12
 

1.609765487575740× 10−9 
 

1.440860419692210× 10−9 
 

4.191729463531860× 10−9 
 

3.925143579955330× 10−9 
 

3

5
 

1.516415076840970× 10−9 
 

1.502735598284120× 10−9 
 

4.092625072171780× 10−9 
 

3.809224401185580× 10−9 
 

37

60
 

1.417828188188250× 10−9 
 

1.561566246102710× 10−9 
 

3.977014190192920× 10−9 
 

3.676812754434270× 10−9 
 

19

30
 

1.314003850172440× 10−9 
 

1.616975472788770× 10−9 
 

3.844378843043120× 10−9 
 

3.527138526561450× 10−9 
 

13

20
 

1.204956134870370× 10−9 
 

1.668564946800950× 10−9 
 

3.694171135659730× 10−9 
 

3.359378053079810× 10−9 
 

2

3
 

1.090709911277800× 10−9 
 

1.715912000000000× 10−9 
 

3.525804898041330× 10−9 
 

3.172649000000000× 10−9 
 

41

60
 

9.713042592451870× 10−9 
 

1.758565466424690× 10−9 
 

3.338655268914080× 10−9 
 

2.966006533693800× 10−9 
 

21

30
 

8.467931911226860× 10−9 
 

1.796048290127190× 10−9 
 

3.132058196131380× 10−9 
 

2.738442709572520× 10−9 
 

43

60
 

7.172486771178650× 10−9 
 

1.827854582969750× 10−9 
 

2.905301665911960× 10−9 
 

2.488876417461320× 10−9 

11

15
 

5.82756731759559× 10−9 
 

1.853443178448380× 10−9 
 

2.657626729796190× 10−9 
 

2.216152822018260× 10−9 
 

3

4
 

4.434263234376350× 10−9 
 

1.872242461758990× 10−9 
 

2.388224340510450× 10−9 
 

1.919035538117120× 10−9 
 

23

30
 

2.993854608668300× 10−9 
 

1.883640105004860× 10−9 
 

2.096225470982200× 10−9 
 

1.596202895554070× 10−9 
 

47

60
 

1.507872160466660× 10−9 
 

1.886989106636430× 10−9 
 

1.780701225362340× 10−9 
 

1.246239896002250× 10−9 
 

4

5
 

2.192468429029760× 10−9 
 

1.881595684816160× 10−9 
 

1.440658536910890× 10−9 
 

8.676343116187370× 10−10 
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60
 

1.593496445906340× 10−9 
 

1.866724622101580× 10−9 
 

1.075028344121880× 10−9 
 

4.587663721133950× 10−10 

 

5

6
 

3.204492782238330× 10−10 

 

1.841589034046190× 10−9 
 

6.826697263040420× 10−10 

 

1.790297077253200× 10−11 
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60
 

4.852262758259230× 10−10 

 

1.805350688388610× 10−9 
 

2.623527228795550× 10−10 

 

4.568116857006640× 10−10 

 
13

15
 

6.533778518225120× 10−10 

 

1.757117021328190× 10−9 
 

1.872418609050190× 10−10 

 

9.673630230189190× 10−10 

 
53

60
 

8.245636812231890× 10−10 

 

1.695932727585610× 10−9 
 

6.675306835068890× 10−10 

 

1.515879727298500× 10−9 
 

9

10
 

9.984000848284320× 10−10 

 

1.620779011002330× 10−9 
 

1.180042077941760× 10−9 
 

2.104641017020010× 10−9 
 

11

12
 

1.174458946762160× 10−9 
 

1.530564536222910× 10−9 
 

1.726416953840020× 10−9 
 

2.736089535493310× 10−9 
 

14

15
 

1.352260178832940× 10−9 
 

1.424127649141130× 10−9 
 

2.308426179375990× 10−9 
 

3.412843646577460× 10−9 
 

19

20
 

1.531268875587520× 10−9 
 

1.300221208477840× 10−9 
 

2.927977874045420× 10−9 
 

4.137711229201810× 10−9 
 

29

30
 

1.710889929729120× 10−9 
 

1.157511919647190× 10−9 
 

3.587130932569680× 10−9 
 

4.913702944531200× 10−9 
 

59

60
 

1.890463563469780× 10−9 
 

9.945734513738810× 10−10 

 

4.288108566147250× 10−9 
 

5.744052455902700× 10−9 
 

1 2.069257000000000× 10−9 8.098750836627030× 10−10 

 

5.033314000000000× 10−9 
 

6.632227100844550× 10−9 
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1.4.1-сурет – (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) есебінің 𝑥1
∗(𝑡) −, 𝑥̃1(𝑡) - -  

дәл және сандық шешімдері графиктері (бірінші компоненті) 

 

 
 

1.4.2-сурет – (1.1.1), (1.1.2), (1.3.1) есебінің 𝑥2
∗(𝑡) −, 𝑥̃2(𝑡) - -  

дәл және сандық шешімдері графиктері (екінші компоненті) 

 

1.4.2-мысал.  
 

𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥 + 𝜑(𝑡)∫𝜓(𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡),

1

0
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𝑡 ∈ (0,1), 𝑡 ≠ 𝜃𝑗, 𝑗 = 1,3̅̅ ̅̅ ,                                    (1.4.13) 

 

𝜃1 =
1

3
, 𝜃2 =

1

2
, 𝜃3 =

5

6
, 

 

𝐵𝑥(0) + 𝐶𝑥(1) = 𝑑,                                          (1.4.14) 
 

Δ𝑥(𝜃𝑗) =∑𝑑𝑖𝑗𝑥(𝜃𝑖 + 0),

𝑗−1

𝑖=0

                                    (1.4.15) 

 

мұндағы 

 

𝐴(𝑡) = (𝑡 𝑡2 − 1
1 𝑡3

), 𝜑(𝑡) = (
1 𝑡
𝑡2 1

), 𝜓(𝜏) = (
𝜏 0
1 𝜏2

), 

 

𝐵 = (
1 0
0 1

), 𝐶 = (
−1 0
0 −1

), 𝑑 = (
0
−3
), 𝑑01 = (

−
19

18

1

9

−
2

3
0
), 

𝑑02 = (
−1

15

4

2 −
181

72

), 𝑑12 = (
2 0

3
1

4

), 𝑑03 = (
1

37

18
1

3
−
40

9

), 

 

𝑑13 = (
−3

5

2
2

3

7

2

), 𝑑23 = (

1

2
−3

5 −
10

3

), 

 

𝑓(𝑡) =

{
 
 
 
 
 
 
 
 

 
 
 
 
 
 
 
 

(
−𝑡4 + 9𝑡3 − 𝑡2 −

254927

17280
𝑡 +

17669

6480

−𝑡5 + 𝑡3 +
63029

6480
𝑡2 − 𝑡 +

56113

17280

) ,   𝑡 ∈ [0, 𝜃1),

(
−16𝑡4 + 7𝑡3 + 27𝑡2 −

82127

17280
𝑡 +

11189

6480

−10𝑡5 + 8𝑡4 − 8𝑡3 −
1771

6480
𝑡2 + 21𝑡 −

116687

17280

) ,   𝑡 ∈ [𝜃1, 𝜃2),

(
−𝑡5 − 4𝑡3 + 8𝑡2 +

177073

17280
𝑡 −

47131

6480

−𝑡6 + 𝑡3 −
8251

6480
𝑡2 + 7𝑡 +

4273

17280

) ,   𝑡 ∈ [𝜃2, 𝜃3),

(
−𝑡5 − 𝑡2 +

107953

17280
𝑡 +

11189

6480

−𝑡6 − 𝑡3 +
17669

6480
𝑡2 +

73393

17280

) ,   𝑡 ∈ [𝜃3, 1].
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(1.4.13) - (1.4.15) есебінің дәл шешімі 

 

𝑥∗(𝑡) = (
𝑥1
∗(𝑡)

𝑥2
∗(𝑡)

) =

{
 
 
 

 
 
 (
−9𝑡2 + 3𝑡 − 2

𝑡2 − 1
) ,   𝑡 ∈ [0, 𝜃1),

( 𝑡
2 + 6𝑡3 − 𝑡

10𝑡2 − 8𝑡 + 2
) ,   𝑡 ∈ [𝜃1, 𝜃2),

(5𝑡
2 − 7𝑡 + 1
𝑡3 − 1

) ,   𝑡 ∈ [𝜃2, 𝜃3),

(𝑡
2 − 3
𝑡3 + 1

) ,   𝑡 ∈ [𝜃3, 1].

 

 
[0,1] интервалын 𝜃1, 𝜃2, 𝜃3 нүктелері арқылы бөліп, (1.4.13) - (1.4.15) есебіне 

ұсынылған сандық алгоритмді қолданамыз. Анықталған интегралдарды бағалау 

үшін Симпсон формуласын, аралық Коши есептерін шешу үшін 4-ші ретті 

Рунге-Кутта, Адамс және Булирша-Штёра әдістерін пайдаланамыз. ℎ =
1

120
 

үшін осы әдістерді қолданып алгоритмді үш рет қайталаймыз. 𝑥𝑅𝐾(𝑡) =

(
𝑥1
𝑅𝐾(𝑡)

𝑥2
𝑅𝐾(𝑡)

), 𝑥𝐴𝑑(𝑡) = (
𝑥1
𝐴𝑑(𝑡)

𝑥2
𝐴𝑑(𝑡)

), 𝑥𝐵𝑆(𝑡) = (
𝑥1
𝐵𝑆(𝑡)

𝑥2
𝐵𝑆(𝑡)

) арқылы (1.4.13) - (1.4.15) 

есебінің жуық шешімдерін белгілейміз, мұндағы Коши есептері сәйкесінше осы 

әдістермен шешіледі. 

 

1.4.2-кесте – (1.4.13) - (1.4.15) есебінің сандық шешімдерінің абсолютті 

қателіктері 
 
𝑡̂ 
 

∆𝑥1
𝐴𝑑(𝑡̂) ∆𝑥2

𝐴𝑑(𝑡̂) ∆𝑥1
𝑅𝐾(𝑡̂) ∆𝑥2

𝑅𝐾(𝑡̂) ∆𝑥1
𝐵𝑆(𝑡̂) ∆𝑥2

𝐵𝑆(𝑡̂) 

0 -1.9995617650825004 

 

-0.9997921982726672 

 

-2.000000001694615 

 

-1.0000000007763319 

 

-2.000000006798653 

 

-1.0000000032193004 

 
1

24
 

-1.890189945294624 

 

-0.9980209329214857 

 

-1.8906250016696267 

 

-0.9982638897256975 

 

-1.890625006726414 

 

-0.9982638925475823 

 
1

12
 

-1.812068073028886 

 

-0.9927775442171907 

 

-1.8125000016509287 

 

-0.9930555564518654 

 

-1.8125000066547174 

 

-0.9930555596508976 

 
1

8
 

-1.7651961297865195 

 

-0.9840620201550996 

 

-1.7656250016385435 

 

-0.9843750009552329 

 

-1.765625006584172 

 

-0.9843750045296236 

 
1

6
 

-1.7495740245343914 

 

-0.971874297884963 

 

-1.7500000016324997 

 

-0.9722222232362137 

 

-1.7500000065155643 

 

-0.9722222271842883 

 
5

24
 

-1.7652017895363212 

 

-0.956214408939663 

 

-1.7656250016328314 

 

-0.9565972232952374 

 

-1.7656250064498533 

 

-0.9565972276156076 

 
1

4
 

-1.8120790861031089 

 

-0.9370820674089047 

 

-1.8125000016395763 

 

-0.9375000011327527 

 

-1.8125000063881744 

 

-0.9375000058245226 

 

7

24
 

-1.8902060641460272 

 

-0.9144773964035658 

 

-1.8906250016527726 

 

-0.9149305567492256 

 

-1.8906250063318364 

 

-0.9149305618122415 

 

1

3
 

-1.9995825302156718 

 

-0.8884001802916428 

 

-2.000000001672459 

 

-0.8888888901451413 

 

-2.000000006282329 

 

-0.888888895580278 

 

1

3
 

-4.467892809185622e-5 

 
0.44463219055597203 

 

3.0041389514900985e-11 0.4444444443179355 

 

5.363284261150625e-10 

 
0.44444444228549107 

 

15

40
 

0.08199028301220926 

 

0.40645396838629666 

 

0.0820312500004608 

 

0.4062499999830351 

 

0.08203125050812278 

 

0.4062499976950747 

 

5

12
 

0.19093533987899103 

 

0.40299848824135853 

 

0.1909722222088189 

 

0.4027777778781069 

 

0.19097222269859532 

 

0.4027777753217934 
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120
 

0.3293947363125336 

 

0.4342658517890494 

 

0.3294270833235766 

 

0.4340277780045206 

 

0.32942708377369767 

 

0.43402777516460544 

 

1

2
 

0.49997272695629963 

 

0.5002561794218181 

 

0.5000000000132114 

 

0.5000000003638044 

 

0.5000000003992893 

 

0.49999999722228883 

 

1

2
 

-1.2497775538565246 

 

-0.874476803866186 

 

-1.2500000011433323 

 

-0.8750000010153159 

 

-1.2500000038017811 

 

-0.8750000072127945 

 

65

120
 

-1.3244274937817966 

 

-0.8405206752018017 

 

-1.3246527788494402 

 

-0.8410734963666179 

 

-1.3246527815799722 

 

-0.8410735029579751 

 

7

12
 

-1.381715040389284 

 

-0.8009200135313579 

 

-1.3819444454422112 

 

-0.8015046306041331 

 

-1.38194444826333 

 

-0.8015046376093268 
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5

8
 

-1.4216401754497903 

 

-0.7552405195637226 

 

-1.4218750009214782 

 

-0.7558593759501344 

 

-1.4218750038544359 

 

-0.7558593833933611 

 

2

3
 

-1.4442022518233926 

 

-0.7030485223072798 

 

-1.444444445287051 

 

-0.7037037046269053 

 

-1.4444444483562169 

 

-0.7037037125373099 

 

17

24
 

-1.449401160942799 -0.6439094218546682 

 

-1.4496527785387234 -0.6446035888567463 

 

-1.4496527817720175 

 

-0.6446035972692574 

 

3

4
 

-1.4372366225989985 

 

-0.5773886578419569 

 

-1.4375000006762828 

 

-0.5781250008619855 

 

-1.4375000041056947 

 

-0.5781250098183011 

 

19

24
 

-1.4077083345532264 

 

-0.5030515930290463 

 

-1.407986111699526 

 

-0.5038339128649976 

 

-1.407986115361731 

 

-0.5038339224147597 

 

5

6
 

-1.3608157983427678 

 

-0.42046339460800947 

 

-1.3611111116082835 

 

-0.4212962970882327 

 

-1.3611111155453834 

 

-0.4212963072904344 

 

5

6
 

-2.3052540755459368 

 

1.578748719982823 

 

-2.305555557275237 

 

1.5787037030422366 

 

-2.305555560674799 

 

1.5787037025863164 

 

7

8
 

-2.234042992853226 

 

1.670002250828229 

 

-2.2343750017139117 

 

1.6699218743127209 

 

-2.2343750054879803 

 

1.6699218734254995 

 

11

12
 

-2.159357362464565 

 

1.7703724155739662 

 

-2.1597222239298177 

 

1.7702546289151748 

 

-2.1597222281090915 

 

1.7702546275579372 

 

23

24
 

-2.0811967929649815 

 

1.880296622651272 

 

-2.0815972239232154 

 

1.8801359946266143 

 

-2.0815972285437554 

 

1.8801359927536179 

 

1 -1.9995606732145281 

 

2.0002075194302393 

 

-2.0000000016946147 

 

1.9999999992236697 

 

-2.000000006798649 

 

1.9999999967806967 

 

 

Қателік бағалаулары ℎ̃ =
1

120
 қадамымен кестеде көрсетілген, мұндағы 

∆𝑥𝑖
𝑅𝐾(𝑡̂) = ‖𝑥𝑖

∗(𝑡̂) − 𝑥𝑖
𝑅𝐾(𝑡̂)‖, ∆𝑥𝑖

𝐴𝑑(𝑡̂) = ‖𝑥𝑖
∗(𝑡̂) − 𝑥𝑖

𝐴𝑑(𝑡̂)‖, ∆𝑥𝑖
𝐵𝑆(𝑡̂) =

‖𝑥𝑖
∗(𝑡̂) − 𝑥𝑖

𝐵𝑆(𝑡̂)‖, 𝑖 = 1,2. 
 

 
 

1.4.3-сурет – 𝑥1
∗(𝑡) −,   𝑥1

𝐵𝑆(𝑡)  ⋯, 𝑥1
𝑅𝐾(𝑡)  ⋯, 𝑥1

𝐴𝑑(𝑡)  ⋯ дәл және  

сандық шешімдерінің салыстырмалы нәтижелері 
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1.4.4-сурет – 𝑥2
∗(𝑡) −, 𝑥2

𝐵𝑆(𝑡)⋯, 𝑥2
𝑅𝐾(𝑡)⋯, 𝑥2

𝐴𝑑(𝑡)⋯ дәл және  

сандық шешімдерінің салыстырмалы нәтижелері 

 

1.4.3, 1.4.4-cуреттерде (1.4.13) - (1.4.15) есебінің сандық шешімдерінің 

салыстырмалы нәтижелері көрсетілген.  

Бұл бөлімде сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебінің шешімінің бар болу шарттары, 

импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеулері үшін Δ𝑁(𝜃) жалпы шешімі анықталды. Сондай-ақ классикалық 

жалпы шешімнің болу шарттары мен теңдеудің шешілімділігіне қойылатын 

критерийлер де келтірілді. Сызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептердің шешілімділігінің қажетті 

және жеткілікті шарттары орнатылды. Бұл теориялық нәтижелердің 

практикалық маңыздылығын көрсететін мысалдар қарастырылды. 

  



54 

2 ИМПУЛЬС ӘСЕРЛІ КВАЗИСЫЗЫҚТЫҚ ФРЕДГОЛЬМ 

ИНТЕГРАЛДЫҚ-ДИФФЕРЕНЦИАЛДЫҚ ТЕҢДЕУЛЕРІ ҮШІН ШЕТТІК 

ЕСЕПТЕР 

 

2.1 Импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебінің 

шешілімділігі  

Бекітілген уақыт мезеттерінде импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеуін қарастырамыз 

 

 
𝑑𝑥

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑥 +∑𝜑𝑘(𝑡)∫𝜓𝑘(𝜏)𝑥(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡) +  

𝑇

0

𝑚

𝑘=1

 

 

+𝜀𝑓(𝑡, 𝑥),   𝑡 ≠ 𝜃𝑗,   𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,   𝑡 ∈ (0, 𝑇),   𝑥 ∈ 𝑅𝑛 ,            (2.1.1) 

 

                                            (𝜃0 = 0 < 𝜃1 < 𝜃2 <. . . < 𝜃𝑙 < 𝑇 = 𝜃𝑙+1), 
 

             𝐵𝑗𝑥(𝜃𝑗 − 0) + 𝐶𝑗𝑥(𝜃𝑗 + 0) = 𝑑𝑗 ,    𝑑𝑗 ∈ 𝑅
𝑛,   𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,                (2.1.2) 

 

мұндағы 𝜀 > 0, 𝑓: [0, 𝑇] × 𝑅𝑛 → 𝑅𝑛 үзіліссіз функция, ‖𝑥‖ = max
𝑖=1,𝑛̅̅̅̅̅

|𝑥𝑖|. 

(2.1.1) интегралдық-дифференциалдық теңдеуді, (2.1.2) импульс әсерлі 

шарттарын қанағаттандыратын (0, 𝑇) аралығында бөлікті-үзіліссіз 

дифференциалданатын 𝑥(𝑡) ∈ 𝑃𝐶 ([0, 𝑇], 𝑅𝑛, {𝜃𝑗}𝑗=1
𝑙
) функциясы (2.1.1), (2.1.2) 

жүйенің шешімі болады. 

𝜆(0) = (𝜆1
(0)
, . . . , 𝜆𝑁

(0)
) ∈ 𝑅𝑛𝑁 векторы және 𝜌 > 0 саны берілсін делік, 

 

𝐺(0)(𝜌) = {(𝑡, 𝑥): 𝑡 ∈ [0, 𝑇], ‖𝑥 − 𝑥0(𝑡)‖ < 𝜌} 
 

жиынын құрамыз, мұндағы [0, 𝑇] аралығында 𝑥0(𝑡) = 𝜆𝑟
(0), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 =

1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ және 𝑥0(𝑇) = 𝜆𝑁
(0) теңдіктерімен анықталатын 𝑥0(𝑡) бөлікті-тұрақты 

вектор-функция.  

Егер 𝑥(𝑡) функциясы (2.1.1), (2.1.2) импульс әсерлі Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеуін қанағаттандырса және (𝑡, 𝑥(𝑡)) ∈

𝐺(0)(𝜌), онда оның 𝑥[𝑡] = (𝑥1(𝑡),… , 𝑥𝑁(𝑡)) тарылулар жүйесі төмендегі 

интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесін қанағаттандырады 

 

               
𝑑𝑥𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)𝑥𝑟 +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)𝑥𝑗(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡) +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1
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+𝜀𝑓(𝑡, 𝑥𝑟), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅.                     (2.1.3) 
 

𝜆𝑟 =̂ 𝑥𝑟(𝑡𝑟−1) қосымша параметрлерді енгізу және 𝑢𝑟(𝑡) = 𝑥𝑟(𝑡) − 𝜆𝑟 

функциясын ауыстыру арқылы параметрлі интегралдық-дифференциалдық 

теңдеулер жүйесін аламыз 

 

𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝑢𝑟 + 𝜆𝑟) +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)[𝑢𝑗(𝜏) + 𝜆𝑗]𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡)

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

+ 

 

+𝜀𝑓(𝑡, 𝑢𝑟 + 𝜆𝑟), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,𝑡𝑟),                                (2.1.4) 
 

                                                   𝑢𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅.                                       (2.1.5) 
 

(2.1.4), (2.1.5) есебі параметрлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебі [64].  

Егер 𝑥̃[𝑡] = (𝑥̃1(𝑡), … , 𝑥̃𝑁(𝑡)) функциялар жүйесі (2.1.3) жүйенің шешімі 

болса, онда 𝑢[𝑡, 𝜆̃] = (𝑢1(𝑡, 𝜆̃), . . . , 𝑢𝑁(𝑡, 𝜆̃)) функциялар жүйесі (2.1.4), (2.1.5) 

параметрлі арнайы Коши есебінің 𝜆 = 𝜆̃ = (𝜆̃1, . . . , 𝜆̃𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁 болғандағы 

шешімі болады, мұндағы 𝜆̃ = 𝑥̃𝑟(𝑡𝑟−1), 𝑢(𝑡, 𝜆̃) = 𝑥̃𝑟(𝑡) − 𝜆̃𝑟 , 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅. Және 

керісінше, егер 𝑢[𝑡, 𝜆∗] = (𝑢1(𝑡, 𝜆
∗), . . . , 𝑢𝑁(𝑡, 𝜆

∗)) функциялар жүйесі (2.1.4), 

(2.1.5) параметрлі арнайы Коши есебінің 𝜆 = 𝜆∗ = (𝜆1
∗ , . . . , 𝜆𝑁

∗ ) ∈ 𝑅𝑛𝑁 

болғандағы шешімі болса, онда 𝑥𝑟
∗(𝑡) = 𝜆𝑟

∗ + 𝑢𝑟(𝑡, 𝜆
∗),  𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ 

компоненттерінен тұратын 𝑥∗[𝑡] = (𝑥1
∗(𝑡), … , 𝑥𝑁

∗ (𝑡)) функциялар жүйесі (2.1.3) 

интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесінің шешімі болады. 

(2.1.4), (2.1.5) есебіне сәйкес сызықтық арнайы Коши есебін қарастырамыз  

 

  
𝑑𝑢𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝑢𝑟 + 𝜆𝑟) +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)[𝑢𝑗(𝜏) + 𝜆𝑗]𝑑𝜏 +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

 

 

+𝑓(𝑡),   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),                                              (2.1.6) 
 

                                                         𝑢𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅.                                  (2.1.7) 
 

(2.1.6), (2.1.7) есебінің шешімі параметрдің 𝜆 = 𝜆∗ = (𝜆1
∗ , . . . , 𝜆𝑁

∗ ) ∈ 𝑅𝑛𝑁 

бекітілген мәні үшін 𝑢[𝑡, 𝜆∗] = (𝑢1(𝑡, 𝜆
∗),… , 𝑢𝑁(𝑡, 𝜆

∗)) ∈ 𝐶([0, 𝑇], ∆𝑁(𝜃), 𝑅
𝑛𝑁) 

функциялар жүйесі болады, мұндағы 𝑢𝑟(𝑡, 𝜆
∗), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ функциясы [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) 

интервалында 𝑡 айнымалысы бойынша үзіліссіз дифференциалданады, 𝜆𝑟 = 𝜆𝑟
∗ ,

𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ үшін (2.1.6) жүйені, (2.1.7) бастапқы шарттарды қанағаттандырады. 

[65-67] жұмыстарында сызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебінің бірмәнді 
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шешілімділігінің критерийлері және оның шешімін табу алгоритмдері 

ұсынылған. 

𝐼 − 𝐺(Δ𝑁(𝜃)) матрицасының қайтымдылығы кез келген 𝜆 = (𝜆1
∗ , . . . , 𝜆𝑁

∗ ) ∈

𝑅𝑛𝑁 және 𝑓0(𝑡) ∈ 𝑃𝐶 ([0, 𝑇], 𝑅
𝑛, {𝜃𝑗}𝑗=1

𝑙
) үшін (2.1.6), (2.1.7) арнайы Коши 

есебінің жалғыз шешімі 𝑢[𝑡, 𝜆] = (𝑢1(𝑡, 𝜆), . . . , 𝑢𝑁(𝑡, 𝜆)) ∈ 𝐶([0, 𝑇], ∆𝑁(𝜃), 𝑅
𝑛𝑁) 

функциялар жүйесінің бар болуын қамтамасыз етеді. Сонымен қатар келесі 

теңсіздік орындалады 

 

‖𝑢[∙, 𝜆]‖2 ≤ 𝜒‖𝐹0[∙, 𝜆]‖2, 
 

мұндағы 𝜒 − (2.1.6), (2.1.7) арнайы Коши есебінің қисынды шешілімділік 

тұрақтысы, 𝜆 ∈ 𝑅𝑛𝑁 және 𝑓(𝑡) ∈ 𝑃𝐶 ([0, 𝑇], 𝑅𝑛, {𝜃𝑗}𝑗=1
𝑙
) тәуелсіз; 

 

𝐹0[𝑡, 𝜆] = (𝐹0,1(𝑡, 𝜆), . . . , 𝐹0,𝑁(𝑡, 𝜆)) ∈ 𝐶([0, 𝑇], ∆𝑁(𝜃), 𝑅
𝑛𝑁), 

 

𝐹0,𝑟(𝑡, 𝜆) = 𝐴(𝑡)𝜆𝑟 +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)𝑑𝜏𝜆𝑗 + 𝑓(𝑡),   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅.

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

 

 

A шарты. Келесі теңсіздіктер орындалсын: 

 

(1) ‖𝑓(𝑡, 𝑥)‖ ≤ 𝑀0, (𝑡, 𝑥) ∈ 𝐺
0(𝜌),𝑀0 − тұрақты; 

 

(2) 𝑀1ℎ̅ = [(𝛼 + 𝐾0)(𝜌 + ‖𝜆
(0)‖) + 𝐾1 + 𝜀𝑀0]ℎ̅ < 𝜌, мұндағы  

 

𝐾0 = ∑ max
𝑡∈[0,𝑇]

𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫‖𝜓𝑘(𝜏)‖𝑑𝜏,   𝛼 = max
𝑡∈[0,𝑇]

𝐴(𝑡),   𝐾1 = max
𝑡∈[0,𝑇]

𝑓(𝑡),

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

 

 

ℎ̅ = max
𝑟=1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅

(𝑡𝑟 − 𝑡𝑟−1). 

 

𝜌𝜆 = 𝜌 −𝑀1ℎ̅,  𝜌𝑣 = 𝑀1ℎ̅ сандарын таңдаймыз және келесі жиындарды 

құрамыз: 

 

𝑆(𝜆(0), 𝜌𝜆) = {𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁: ‖𝜆𝑟 − 𝜆𝑟

(0)‖ < 𝜌𝜆, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅}, 

 

𝑆(0, 𝜌𝑣) = {𝑣[𝑡] ∈ 𝐶([0, 𝑇], ∆𝑁(𝜃), 𝑅
𝑛𝑁): ‖𝑣[∙]‖2 < 𝜌𝑣}, 

 

𝐺𝑝
0(𝜌) = {(𝑡, 𝑥): 𝑡 ∈ [𝑡𝑝−1, 𝑡𝑝), ‖𝑥 − 𝑥0(𝑡)‖ < 𝜌 − 𝑀1(𝑡𝑝 − 𝑡)}, 𝑝 = 1, 𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 
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𝐺𝑁
0(𝜌) = {(𝑡, 𝑥): 𝑡 ∈ [𝑡𝑁−1, 𝑡𝑁], ‖𝑥 − 𝑥0(𝑡)‖ < 𝜌 −𝑀1(𝑡𝑁 − 𝑡)} 

 

және 

𝐺0(∆𝑁(𝜃), 𝜌) =⋃𝐺𝑟
0(𝜌).

𝑁

𝑟=1

 

 

Тұйық аралық интервалдарда келесі арнайы Коши есебін қарастырамыз: 

 

𝑑𝑣𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝑣𝑟 + 𝜆𝑟) +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)[𝑣𝑗(𝜏) + 𝜆𝑗]𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡) +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

 

 

+𝜀𝑓(𝑡, 𝑣𝑟 + 𝜆𝑟),   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟],                                 (2.1.8) 
 

                             𝑣𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅.                                    (2.1.9) 
 

Егер 𝑢[𝑡, 𝜆] = (𝑢1(𝑡, 𝜆), . . . , 𝑢𝑁(𝑡, 𝜆)) және 𝑣[𝑡, 𝜆] = (𝑣1(𝑡, 𝜆), . . . , 𝑣𝑁(𝑡, 𝜆)) 
функциялар жүйесі сәйкесінше (2.1.4), (2.1.5) және (2.1.8), (2.1.9) есептерінің 

шешімдері болса, онда бұл шешімдер арасында келесі қатынастар орындалады: 

 

𝑢𝑟(𝑡, 𝜆) = 𝑣𝑟(𝑡, 𝜆), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),    
 

   lim
𝑡→𝑡𝑟−0

𝑢𝑟(𝑡, 𝜆) = 𝑣𝑟(𝑡𝑟 , 𝜆),   𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅. 

 

𝜆̂ ∈ 𝑆(𝜆(0) , 𝜌𝜆) бекітілген параметр үшін 

 

𝑑𝑣𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝑣𝑟 + 𝜆̂𝑟) +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)[𝑣𝑗(𝜏) + 𝜆̂𝑗]𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡) +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

 

 

           +𝜀𝑓(𝑡, 𝑣𝑟 + 𝜆̂𝑟),   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟],                             
 

                                            𝑣𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅,                                                            
 

арнайы Коши есебін аламыз. 

2.1.1-теорема. 𝐼 − 𝐺(𝛥𝑁(𝜃)) матрицасы қайтымды болсын, A шарты 

және келесі теңсіздіктер орындалсын: 

 
(𝑖) ‖𝑓(𝑡, 𝑥′) − 𝑓(𝑡, 𝑥′′)‖ ≤ 𝐿0‖𝑥

′ − 𝑥′′‖, 𝐿0 − тұрақты, (𝑡, 𝑥′), (𝑡, 𝑥′′) ∈ 𝐺0(𝜌); 
 

(𝑖𝑖) (𝛼 + 𝐿0 + 𝐾0)ℎ̅ < 1; 
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(𝑖𝑖𝑖) 𝜒𝑒𝛼(𝑡𝑟−𝑡𝑟−1) (𝜀𝑀0 + 𝐾1 + (𝛼 + 𝐾0)(𝜌𝜆 + ‖𝜆
(0)‖)) ℎ̅ < 𝜌𝑣, мұндағы 

 

𝜒 = 1 + ℎ̅∑ 𝑚𝑎𝑥
𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟]

‖𝜑𝑘(𝑡)‖∑‖ℛ𝑘,𝑝(∆𝑁(𝜃))‖∑ ∫‖𝜓𝑝(𝑠)‖𝑑𝑠𝑒
𝛼ℎ̅ .

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

 

 

Онда кез келген 𝜆̂ ∈ 𝑆(𝜆(0), 𝜌𝜆) үшін 𝑆(0, 𝜌𝑣) жиынында (2.1.8), (2.1.9) арнайы 

Коши есебінің жалғыз шешімі 𝑣[𝑡, 𝜆̂] = (𝑣1(𝑡, 𝜆̂), . . . , 𝑣𝑁(𝑡, 𝜆̂)) функциялар 

жүйесі бар болады. 

Дәлелдеуі.  𝜆 = 𝜆̂ үшін  

 

𝑑𝑣𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝑣𝑟 + 𝜆̂𝑟) +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)[𝑣𝑗(𝜏) + 𝜆̂𝑗]𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡)

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

,  

 

𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟], 
 

                                             𝑣𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅                                      
 

сызықтық арнайы Коши есебінің жалғыз шешімі бар болады және оны 𝑣̂[𝑡] =

(𝑣1(𝑡), . . . , 𝑣̂𝑁(𝑡)) ∈ 𝐶([0, 𝑇], ∆𝑁(𝜃), 𝑅
𝑛𝑁) арқылы белгілейміз. 𝑣(0)[𝑡] =

(𝑣1(𝑡), . . . , 𝑣̂𝑁(𝑡)) таңдаймыз және  

 

𝑑𝑣𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)𝑣𝑟 +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)𝑣𝑗(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

   

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

 

 

+𝐹𝑟(𝑡, 𝜈, 𝜆̂), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟],                                     (2.1.10) 

 

𝑣𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅,                                        (2.1.11) 
 

мұндағы 

𝐹𝑟(𝑡, 𝜈, 𝜆̂) = 𝐴(𝑡)𝜆̂𝑟 +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)𝑑𝜏𝜆̂𝑗 + 𝑓(𝑡) +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

 

 

+𝜀𝑓 (𝑡, 𝑣𝑟
(𝜈−1)(𝑡) + 𝜆̂𝑟), 
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сызықтық интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши 

есептерін шешу арқылы 𝑣(𝜈)[𝑡, 𝜆̂] = (𝑣1
(𝜈)
(𝑡, 𝜆̂), . . . , 𝑣𝑁

(𝜈)
(𝑡, 𝜆̂)) , 𝜈 = 1,2, . . ., 

функциялар жүйесінің тізбегін құрамыз. 

[66, 345-346-б.] жұмысына сәйкес 𝐼 − 𝐺(Δ𝑁(𝜃)) матрицасы қайтымды 

болғандықтан (2.1.10), (2.1.11) сызықтық арнайы Коши есебінің 𝑣(𝜈)[𝑡, 𝜆̂] 
жалғыз шешімінің компоненттері келесі түрде анықталады: 

 

𝑣𝑟
(𝜈)
(𝑡, 𝜆̂) = 𝑋𝑟(𝑡) ∫ 𝑋𝑟

−1(𝜏)

𝑡

𝑡𝑟−1

(∑𝜑𝑘(𝜏)∑ℛ𝑘,𝑝

𝑚

𝑝=1

(Δ𝑁(𝜃))𝑔𝑝(Δ𝑁(𝜃), 𝐹, 𝜈)𝑑𝜏

𝑚

𝑘=1

+ 

 

+ ∫ 𝐹𝑟(𝜏, 𝜈, 𝜆̂)𝑑𝜏

𝑡

𝑡𝑟−1

)𝑑𝜏,        𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟],   𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅, 𝜈 = 1,2, . . . ,    (2.1.12) 

 

анықталады, мұндағы  

 

𝑔𝑝(Δ𝑁(𝜃), 𝐹, 𝜈) = ∑ ∫ 𝜓𝑝(𝜏)𝑋𝑟(𝜏) ∫ 𝑋𝑟
−1(𝑠)𝐹𝑟(𝑠, 𝜈, 𝜆̂)𝑑𝑠𝑑𝜏,   𝑝 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅

𝜏

𝑡𝑟−1

.

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

𝑁

𝑟=1

 

 

𝑔𝑝(Δ𝑁(𝜃), 𝐹, 𝜈) векторын бағалаймыз 

 

‖𝑔𝑝(Δ𝑁(𝜃), 𝐹, 𝜈)‖ ≤∑ ∫‖𝜓𝑝(𝜏)‖ ‖𝑋𝑟(𝜏) ∫ 𝑋𝑟
−1

𝜏

𝑡𝑟−1

(𝑠)𝐹𝑟(𝑠, 𝜈, 𝜆̂)𝑑𝑠‖ 𝑑𝜏 ≤

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

𝑁

𝑟=1

 

 

≤∑ ∫‖𝜓𝑝(𝜏)‖

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

𝑑𝜏𝑒𝛼ℎ̅ℎ̅‖𝐹𝑟(𝑠, 𝜈, 𝜆̂)‖1

𝑁

𝑟=1

= ∫‖𝜓𝑝(𝜏)‖𝑑𝜏𝑒
𝛼ℎ̅ℎ̅

𝑇

0

‖𝐹(∙, 𝜈, 𝜆̂)‖
3
,  

 

𝑝 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅ . 
 

𝑣𝑟
(𝜈)(𝑡, 𝜆̂) функциялары 𝐶([𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟], 𝑅

𝑛), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅,   𝜈 = 1,2, . . ., кеңістігіне 

тиісті екенін оңай көруге болады. 𝑉𝑟  арқылы 𝑣𝑟
(𝜈)(𝑡, 𝜆̂) функциялар жиынын 

белгілейміз. 

 

‖𝑣𝑟
(𝜈)(𝑡, 𝜆̂)‖ = 𝑒𝛼(𝑡𝑟−𝑡𝑟−1)( ∫ ‖∑𝜑𝑘(𝜏)∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))𝑔𝑝(Δ𝑁(𝜃), 𝐹, 𝜈)

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

‖

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

𝑑𝜏 + 
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+ ∫‖𝐹𝑟(𝜏, 𝜈, 𝜆̂)‖𝑑𝜏

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

) ≤ 𝑒𝛼(𝑡𝑟−𝑡𝑟−1) × 

 

× (1 + ℎ̅∑ max
𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟]

‖𝜑𝑘(𝜏)‖∑‖ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))‖ ×

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

 

 

×∑ ∫‖𝜓𝑝(𝑠)‖𝑑𝑠𝑒
𝛼ℎ̅

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

) [𝜀𝑀0 + (𝛼 + 𝐾0)(𝜌𝜆 + 𝐾1 + ‖𝜆
(0)‖)]ℎ̅     (2.1.13) 

 

болғандықтан 𝑉𝑟  жиыны [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟],   𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ аралығында бірқалыпты шенелген. 

(2.1.12) және (2.1.13) сәйкес 𝑡𝑟
′′, 𝑡𝑟

′ ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟], 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅ нүктелері үшін келесі 

теңсіздікті аламыз 

 

‖𝑣𝑟
(𝜈)(𝑡𝑟

′′, 𝜆̂) − 𝑣𝑟
(𝜈)(𝑡𝑟

′ , 𝜆̂)‖ = 

 

= 𝑒𝛼(𝑡𝑟−𝑡𝑟−1)(∫ ‖∑𝜑𝑘(𝜏)∑ℛ𝑘,𝑝

𝑚

𝑝=1

(Δ𝑁(𝜃))𝑔𝑝(Δ𝑁(𝜃), 𝐹, 𝜈)

𝑚

𝑘=1

‖𝑑𝜏 +

𝑡𝑟
′′

𝑡𝑟
′

 

 

+ ∫ ‖𝐹𝑟(𝜏, 𝜈, 𝜆̂)‖𝑑𝜏

𝑡𝑟
′′

𝑡𝑟
′

) ≤ 𝑒𝛼(𝑡𝑟−𝑡𝑟−1) × 

 

× (1 + ℎ̅∑ max
𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟]

‖𝜑𝑘(𝜏)‖∑‖ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))‖ ×

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

 

 

×∑ ∫‖𝜓𝑝(𝑠)‖

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑑𝑠𝑒𝛼ℎ̅) [𝑀0 + 𝐾0(𝜌𝜆 + ‖𝜆
(0)‖)]|𝑡𝑟

′′ − 𝑡𝑟
′ |. 

 

Сондықтан 𝑣𝑟
(𝜈)(𝑡, 𝜆̂) функциялары тең дәрежелі үзіліссіз және Арцела 

теоремасы [68] бойынша әрбір 𝑉𝑟 , 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ жиыны компакт жиын болады.  

(2.1.12) теңдеуін  

 

𝜐[𝑡, 𝜆̂] = 𝑊(𝜐[𝑡, 𝜆̂]) 
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операторлық теңдеу түрінде жазамыз, мұндағы  

 

𝑊(𝜐[𝑡, 𝜆̂]) = (𝑤1
(3)(𝑡, 𝜆̂), 𝑤2

(3)(𝑡, 𝜆̂), … , 𝑤𝑁
(3)(𝑡, 𝜆̂)), 

 

𝑤𝑟
(3)
(𝑡, 𝜆̂)  = ∫ (𝐴(𝜏)(𝑣𝑟(𝜏, 𝜆̂) + 𝜆̂𝑟) +∑𝜑𝑘(𝜏)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

)𝑑𝜏 +

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

 

 

+ ∫ ∑𝜑𝑘(𝜏)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑣𝑗(𝑠, 𝜆̂)𝑑𝑠𝑑𝜏 + ∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡

𝑡𝑟−1

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

 

 

              +𝜀 ∫ 𝑓 (𝜏, (𝑣𝑟(𝜏, 𝜆̂) + 𝜆̂𝑟)) 𝑑𝜏

𝑡

𝑡𝑟−1

,   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟], 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅,           

 

‖𝜐[∙, 𝜆̂]‖
3
= max

𝑟=1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅
max

𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟]
‖𝜐𝑟(𝑡, 𝜆̂)‖ ≤ [𝑀0 + 𝐾0(𝜌𝜆 + ‖𝜆

(0)‖)]ℎ̅ × 

 

× [1 + ℎ̅∑ 𝑚𝑎𝑥
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝜑𝑘(𝑡)‖∑‖ℛ𝑘,𝑝(∆𝑁(𝜃))‖∑ ∫‖𝜓𝑝(𝑠)‖𝑑𝑠

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

] ≤ 𝜌𝜐 

 

болғандықтан 𝑊(𝜐[𝑡, 𝜆̂]) операторы 𝑆(0, 𝜌𝜐) жиынын өзіне бейнелейді. 

Сондықтан Шаудер принципі бойынша 𝑊(𝜐[𝑡, 𝜆̂]) операторының қозғалмайтын 

нүктесі бар, ол 𝜐[𝑡, 𝜆̂] = (𝜐1(𝑡, 𝜆̂), . . . , 𝜐𝑁(𝑡, 𝜆̂)). 

Оператордың қозғалмайтын нүктесінің жалғыздығын дәлелдейік. 𝜆̂ ∈

𝑆(𝜆(0), 𝜌𝜆) үшін (2.1.8), (2.1.9) есебінің 𝑣[𝑡, 𝜆̂] ∈ 𝑆(0, 𝜌𝑣) басқа шешімі бар деп 

болжайық, яғни келесі теңдік орындалады: 

 

𝑣𝑟(𝑡, 𝜆̂)  = ∫ (𝐴(𝜏)(𝑣𝑟(𝜏, 𝜆̂) + 𝜆̂𝑟) +∑𝜑𝑘(𝜏)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

)𝑑𝜏 +

𝑡

𝑡𝑟−1

 

 

+ ∫ ∑𝜑𝑘(𝜏)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑣𝑗(𝑠, 𝜆̂)𝑑𝑠𝑑𝜏 + ∫ 𝑓(𝜏)𝑑𝜏 +

𝑡

𝑡𝑟−1

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

𝑡

𝑡𝑟−1
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                    +𝜀 ∫ 𝑓 (𝜏, (𝑣𝑟(𝜏, 𝜆̂) + 𝜆̂𝑟)) 𝑑𝜏

𝑡

𝑡𝑟−1

,   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟], 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅.           

Онда 

 

‖𝑣𝑟(𝑡, 𝜆̂) − 𝑣𝑟(𝑡, 𝜆̂)‖ ≤ ∫(𝛼 + 𝐿0)‖𝑣𝑟(𝑡, 𝜆̂) − 𝑣𝑟(𝑡, 𝜆̂)‖𝑑𝜏 +

𝑡

𝑡𝑟−1

 

 

+ ∫ ∑‖𝜑𝑘(𝜏)‖∑ ∫‖𝜓𝑘(𝑠)‖ ∙ ‖𝑣𝑗(𝑠, 𝜆̂) − 𝑣𝑗(𝑠, 𝜆̂)‖

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

𝑡

𝑡𝑟−1

𝑑𝑠𝑑𝜏,   

 

𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟], 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅, 
 

және A шартына сәйкес 

 

‖𝑣[∙, 𝜆̂] − 𝑣[∙, 𝜆̂]‖
3
≤ (𝛼 + 𝐿0 + 𝐾0)ℎ̅‖𝑣[∙, 𝜆̂] − 𝑣[∙, 𝜆̂]‖3. 

 

Теореманың (ii) шарты бойынша барлық 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟], 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ үшін 

𝑣𝑟(𝑡, 𝜆̂) = 𝑣𝑟(𝑡, λ̂). Осылайша теорема дәлелденді. 

[0, 𝑇] аралығында 𝑡 ≠ 𝑡𝑖, 𝑖 = 1,2,… , 𝑝 болғанда импульс әсерлі жәй 

дифференциалдық теңдеуді қарастырамыз 

 

𝑥̈(𝑡) = 𝑞(𝑡) + 𝑔(𝑡, 𝑥(𝑡))𝑓(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑚𝑎𝑥{𝑥(𝜏)|𝜏 ∈ [𝑡 − ℎ, 𝑡]})   (2.1.14) 
 

мұндағы  0 = 𝑡0 < 𝑡1 <. . . < 𝑡𝑝 < 𝑡𝑝+1 = 𝑇, 𝑥 ∈ 𝑋, 𝑋 тұйық жиын 𝑅𝑛 кеңістігінде 

шенелген, 𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅𝑛 , 𝑔(𝑡, 𝑥) ∈ 𝑅𝑛, 𝑞(𝑡) ∈ 𝑅𝑛, 0 < ℎ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡. 
(2.1.14) жүйе үшін локалды емес шарттармен зерттеледі: 

 

𝐴1(𝑡)𝑥(0
+) + 𝐵1𝑥(𝑇

−) = 𝐶1(𝑡) + 𝐷1(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥̇(𝑡)),           (2.1.15) 
 

𝐴2(𝑡)𝑥
′(0+) + 𝐵2𝑥

′(𝑇−) = 𝐶2(𝑡) + 𝐷2(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥̇(𝑡)),           (2.1.16) 
 

𝑥(𝜉) = 𝜑(𝜉), 𝜉 ∈ [−ℎ, 0−]                                    (2.1.17) 
 

және берілген импульс әсерлі шарттарда 

 

𝑥(𝑡𝑖
+) − 𝑥(𝑡𝑖

−) = 𝐹𝑖(𝑥(𝑡𝑖)), 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑝,                    (2.1.18) 
 

𝑥̇(𝑡𝑖
+) − 𝑥̇(𝑡𝑖

−) = 𝐺𝑖(𝑥(𝑡𝑖)), 𝑖 = 1,2, . . . , 𝑝,                    (2.1.19) 
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мұндағы 𝐴𝑖(𝑡), 𝐵𝑖(𝑡) ∈ 𝐶
1([0, 𝑇], 𝑅𝑛×𝑛) 𝑛 × 𝑛 өлшемді матрица-функциялар, 

𝐶𝑗(𝑡) ∈ 𝐶
1([0, 𝑇], 𝑅𝑛), 𝑗 = 1,2 вектор-функциялар, 𝐷𝑗(𝑡, 𝑥(𝑡), 𝑥̇(𝑡)) ∈

𝐶1([0, 𝑇], 𝑅𝑛 × 𝑅𝑛), 𝑗 = 1,2 сызықтық емес вектор-функциялар, 𝐹𝑖 , 𝐺𝑖 ∈ 𝑅
𝑛, 

𝑥(𝑡𝑖
+), 𝑥(𝑡𝑖

−) сәйкесінше оң жақты және сол жақты шектер. 

𝐶([0, 𝑇], 𝑅𝑛) арқылы [0, 𝑇] аралығында анықталған және үзіліссіз 𝑥(𝑡) 
вектор-функцияларын қамтитын Банах кеңістігін белгілейік және нормасын 

 

‖𝑥(𝑡)‖ = √∑ max
0≤𝑡≤𝑇

|𝑥𝑘(𝑡)|

𝑛

𝑘=1

 

 

түрінде анықтайық. 

𝑃𝐶([0, 𝑇], 𝑅𝑛) арқылы 

 

𝑃𝐶([0, 𝑇], 𝑅𝑛) = {𝑥: [0, 𝑇] → 𝑅𝑛; 𝑥(𝑡) ∈ 𝐶([𝑡𝑖 , 𝑡𝑖+1], 𝑅
𝑛), 𝑖 = 1, … , 𝑝} 

 

түріндегі векторлық кеңістікті белгілейміз, мұндағы 𝑥(𝑡𝑖
+) және 𝑥(𝑡𝑖

−) (𝑖 =
1, … , 𝑝) бар және шенелген; 𝑥(𝑡𝑖

−) = 𝑥(𝑡𝑖). 𝑃𝐶([0, 𝑇], 𝑅
𝑛) Банах кеңістігінің 

нормасы  

 

‖𝑥(𝑡)‖𝑃𝐶[0,𝑇] = 𝑚𝑎𝑥{‖𝑥(𝑡)‖𝐶[𝑡𝑖,𝑡𝑖+1], 𝑖 = 1,2,… , 𝑝} 

 

түрде анықталады. 

2.1.2-теорема. Келесі шарттар орындалады деп ұйғарайық: 

 

(i) 𝜑(𝜉) ∈ 𝐶[−ℎ, 0]; 
 

(ii) det𝑄𝑗(𝑡) ≠ 0, 𝑄𝑗(𝑡) = 𝐴𝑗(𝑡) + 𝐵𝑗(𝑡), 𝑗 = 1,2; 

 

(iii) 𝑀𝑓 = max
0≤𝑡≤𝑇

|𝑓(𝑡, 𝑥, 𝑦)| < ∞; 𝑀𝑔 = max
0≤𝑡≤𝑇

|𝑔(𝑡, 𝑥)| < ∞; 

 

(iv) 𝑀𝐷𝑗 = max
0≤𝑡≤𝑇

|𝐷𝑗(𝑡, 𝑥, 𝑥̇)| < ∞, 𝑗 = 1,2; 𝑀̅𝐷1 = max
0≤𝑡≤𝑇

|
𝜕

𝜕𝑡
𝐷1(𝑡, 𝑥, 𝑥̇)| < ∞; 

 

(v) 𝑚𝑖,𝐹 = |𝐹𝑖(𝑥)| < ∞, 𝑚𝑖,𝐺=|𝐺𝑖(𝑥)| < ∞; 
 

(vi) барлық 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑥, 𝑦 ∈ 𝑅𝑛 үшін 0 < 𝑀𝑗(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑇], 𝑅
𝑛), 𝑗 = 1,2 

болатындай функция бар және ол үшін келесі теңсіздік орындалады: 

 

|𝑓(𝑡, 𝑥1, 𝑦1) − 𝑓(𝑡, 𝑥2, 𝑦2)| ≤ 𝑀1(𝑡)|𝑥1 − 𝑥2| + 𝑀2(𝑡)|𝑦1 − 𝑦2|; 
 

(vii) барлық 𝑡, 𝑠 ∈ [0, 𝑇]2, 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 үшін 0 < 𝑀3(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑇], 𝑅
𝑛) болатындай 

функция бар және ол үшін келесі бағалау орындалады: 
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|𝑔(𝑡, 𝑥1) − 𝑔(𝑡, 𝑥2)| ≤ 𝑀3(𝑡)|𝑥1 − 𝑥2|; 
 

(viii) барлық 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 үшін 0 < 𝑀4,𝑗(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑇], 𝑅
𝑛), 

 

|𝐷𝑗(𝑡, 𝑥1, 𝑥̇1) − 𝐷𝑗(𝑡, 𝑥2, 𝑥̇2)| ≤ 𝑀4,𝑗(𝑡)[|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑥̇1 − 𝑥̇2|], 𝑗 = 1,2; 

 

(ix) барлық 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑥 ∈ 𝑅𝑛 үшін 0 < 𝑀̅4,𝑗(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝑇], 𝑅
𝑛), 

 

|
𝜕

𝜕𝑡
𝐷1(𝑡, 𝑥1, 𝑥̇1) −

𝜕

𝜕𝑡
𝐷1(𝑡, 𝑥2, 𝑥̇2)| ≤ 𝑀̅4(𝑡)[|𝑥1 − 𝑥2| + |𝑥̇1 − 𝑥̇2|]; 

 

(x) барлық 𝑥 ∈ 𝑅𝑛, 𝑖 = 0,1, … , 𝑝 үшін 0 < 𝑚𝑗,𝑖 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑗 = 1,2,  

 

|𝐹𝑖(𝑥1) − 𝐹𝑖(𝑥2)| ≤ 𝑚1,𝑖|𝑥1 − 𝑥2|, |𝐺𝑖(𝑥1) − 𝐺𝑖(𝑥2)| ≤ 𝑚2,𝑖|𝑥1 − 𝑥2|;  
 

(xi) 𝜌 = 𝑚𝑎𝑥{𝜌11 + 𝜌21; 𝜌12 + 𝜌22} < 1. 
 

Онда екінүктелі шеттік есептің 𝑥(𝑡)𝜖𝑃𝐶([0, 𝑇], 𝑅𝑛) жалғыз шешімі бар. 

Бұл шешімді итерациялық процесс арқылы табуға болады: 

 

{
𝑥𝑘(𝑡) = Υ(𝑡; 𝑥𝑘−1),

𝑥0(𝑡) = Φ(𝑡), 𝑘 = 1,2, … .
 

 
[0, 𝑇] аралығында (2.1.15 - 2.1.19) есебінің шешімі берілген 𝐶1(𝑡) және 

𝐶2(𝑡) вектор-функцияларына үзіліссіз тәуелді. 

Импульс әсерлі жәй дифференциалдық теңдеу үшін локалды емес 

екінүктелі шеттік есебінің шешімінің бар және жалғыз болуын дәлелдеу үшін 

Банах кеңістігінде біртіндеп жуықтау әдісі мен сығылмалы бейнелеулер 

әдісінің үйлесімі қолданылды. 

 

2.2 Импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулері үшін Джумабаев бойынша 𝚫𝑵(𝜽) жалпы 

шешімін анықтау 

(2.1.1) теңдеуде 𝜀 = 0 деп алып, сызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеуін қарастырамыз 

 

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑦 +∑𝜑𝑘(𝑡) ∫𝜓𝑘(𝜏)𝑦(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝑇], 𝑡 ≠ 𝜃𝑗, 𝑦 ∈ 𝑅

𝑛.  

𝑇

0

𝑚

𝑘=1

 (2.2.1) 

 

(2.2.1) теңдеуіне параметрлеу әдісін [66] қолдана отырып, ∆𝑁(𝜃) бөліктеуі 

үшін интегралдық-дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін параметрлі 

арнайы Коши есебін аламыз 
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𝑑𝑣𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)(𝑣𝑟 + 𝜆𝑟) +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)[𝑣𝑗(𝜏) + 𝜆𝑗]𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡),

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

 

 

𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟],                                                  (2.2.2) 
 

                             𝑣𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅.                                  (2.2.3) 
 

(2.2.2), (2.2.3) есебінің шешімі параметрдің 𝜆 = 𝜆∗ = (𝜆1
∗ , . . . , 𝜆𝑁

∗ ) ∈ 𝑅𝑛𝑁 

бекітілген мәні үшін 𝑣[𝑡, 𝜆∗] = (𝑣1(𝑡, 𝜆
∗),… , 𝑣𝑁(𝑡, 𝜆

∗)) ∈ 𝐶([0, 𝑇], ∆𝑁(𝜃), 𝑅
𝑛𝑁) 

функциялар жүйесі болады, мұндағы 𝑣𝑟(𝑡, 𝜆
∗), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ функциясы [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟) 

интервалында 𝑡 айнымалысы бойынша үзіліссіз дифференциалданады, 𝜆𝑟 = 𝜆𝑟
∗ ,

𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ үшін (2.2.2) жүйені, (2.2.3) бастапқы шарттарды қанағаттандырады. 

 

𝐺𝑝,𝑘(Δ𝑁(𝜃)) =∑ ∫ 𝜓𝑝(𝜏)Φ𝑟(𝜏) ∫ Φ𝑟
−1(𝜏1)𝜑𝑘(𝜏1)𝑑𝜏1𝑑𝜏

𝜏

𝑡𝑟−1

,   𝑝, 𝑘 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

𝑁

𝑟=1

 

 

элементтерінен тұратын 𝑛𝑚 × 𝑛𝑚 өлшемді 𝐺(Δ𝑁(𝜃)) = (𝐺𝑝,𝑘(Δ𝑁(𝜃))) 

матрицасын құрамыз. 𝐺(Δ𝑁(𝜃)) матрицасы қайтымды деп ұйғарайық және 

[𝐼 − 𝐺(Δ𝑁(𝜃))]
−1
= (ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))) , 𝑘, 𝑝 = 1,𝑚̅̅ ̅̅ ̅̅  оның кері матрицасы болсын.  

𝐼 − 𝐺(Δ𝑁(𝜃)) матрицасының қайтымдылығы кез келген 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑁) ∈

𝑅𝑛𝑁 және 𝑓(𝑡) ∈ 𝑃𝐶 ([0, 𝑇], 𝑅𝑛, {𝜃𝑗}𝑗=1
𝑙
) үшін (2.2.2), (2.2.3) арнайы Коши 

есебінің жалғыз шешімі 𝑣[𝑡, 𝜆] = (𝑣1(𝑡, 𝜆), . . . , 𝑣𝑁(𝑡, 𝜆)) ∈ 𝐶([0, 𝑇], ∆𝑁(𝜃), 𝑅
𝑛𝑁) 

функциялар жүйесінің бар болуын қамтамасыз етеді. Сонымен қатар келесі 

теңсіздік орындалады 

 

‖𝑣[∙, 𝜆]‖2 ≤ 𝜒‖𝐹0[∙, 𝜆]‖2. 
 

𝐼 − 𝐺(Δ𝑁(𝜃)) матрицасы қайтымды болғандықтан, [67] жұмыста алынған 

нәтижелерге сәйкес (2.2.1) теңдеуінің 𝑦(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) жалғыз Δ𝑁(𝜃) жалпы 

шешімі бар және ол төмендегі өрнектермен анықталады: 

 

𝑦(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) = 𝜆𝑟 +∑𝑑𝑟,𝑗(Δ𝑁(𝜃), 𝑡)𝜆𝑗 +

𝑁

𝑗=1

 

 

+𝑏𝑟(Δ𝑁(𝜃), 𝑡),   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),   𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅,                             (2.2.4) 
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𝑦(∆𝑁(𝜃), 𝑇, 𝜆) = 𝜆𝑁 +∑𝑑𝑁,𝑗(Δ𝑁(𝜃), 𝑇)𝜆𝑗 +

𝑁

𝑗=1

𝑏𝑁(Δ𝑁(𝜃), 𝑇).       (2.2.5) 

 

𝜆(0) = (𝜆1
(0)
, . . . , 𝜆𝑁

(0)
) ∈ 𝑅𝑛𝑁 векторы және 𝜌𝜆 > 0, 𝜌 > 𝜌𝜆, 𝜌𝑢 = 𝜌 − 𝜌𝜆,  сандары 

берілсін, [0, 𝑇] аралығында бөлікті-үзіліссіз 𝑦(0)(𝑡) = 𝑦(Δ𝑁, 𝑡, 𝜆
(0)) функциясын 

және 𝑣𝑟
(0)(𝑡) = 𝑦(0)(𝑡) − 𝜆𝑟

(0)
, 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅ компоненттерінен тұратын 

𝑣(0)[𝑡] = (𝑣1
(0)(𝑡), . . . , 𝑣𝑁

(0)(𝑡)) функциялар жүйесін таңдаймыз және келесі 

жиындарды құрамыз: 

 

𝐺(0)(𝜌) = {(𝑡, 𝑥): 𝑡 ∈ [0, 𝑇], ‖𝑥 − 𝑦(0)(𝑡)‖ < 𝜌}, 
 

𝑆(𝜆(0), 𝜌𝜆) = {𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑁) ∈ 𝑅
𝑛𝑁: ‖𝜆𝑟 − 𝜆𝑟

(0)
‖ < 𝜌𝜆, 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅}, 

 

𝑆(𝑣(0)[𝑡], 𝜌𝑢) = {𝑢[𝑡] ∈ 𝐶([0, 𝑇], ∆𝑁(𝜃), 𝑅
𝑛𝑁): ‖𝑢[∙] − 𝑣(0)[∙]‖

2
< 𝜌𝑢}, 

 

𝐺𝑝
0(𝜌) = {(𝑡, 𝑥): 𝑡 ∈ [𝑡𝑝−1, 𝑡𝑝), ‖𝑥 − 𝑦

0(𝑡)‖ < 𝜌 − 𝑀1(𝑡𝑝 − 𝑡)}, 𝑝 = 1, 𝑁 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ , 

 

𝐺𝑁
0(𝜌) = {(𝑡, 𝑥): 𝑡 ∈ [𝑡𝑁−1, 𝑡𝑁], ‖𝑥 − 𝑦

0(𝑡)‖ < 𝜌 − 𝑀1(𝑡𝑁 − 𝑡)} 
 

және 

𝐺0(∆𝑁(𝜃), 𝜌) =⋃𝐺𝑟
0(𝜌).

𝑁

𝑟=1

 

 

(2.1.1), (2.1.2) жүйенің Δ𝑁(𝜃) жалпы шешімін құру үшін тағы да 

параметрлеу әдісін қолданамыз. 

Егер 𝑥(𝑡) функциясы (2.1.1), (2.1.2) импульс әсерлі Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеуін қанағаттандырса және (𝑡, 𝑥(𝑡)) ∈

𝐺0(∆𝑁(𝜃), 𝜌), онда 𝑥(𝑡) функциясының [𝑡𝑟−1,𝑡𝑟) аралығына тарылулары 

болатын 𝑥𝑟(𝑡), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅ функциялары төмендегі квазисызықтық интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесін қанағаттандырады 

 

               
𝑑𝑥𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)𝑥𝑟 +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)𝑥𝑗(𝜏)𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡) +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

 

 

+𝜀𝑓(𝑡, 𝑥𝑟), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1,𝑡𝑟),            
 

және (𝑡, 𝑥𝑟(𝑡)) ∈ 𝐺𝑟
0(𝜌), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅. 
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(2.1.4), (2.1.5) есебін операторлық теңдеу түрінде жазамыз және оның 

шешімін табу үшін итерациялық әдісті қолданамыз. 𝑋 = {𝑢[𝑡] =

(𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢𝑁(𝑡)) ∈ 𝐶([0, 𝑇], ∆𝑁(𝜃), 𝑅
𝑛𝑁): 𝑢𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅}, 𝑌 =

𝐶([0, 𝑇], ∆𝑁, 𝑅
𝑛𝑁) кеңістіктерін және 𝐻:𝑋 → 𝑌 сызықтық операторын келесідей 

енгіземіз: 

 

𝐻𝑢[𝑡] = (𝑤1
(1)(𝑡), . . . , 𝑤𝑁

(1)(𝑡)), 

 

мұндағы  

𝑤1
(1)(𝑡) = 𝑢̇𝑟(𝑡) − 𝐴(𝑡)𝑢𝑟 −∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏)𝑢𝑗(𝜏)𝑑𝜏

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

,

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

 

 

𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟),   𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅. 
 

𝐻 операторының анықталу облысын 

 

𝐷(𝐻) = {𝑢[𝑡] = (𝑢1(𝑡), . . . , 𝑢𝑁(𝑡)) ∈ 𝑋, мұндағы 𝑢𝑟(𝑡) функциялары 

 [𝑡𝑟−1,𝑡𝑟), 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅ аралығында үзіліссіз дифференциалданады} 
 

арқылы белгілейміз. 𝐻 тұйық шенелмеген сызықтық оператор. 

Енді (2.1.4), (2.1.5) арнайы Коши есебін квазисызықтық операторлық 

теңдеуі түрінде жаза аламыз 

 

𝐻𝑢[𝑡] = 𝜀𝐹(𝑢[𝑡], 𝜆) + 𝐹0[𝑡, 𝜆],                                 (2.2.6) 
 

мұндағы 𝐹(𝑢[𝑡], 𝜆) = (𝑤1
(2)(𝑡), . . . , 𝑤𝑁

(2)(𝑡)), 𝑤𝑟
(2)(𝑡) = 𝑓(𝑡, 𝑢𝑟(𝑡) + 𝜆𝑟), 𝑡 ∈

[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅. 
𝐿(𝑌, 𝑋) индукцияланған нормалы Λ: 𝑌 → 𝑋 сызықтық шектелген 

операторлар кеңістігі болсын.  

Біздің ұйғарымымыз бойынша, (2.2.2), (2.2.3) арнайы Коши есебі 𝜒 

тұрақтысымен қисынды шешілімді, демек 𝐻: 𝑌 → 𝑋 операторы қайтымды және 

‖𝐻−1‖𝐿(𝑌,𝑋) ≤ 𝜒 бағалауы орынды. 

2.2.1-анықтама. 𝑢[𝑡, 𝜆, 𝜀] = (𝑢1(𝑡, 𝜆, 𝜀), . . . , 𝑢𝑁(𝑡, 𝜆, 𝜀)) ∈ 𝑆(𝑣[𝑡, 𝜆], 𝜌𝑢) 

функциялар жүйесі (2.1.4), (2.1.5) 𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑁) ∈ 𝑆(𝜆
(0), 𝜌𝜆) параметрлі 

арнайы Коши есебінің жалғыз шешімі болса және 

 

𝐵𝑗 (𝜆𝑟+(𝑗) + 𝑙𝑖𝑚
𝑡→𝜃𝑗−0

𝑢𝑟+(𝑗)(𝑡, 𝜆, 𝜀)) + 𝐶𝑗𝜆𝑟+(𝑗)+1 = 𝑑𝑗,     𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅  
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шарттарды қанағаттандырса, онда 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆, 𝜀) = 𝜆𝑟 + 𝑢𝑟(𝑡, 𝜆, 𝜀), 𝑡 ∈
[𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅ және 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑇, 𝜆, 𝜀) = 𝜆𝑁 + 𝑙𝑖𝑚

𝑡→𝑇−0
𝑢𝑁(𝑡, 𝜆, 𝜀) теңдіктерімен 

анықталатын 𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆, 𝜀) функциясы (2.1.1), (2.1.2) импульс әсерлі 

квазисызықтық интегралдық-дифференциалдық теңдеудің 𝐺0(∆𝑁(𝜃), 𝜌) 
жиынындағы Джумабаев бойынша ∆𝑁(𝜃) жалпы шешімі деп аталады. 

2.2.1-анықтама мен 2.1.1-теоремадан келесі тұжырым шығады.  

2.2.1-теорема. 2.1.1-теореманың шарттары орындалса, онда (2.1.1), 

(2.1.2) жүйенің 𝐺0(∆𝑁(𝜃), 𝜌) жиынындағы ∆𝑁(𝜃) жалпы шешімі 

𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆, 𝜀) функциясы бар және бұл функцияны келесі түрде жазуға 

болады 

 

𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆, 𝜀) = 𝑦(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) + ∆𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆, 𝜀) 
 

және келесі бағалау орындалады 

 

sup
𝑡∈[0,𝑇]

‖∆𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆, 𝜀)‖ ≤
1

1 − 𝑞𝜀
𝜀𝜒 max

𝑟=1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅
sup

𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟)
‖𝑓(𝑡, 𝑣𝑟(𝑡, 𝜆) + 𝜆𝑟)‖, 

 

мұндағы ∆𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆, 𝜀) = 𝑢𝑟(𝑡, 𝜆, 𝜀) − 𝑣𝑟(𝑡, 𝜆), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅, 
∆𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝑇, 𝜆, 𝜀) = lim

𝑡→𝑇−0
𝑢𝑁(𝑡, 𝜆, 𝜀) − lim

𝑡→𝑇−0
𝑣𝑁(𝑡, 𝜆). 

 

2.3 Импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептер және олардың 

Джумабаев бойынша 𝚫𝑵(𝜽) жалпы шешіміне қатысты квазисызықтық 

алгебралық теңдеулер жүйесіне келтірілуі 

Бұл бөлімшеде импульс әсерлі квазисызықтық интегралдық-

дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептердің шешілімділігін 

зерттейміз. 

Бекітілген уақыт мезеттерінде импульс әсерлі (2.1.1), (2.1.2) 

квазисызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеуін (1.3.1) 

шеттік шартпен қарастырамыз. 𝛥𝑁(𝜃) регулярлы бөліктеу үшін жалпы 

шешімнің сәйкес өрнектерін (1.3.1) шеттік шартқа, (2.1.2) импульс шарттарына 

және (1.2.3) үзіліссіздік шарттарына қоя отырып келесі теңдеулерді аламыз 

 

𝐵0𝑥(Δ𝑁(𝜃), 0, 𝜆) + 𝐶0𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝑇, 𝜆) = 𝑑0,                      (2.3.1) 
 

𝐵𝑗𝑥(∆𝑁(𝜃), 𝜃𝑗 − 0, 𝜆) + 𝐶𝑗𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝜃𝑗 + 0, 𝜆) = 𝑑𝑗,    𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,        (2.3.2) 

 

lim
𝑡→𝑡𝑟−(𝑝)−0

𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝑡, 𝜆) − 𝑥(Δ𝑁(𝜃), 𝑡𝑟−(𝑝), 𝜆) = 0,   𝑝 = 1, 𝑁 − 𝑙 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅.    (2.3.3) 

 

(2.1.4), (2.1.5) арнайы Коши есебінің Δ𝑁(𝜃) жалпы шешімін (2.3.1)   шеттік 

шартқа, (2.3.2) импульс және (2.3.3) үзіліссіздік шарттарына қойып, 

квазисызықтық алгебралық теңдеулер жүйесін аламыз 
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𝑄∗(Δ𝑁(𝜃))𝜆 = −𝐹∗(Δ𝑁(𝜃)) − 𝐹
∗(Δ𝑁(𝜃), 𝜀, 𝑓),                  (2.3.4) 

 

мұндағы 𝑄∗(Δ𝑁(𝜃)) = (𝑄𝑖,𝑗), 𝐹∗(Δ𝑁(𝜃)) = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑁)
′, 𝐹∗(Δ𝑁(𝜃), 𝜀, 𝑓) =

(𝑓1, . . . , 𝑓𝑁)
′
, 𝑁 = 2𝑠(𝑙 + 1), 𝑠 ∈ Ν ∪ {0}, 

 

𝑄1,1 = 𝐵0 + 𝐶0(∑𝑎2𝑠(𝑙+1)(𝜑𝑘 , 𝑇)(∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

× 

 

                                   × 𝑉𝑝,1(Δ𝑁(𝜃)) + ∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑑𝑠

𝑡1

𝑡0

)),                                  

 

мұндағы 𝑎2𝑠(𝑙+1)(𝜑𝑘 , 𝑇) арқылы  

 
𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 𝐴(𝑡)𝑧 + 𝑃(𝑡),   𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟), 

 

𝑧(𝑡𝑟−1) = 𝑧0,   𝑟 = 1, 2𝑠(𝑙 + 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅ 
 

аралық Коши есептерінің жалғыз шешімдерін белгілейміз. 

 

𝑄1,𝑖1 = 𝐶0(∑𝑎2𝑠(𝑙+1)(𝜑𝑘 , 𝑇)(∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))𝑉𝑝,𝑖1(Δ𝑁(𝜃)) + ∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑖1

𝑡𝑖1−1

𝑚

𝑝=1

)

𝑚

𝑘=1

),   

 

𝑖1 = 2, 2𝑠(𝑙 + 1) − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ,         
 

𝑄1,2𝑠(𝑙+1) = 𝐶0(𝐼 +∑𝑎2𝑠(𝑙+1)(𝜑𝑘 , 𝑇) (∑ℛ𝑘,𝑝(∆𝑁(𝜃))

𝑚

𝑝=1

×

𝑚

𝑘=1

 

 

𝑉𝑝,2𝑠(𝑙+1)(∆𝑁(𝜃)) + ∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑑𝑠

𝑡2𝑠(𝑙+1)

𝑡2𝑠(𝑙+1)−1

) + 𝑎2𝑠(𝑙+1)(𝐴, 𝑇)

)

 
 
,              

 

𝑄𝑖3,𝑖2 = 𝐵𝑖3−1∑𝑎𝑖2(𝜑𝑘 , 𝜃𝑖3−1)

𝑚

𝑘=1

(∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))𝑉𝑝,𝑖2(Δ𝑁(𝜃)) + ∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑖2

𝑡𝑖2−1

)

𝑚

𝑝=1

, 
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𝑖2 = 1, 2𝑠(𝑙 + 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑖2 ≠ 2
𝑠𝑗, 𝑖2 ≠ 2𝑠𝑗 + 1, 𝑖3 = 2, 𝑙 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑗 = 1, 𝑙̅̅ ̅̅ ,     

 

𝑄𝑖3,2𝑠𝑗 = 𝐵𝑖3−1 (𝐼 +∑𝑎2𝑠𝑗(𝜑𝑘 , 𝜃𝑖3−1) ×

𝑚

𝑘=1

 

(×∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))

𝑚

𝑝=1

𝑉𝑝,2𝑠𝑗(Δ𝑁(𝜃))  + ∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑑𝑠 + 𝑎2𝑠𝑗(𝐴, 𝜃𝑖3−1)

𝑡2𝑠𝑗

𝑡2𝑠𝑗−1

)

)

 
 
,     

 

𝑄𝑖3,2𝑠𝑗+1 = 𝐵𝑖3−1∑𝑎2𝑠𝑗(𝜑𝑘,𝜃𝑖3−1)(∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))𝑉𝑝,2𝑠𝑗+1(Δ𝑁(𝜃)) ×

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

 

 

∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑑𝑠

𝑡2𝑠𝑗+1

𝑡2𝑠𝑗

)+ 𝐶𝑖3−1,       

 

𝑄𝑙+2𝑗2−1+𝑗3,2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3 = 𝐼 +∑𝑎2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3(𝜑𝑘 , 𝑡2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3)

𝑚

𝑘=1

× 

 

×(∑ℛ𝑘,𝑝(∆𝑁(𝜃))𝑉𝑝,2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3(Δ𝑁(𝜃)) + ∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑑𝑠

𝑡2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3

𝑡2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3−1

𝑚

𝑝=1

) +  

 

+𝑎2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3(𝐴, 𝑡2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3),       

 

𝑄𝑙+2𝑗2−1+𝑗3,2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3+1 = −𝐼 +∑𝑎2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3(𝜑𝑘 , 𝑡2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3)

𝑚

𝑘=1

× 

 

× (∑ℛ𝑘,𝑝(∆𝑁(𝜃))𝑉𝑝,2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3+1(Δ𝑁(𝜃)) + ∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑑𝑠

𝑡2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3+1

𝑡2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3

𝑚

𝑝=1

),    

 

𝑄𝑙+2𝑗2−1+𝑗3,𝑖4 = ∑𝑎2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3(𝜑𝑘 , 𝑡2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3)

𝑚

𝑘=1

× 
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× (∑ℛ𝑘,𝑝(∆𝑁(𝜃))𝑉𝑝,𝑖4(Δ𝑁(𝜃)) + ∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑖4

𝑡𝑖4−1

𝑚

𝑝=1

), 

 

𝑖4 = 1, 2𝑠(𝑙 + 1)̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑖4 ≠ 2𝑠𝑗2 − 2
𝑠 + 𝑗3, 𝑖4 ≠ 2𝑠𝑗2 − 2

𝑠 + 𝑗3 + 1, 
 

𝑗2 = 1, 𝑙 + 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑗3 = 1, 2𝑠 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 
 

𝑓1 = −𝑑0 + 𝐶0 (∑𝑎2𝑠(𝑙+1)(𝜑𝑘 , 𝑇) ×

𝑚

𝑘=1

 

 

×∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))𝑔𝑝(𝑓0, Δ𝑁(𝜃)) + 𝑎2𝑠(𝑙+1)(𝑓0, 𝑇)

𝑚

𝑝=1

),              

 

𝑓𝑖3 = −𝑑𝑖3−1 + 𝐵𝑖3−1 (∑𝑎2𝑠𝑗(𝜑𝑘 , 𝜃𝑖3−1) ×

𝑚

𝑘=1

 

 

×∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))𝑔𝑝(𝑓0, Δ𝑁(𝜃)) + 𝑎2𝑠𝑗(𝑓0, 𝜃𝑖3−1)

𝑚

𝑝=1

),             

 

𝑓𝑙+2𝑗2−1+𝑗3 = ∑𝑎2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3(𝜑𝑘 , 𝑡2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3)∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))𝑔𝑝(𝑓, Δ𝑁(𝜃))

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

 

 

+𝑎2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3(𝑓0, 𝑡2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3),     

 

𝑓1 = −𝑑0 + 𝐶0 (∑𝑎2𝑠(𝑙+1)(𝜑𝑘 , 𝑇) ×

𝑚

𝑘=1

 

 

×∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))𝑔𝑝(𝜀, 𝑓, Δ𝑁(𝜃)) + 𝑎2𝑠(𝑙+1)(𝜀, 𝑓, 𝑇)

𝑚

𝑝=1

) , (2.3.5) 

 

𝑓𝑖3 = −𝑑𝑖3−1 + 𝐵𝑖3−1 (∑𝑎2𝑠𝑗(𝜑𝑘 , 𝜃𝑖3−1) ×

𝑚

𝑘=1
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×∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))𝑔𝑝(𝜀, 𝑓, Δ𝑁(𝜃)) + 𝑎2𝑠𝑗(𝜀, 𝑓, 𝜃𝑖3−1)

𝑚

𝑝=1

) , (2.3.6) 

 

𝑓𝑙+2𝑗2−1+𝑗3 =∑𝑎2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3(𝜑𝑘 , 𝑡2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3)∑ℛ𝑘,𝑝(Δ𝑁(𝜃))𝑔𝑝(𝜀, 𝑓, Δ𝑁(𝜃)) +

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

 

 

+𝑎2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3(𝜀, 𝑓, 𝑡2𝑠𝑗2−2𝑠+𝑗3),                                (2.3.7) 

 

мұндағы  

𝑔𝑝(𝑓0, Δ𝑁(𝜃)) = ∑ ∫ 𝜓𝑝(𝑡)𝑎𝑟(𝑓, 𝑡)𝑑𝑡,

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

2𝑠(𝑙+1)

𝑟=1

 

 

𝑔𝑝(𝜀, 𝑓, Δ𝑁(𝜃)) = ∑ ∫ 𝜓𝑝(𝑡)𝑎𝑟(𝜀, 𝑓, 𝑡)𝑑𝑡.

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

2𝑠(𝑙+1)

𝑟=1

 

 

2.3.1-теорема. 2.1.1-теореманың шарттары мен келесі теңсіздіктер 

орындалсын: 

 

(𝑖) 𝑄∗(𝛥𝑁(𝜃)) қайтымды және ‖[𝑄∗(𝛥𝑁(𝜃))]
−1
‖ ≤ 𝛾; 

 

(𝑖𝑖) 𝑞𝜀 = 𝜀𝜒𝐿0 < 1; 
 

(𝑖𝑖𝑖) 𝜎𝜀 = 𝑞𝜀 (
𝜒

1 − 𝑞𝜀
(𝛼 + 𝐾0 + 𝜀𝐿0) + 1) < 1; 

 

(𝑖𝑣) 
1

1 − 𝑞𝜀
𝜀𝜒 𝑚𝑎𝑥

𝑟=1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅
𝑠𝑢𝑝

𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟)
‖𝑓 (𝑡, 𝑣𝑟(𝑡, 𝜆

(0)) + 𝜆𝑟
(0))‖ < 𝜌𝑣; 

 

(𝑣) 
1

1 − 𝜎𝜀

𝜀𝜒

1 − 𝑞𝜀
𝛾𝑚𝑎𝑥(1, ‖𝐷‖)𝑚𝑎𝑥 (‖𝑑0‖ + ‖𝐶0‖,𝑚𝑎𝑥

𝑗=1,𝑙̅̅̅̅
(‖𝑑𝑗‖ + ‖𝐵𝑗‖), 1) × 

 

× 𝑚𝑎𝑥
𝑟=1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅

𝑠𝑢𝑝
𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟)

‖𝑓 (𝑡, 𝑣𝑟(𝑡, 𝜆
(0)) + 𝜆𝑟

(0))‖ < 𝜌𝜆. 

 

Онда (2.3.4) квазисызықтық алгебралық теңдеулер жүйесінің 𝜆 =
(𝜆1, . . . , 𝜆𝑁) ∈ 𝑆(𝜆

(0), 𝜌𝜆) жалғыз шешімі бар болады. 

Дәлелдеуі. Квазисызықтық алгебралық теңдеулерді шешу үшін 

итерациялық әдіс қолданылады 
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𝜆(0) = −[𝑄∗(Δ𝑁(𝜃))]
−1
𝐹∗(Δ𝑁(𝜃)), 

 

                  𝜆(𝜈+1) = −[𝑄∗(Δ𝑁(𝜃))]
−1
{𝐹∗(Δ𝑁(𝜃)) + 𝐹

∗(Δ𝑁(𝜃), 𝜀, 𝑓)}.    (2.3.8) 

 

Теореманың шарттарынан төмендегі бағалаулар алынады 

 

‖𝜆(1) − 𝜆(0)‖ ≤ 𝛾max(1, ‖𝐷‖)max (‖𝑑0‖,max
𝑗=1,𝑙̅̅̅̅

(‖𝑑𝑗‖ + ‖𝐵𝑗‖), 1)
𝜀𝜒

1 − 𝑞𝜀
× 

 

× sup
𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟)

‖𝑓 (𝑡, 𝑣𝑟(𝑡, 𝜆
(0)) + 𝜆𝑟

(0)
)‖,                        (2.3.9) 

 

‖𝜆(𝜈+1) − 𝜆(𝜈)‖ ≤ 𝑞𝜀 {
𝜒

1 − 𝑞𝜀
(𝛼 + 𝐾0 + 𝜀𝐿0) + 1} ‖𝜆

(𝜈) − 𝜆(𝜈−1)‖,  

 

𝜈 = 1,2, . . . ,                                                      (2.3.10) 

‖𝜆(𝜈+1) − 𝜆(0)‖ ≤
1

1 − 𝜎𝜀

𝜀𝜒

1 − 𝑞𝜀
𝛾max(1, ‖𝐷‖)max (‖𝑑0‖,max

𝑗=1,𝑙̅̅̅̅
(‖𝑑𝑗‖ + ‖𝐵𝑗‖), 1) × 

 

                  × max
𝑟=1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅

max
𝑡∈[𝑡𝑟−1,𝑡𝑟)

‖𝑓 (𝑡, 𝑣𝑟(𝑡, 𝜆
(0))) + 𝜆𝑟

(0)‖ .                    (2.3.11) 

 

(2.3.9) - (2.3.11) теңсіздіктері және 2.3.1-теореманың (v) шарты (2.3.8) 

итерациялық әдістің (2.3.4) теңдеудің 𝑆(𝜆(0), 𝜌𝜆) жиынындағы бірмәнді шешімі 

𝜆 = (𝜆1, . . . , 𝜆𝑁) векторына жинақтылығын қамтамасыз етеді. 

Импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулері үшін шеттік есептердің жуық шешімдерін 

табу алгоритмі. 

0-қадам. a) 𝜀 = 0 үшін (2.1.1), (2.1.2), (1.3.1) есебінің 𝑥(0)(𝑡) шешімі [50] 

жұмыста ұсынылған алгоритм бойынша табылады. 𝑥(0)(𝑡) шешімін қолданып 

𝜆(0) = (𝜆1
(0), … , 𝜆𝑁

(0)) ∈ 𝑅𝑛𝑁 векторы және 𝑢[𝑡] = (𝑢1
(0)(𝑡), … , 𝑢𝑁

(0)(𝑡)) 

функциялар жүйесі құрылады, мұндағы 𝜆𝑟
(0) = 𝑥(0)(𝑡𝑟−1),  𝑢𝑟

(0)(𝑡) = 𝑥(0)(𝑡) −

𝜆𝑟
(0), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟], 𝑟 = 1, 𝑁̅̅ ̅̅ ̅. 𝑣(0,0)[𝑡] = 𝑢(0)[𝑡] функциялар жүйесі 𝜆 = 𝜆(0) үшін 
(2.1.4), (2.1.5) квазисызықтық арнайы Коши есебінің шешіміне бастапқы 

жуықтау ретінде таңдалады.  

b) 

 

𝑑𝑣𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)𝑣𝑟 + 𝐴(𝑡)𝜆𝑟
(0) +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏) (𝑣𝑗(𝜏) + 𝜆𝑗

(0)) 𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡) +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1
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+𝜀𝑓 (𝑡, 𝜆𝑟
(0) + 𝑣𝑟

(0,𝜈1)(𝑡)) , 𝜈1 = 1,2, …,  

 

𝑣𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1,𝑁,̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

сызықтық арнайы Коши есебінің шешімі келесі формуламен анықталады: 

 

𝑣𝑟
(0,𝜈1)(𝑡) =∑(∑𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡) (∑𝑀𝑘,𝑝(Δ𝑁) ×

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

𝑁

𝑗=1

 

 

× ( ∫ 𝜓𝑝(𝑡)𝐸∗,𝑗(𝐴(∙), 𝐴(∙), 𝑡)𝑑𝑡 +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

∑ ∑ ∫ 𝜓𝑝(𝑡)𝐸∗,𝑗1(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡)𝑑𝑡 ×

𝑡𝑗1

𝑡𝑗1−1

𝑚

𝑘=1

𝑁

𝑗1=1

 

 

∫ 𝜓𝑘(𝑡)

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑑𝑡) + ∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

)

)

 𝜆𝑗
(0) + 𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝐴(∙), 𝑡)𝜆𝑟

(0) + 

 

+∑𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡)∑𝑀𝑘,𝑝(Δ𝑁) ×

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

 

 

×∑ ∫ 𝜓𝑝(𝑡)𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝐹
(0)(∙), 𝑡)𝑑𝑡 + 𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝐹

(0)(∙), 𝑡),   𝜈1 = 1,2, … ,

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

𝑁

𝑟=1

 

 

мұндағы 𝐹(0)(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝜀𝑓 (𝑡, 𝜆𝑟
(0)
+ 𝑣𝑟

(0,𝜈1)(𝑡)). 

Бұл итерациялық процесс ‖𝑣(0,𝜈1) − 𝑣(0,𝜈1−1)‖ ≤ 𝜀1 шарты орындалғанға 

дейін жалғасады, мұндағы 𝜀1 − алдын ала таңдап алынған сан. 

𝑣(0,𝜈1)[𝑡] функциялар жүйесі (2.1.8), (2.1.9) квазисызықтық арнайы Коши 

есебінің 𝜆 = 𝜆(0) үшін жуық шешімі болады, яғни 𝑣(0)[𝑡] = 𝑣(0,𝜈1)[𝑡]. 

𝝂-қадам. a) 𝜆(𝜈) = −𝑄∗
−1 ∙ 𝐹∗(Δ𝑁(𝜃), 𝜀, 𝑓) қолданып, 𝜆(𝜈) табамыз, 𝜈 =

1,2,…,  мұндағы 𝑄∗ матрицасы (2.3.4) арқылы анықталады және 

𝐹∗(Δ𝑁(𝜃), 𝜀, 𝑓) = (𝑓1, . . . , 𝑓𝑁)
′
, 𝑁 = 2𝑠(𝑙 + 1), 𝑠 ∈ Ν ∪ {0}, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑁 вектор-

функциялары (2.3.5) - (2.3.7) формулаларымен табылады. 

b) 

𝑑𝑣𝑟
𝑑𝑡

= 𝐴(𝑡)𝑣𝑟 + 𝐴(𝑡)𝜆𝑟
(𝜈) +∑𝜑𝑘(𝑡)∑ ∫ 𝜓𝑘(𝜏) (𝑣𝑗(𝜏) + 𝜆𝑗

(𝜈)) 𝑑𝜏 + 𝑓(𝑡) +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1
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+𝜀𝑓 (𝑡, 𝜆𝑟
(𝜈) + 𝑣𝑟

(𝜈,𝜈1)(𝑡)) , 𝜈 = 1,2, . . . ,  𝜈1 = 1,2, . . .,  

 

𝑣𝑟(𝑡𝑟−1) = 0, 𝑟 = 1,𝑁,̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

сызықтық арнайы Коши есебінің шешімі келесі формуламен анықталады 

 

𝑣𝑟
(𝜈,𝜈1)(𝑡) = ∑(∑𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡) (∑𝑀𝑘,𝑝(Δ𝑁) ×

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

𝑁

𝑗=1

 

 

× ( ∫ 𝜓𝑝(𝑡)𝐸∗,𝑗(𝐴(∙), 𝐴(∙), 𝑡)𝑑𝑡 +

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

 

 

+ ∑ ∑ ∫ 𝜓𝑝(𝑡)𝐸∗,𝑗1(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡)𝑑𝑡 ∫ 𝜓𝑘(𝑡)

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑑𝑡) + ∫ 𝜓𝑘(𝑠)𝑑𝑠

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

)

)

 𝜆𝑗
(𝜈)

𝑡𝑗1

𝑡𝑗1−1

𝑚

𝑘=1

𝑁

𝑗1=1

 

 

+𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝐴(∙), 𝑡)𝜆𝑟
(𝜈)
+∑𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝜑𝑘(∙), 𝑡)∑𝑀𝑘,𝑝(Δ𝑁) ×

𝑚

𝑝=1

𝑚

𝑘=1

 

 

×∑ ∫ 𝜓𝑝(𝑡)𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝐹
(𝜈)(∙), 𝑡)𝑑𝑡 + 𝐸∗,𝑟(𝐴(∙), 𝐹

(𝜈)(∙), 𝑡),

𝑡𝑟

𝑡𝑟−1

𝑁

𝑟=1

 

 

мұндағы 𝐹(𝜈)(𝑡) = 𝑓(𝑡) + 𝜀𝑓 (𝑡, 𝜆𝑟
(𝜈)
+ 𝑣𝑟

(𝜈,𝜈1)(𝑡)). 

 

‖𝑣(𝜈,𝜈1)[𝑡] − 𝑣(𝜈,𝜈1−1)[𝑡]‖ ≤ 𝜀1, 𝜈1 = 1,2, … 

 

𝑣(𝜈,𝜈1)[𝑡] функциялар жүйесі (2.1.8), (2.1.9) квазисызықтық арнайы Коши 

есебінің 𝜆 = 𝜆(𝜈) үшін жуық шешімі болады, яғни 𝑣(𝜈)[𝑡] = 𝑣(𝜈,𝜈1)[𝑡]. 

Егер ‖𝜆(𝜈) − 𝜆(𝜈−1)‖ ≤ 𝜀2, мұндағы 𝜈 = 1,2,…, 𝜀2 − алдын ала таңдап 

алынған сан, онда 𝑥𝑟(𝑡) = 𝜆𝑟
(𝜈) + 𝑣𝑟

(𝜈)(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑡𝑟−1, 𝑡𝑟], 𝑟 = 1,𝑁̅̅ ̅̅ ̅ теңдіктері 

арқылы (2.1.1), (2.1.2), (1.3.1) есебінің жуық шешімін анықтаймыз, әйтпесе 

итерациялық процесті жалғастырамыз.  

2.3.1-мысал.  
 

𝑇 = 1, 𝐴(𝑡) = (𝑡 𝑡2 − 1
1 𝑡3

), 𝜑(𝑡) = (
1 𝑡
𝑡2 1

), 𝜓(𝜏) = (
𝜏 0
1 𝑡2

), 𝜃 =
2

3
, 
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𝐵 = (
1 0
0 1

), 𝐶 = (
−1 0
0 −1

), 𝑑 = (
−2
−1
), 𝑑1 = (

−
17

9
28

9

), 

 

𝑓(𝑡, 𝑥) = (
𝑥1
2(𝑡)

𝑥1(𝑡) + 𝑥2
2(𝑡)

) , 𝜀 =
1

10
, 

 

𝑓(𝑡) =

{
 
 
 

 
 
 
(
−
1

10
𝑡4 − 2𝑡3 −

3

5
𝑡2 +

13933

2430
𝑡 +

841

810

−𝑡4 − 𝑡3 −
617

810
𝑡2 −

1

5
𝑡 +

4658

1215

) , 𝑡 ∈ [0; 𝜃), 

(
−𝑡4 −

11

10
𝑡2 +

4699

2430
𝑡 +

947

405

−𝑡5 −
1

10
𝑡4 − 𝑡3 +

193

810
𝑡2 +

9

10
𝑡 +

4213

2430

) , 𝑡 ∈ [𝜃; 𝑇),

 

 

берілген мәндерімен (2.1.1), (2.1.2), (1.3.1) шеттік есебін қарастырайық. 

Интервалды [0, 1) = [0,
1

6,
 ) ∪ [

1

6
,
1

3
) ∪ [

1

3
,
1

2
) ∪ [

1

2
,
2

3
) ∪ [

2

3
,
5

6
) ∪ [

5

6
, 1)  алты 

бөлікке бөлеміз және ішкі аралықтарын ℎ1 = ℎ2 = ℎ3 = ℎ4 = ℎ5 = ℎ6 =
1

60
 

қадаммен бөлу арқылы алгоритмнің сандық жүзеге асырылу нәтижесін 

көрсетеміз.  

(1.1.7) формуланы қолданып келесі матрицаларды анықтаймыз: 

 

𝐺(∆6(𝜃)) = (

284393

2907257

281678

5387333
289098

1343639

875059

6252948

),   

 

𝐼 −  𝐺(∆6(𝜃)) = (

664217

736237
−
281678

5387333

−
289098

1343639

587779

683419

). 

 

𝐼 − 𝐺(Δ6(𝜃)) матрицасы қайтымды, яғни 𝛥6(𝜃) регулярлы бөліктеу болып 

табылады. 

𝜌𝜐 = 2.9 санын таңдап, 2.1.1-теореманың шарттарының орындалуын 

көрсетейік: 
(𝑖) шарты: 𝑓(𝑡, 𝑥) векторлық функциясы үшін Якоби матрицасы келесі түрде 

анықталады: 
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𝐽𝑓(𝑥) =
𝜕𝑓(𝑥)

𝜕𝑥
=

(

 
 

𝜕𝑓1(𝑥)

𝜕𝑥1

𝜕𝑓1(𝑥)

𝜕𝑥2
𝜕𝑓2(𝑥)

𝜕𝑥1

𝜕𝑓2(𝑥)

𝜕𝑥2 )

 
 
= (

2𝑥1 0
1 2𝑥2

).  

 

Берілген есептің дәл шешімі: 

 

𝑥∗(𝑡) = {
(𝑡
2 − 2
𝑡 + 1

) ,   𝑡 ∈ [0; 𝜃),

 (
𝑡 − 1
𝑡2 + 1

) ,   𝑡 ∈ [𝜃; 𝑇),
  

 

ескеріп,  

 

𝑡 ∈ [0, 𝜃): 
 

𝐽𝑓1(𝑡) =
1

10
(
2(𝑡2 − 2) 0

1 2(𝑡 + 1)
) =

1

10
(
2 × 2 0

1 2 ×
5

3

) = (

2

5
13

30

) =
13

30
, 

 

𝑡 ∈ (𝜃, 1]: 

𝐽𝑓2(𝑡) =
1

10
(
2(𝑡 − 1) 0

1 2(𝑡2 + 1)
) =

1

10
(2 ×

1

3
0

1 2 × 2

) = (

1

15
1

2

) =
1

2
, 

 

Липшиц тұрақтысы келесі түрде анықталады: 

 

𝐿0 = max
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝐽𝑓1(𝑡), 𝐽𝑓2(𝑡)‖ =
1

2
. 

 
(𝑖𝑖) шарты: 

 

𝛼 = max
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝐴(𝑡)‖ = max
𝑡∈[0,𝑇]

(|𝑎11(𝑡)| + |𝑎12(𝑡)|, |𝑎21(𝑡)| + |𝑎22(𝑡)|) = 

 

= max
𝑡∈[0,1]

(|𝑡| + |𝑡2 − 1|, |1| + |𝑡3|) = 2; 

 

𝐾0 = ∑ max
𝑡∈[0,𝑇]

‖𝜑𝑘(𝑡)‖∑ ∫‖𝜓𝑘(𝜏)‖𝑑𝜏 =

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

𝑁

𝑗=1

𝑚

𝑘=1

max
𝑡∈[0,1]

‖𝜑(𝑡)‖∑ ∫‖𝜓(𝜏)‖𝑑𝜏 =

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

6

𝑗=1
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= max
𝑡∈[0,1]

(1 + |𝑡|, |𝑡2| + 1)∑ ∫ max
𝑡∈[0,1]

(|𝜏|, 1 + |𝜏2|)𝑑𝜏 =

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

6

𝑗=1

2∑ ∫(1 + 𝜏2)𝑑𝜏 =

𝑡𝑗

𝑡𝑗−1

6

𝑗=1

 

 

= 2

(

 
 
∫(1 + 𝜏2)

1
6

0

𝑑𝜏 + ∫(1 + 𝜏2)

1
3

1
6

𝑑𝜏 + ∫(1 + 𝜏2)

1
2

1
3

𝑑𝜏 +∫(1 + 𝜏2)

2
3

1
2

𝑑𝜏 +     

 

+∫(1 + 𝜏2)

5
6

2
3

𝑑𝜏 + ∫(1 + 𝜏2)

1

5
6 )

 = 2(
109

648
+
115

648
+
127

648
+
145

648
+ 

 

+
169

648
+
199

648
) =

8

3
≈ 2.666; 

 

ℎ̅ = max
𝑟=1,6̅̅ ̅̅

(𝑡𝑟 − 𝑡𝑟−1) =
1

6
. 

 

Сондықтан 

(𝛼 + 𝐿0 + 𝐾0)ℎ̅ = (2 + 0.5 + 2.666) ×
1

6
= 5.166 ×

1

6
≈ 0.861 < 1. 

 
(𝑖𝑖𝑖) шарты: 

Табылған тұрақтыларды қолданып 

 

𝜒 = 1 +
1

6
× 2 × 1.130 × 1.333 × 𝑒

1
3 ≈ 1.7004 

 

мәнін аламыз және  

 

0.699 × 𝑒
1
3 × (

1

10
× 0.412 + 3.982 + (2 + 2.666) × (1 + 1.901)) ×

1

6
≈ 

 

≈ 2.855 < 2.9. 
 

Демек, арнайы Коши есебінің жалғыз шешімі бар. 
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2.3.1-сурет – (2.1.1), (2.1.2), (1.3.1) есебінің 𝑥∗(𝑡) дәл шешімі мен 

қарапайым итерациялық әдістің 0 - қадамына сәйкес алынған 

𝑥̃(0)(𝑡) сандық шешімдері графиктері 
 

 
 

2.3.2-сурет – (2.1.1), (2.1.2), (1.3.1) есебінің 𝑥∗(𝑡) дәл шешімі мен  

қарапайым итерациялық әдістің 1 - қадамына сәйкес алынған 

𝑥̃(1)(𝑡) сандық шешімдері графиктері 
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2.3.3-сурет – (2.1.1), (2.1.2), (1.3.1) есебінің 𝑥∗(𝑡) дәл шешімі мен  

қарапайым итерациялық әдістің 2 - қадамына сәйкес алынған 

𝑥̃(2)(𝑡) сандық шешімдері графиктері 

 

 
 

2.3.4-сурет – (2.1.1), (2.1.2), (1.3.1) есебінің 𝑥∗(𝑡) дәл шешімі мен  

қарапайым итерациялық әдістің 3 - қадамына сәйкес алынған 

𝑥̃(3)(𝑡) сандық шешімдері графиктері 
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2.3.5-сурет – (2.1.1), (2.1.2), (1.3.1) есебінің 𝑥∗(𝑡) дәл шешімі мен  

қарапайым итерациялық әдістің 4 - қадамына сәйкес алынған 

𝑥̃(4)(𝑡) сандық шешімдері графиктері 

 

(2.3.1) - (2.3.5) суреттерінде  𝑥𝑖1𝑗
∗ (𝑡), 𝑖1 = {

1, 𝑡 ∈ [0; 𝜃), 
2, 𝑡 ∈ [𝜃; 𝑇),

 𝑥̃𝑖2𝑗
(𝜈)(𝑡), 𝜈 = 0, … ,4, 𝑖2 =

1,… ,6 – ішкі интервалдардың нөмірі, 𝑗 = 1,2 − компоненттің реті. 

(2.1.1), (2.1.2), (1.3.1) есебінің дәл шешімі мен қарапайым итерациялық 

әдістің 0, 1, 2, 3 және 4 - қадамдарына сәйкес алынған сандық шешімдері үшін 

келесі теңсіздіктер орындалады: 

 

max
𝑗=1,66̅̅ ̅̅ ̅̅

‖𝑥∗(𝑡̂𝑗) − 𝑥̃
(0)(𝑡̂𝑗)‖ ≤ 1.2794756272044354 × 10−1, 

 

max
𝑗=1,66̅̅ ̅̅ ̅̅

‖𝑥∗(𝑡̂𝑗) − 𝑥̃
(1)(𝑡̂𝑗)‖ ≤ 9.671454284306973 × 10−2, 

 

max
𝑗=1,66̅̅ ̅̅ ̅̅

‖𝑥∗(𝑡̂𝑗) − 𝑥̃
(2)(𝑡̂𝑗)‖ ≤ 8.618155116668834 × 10−2, 

 

max
𝑗=1,66̅̅ ̅̅ ̅̅

‖𝑥∗(𝑡̂𝑗) − 𝑥̃
(3)(𝑡̂𝑗)‖ ≤ 6.494047495545163 × 10−2, 

 

max
𝑗=1,66̅̅ ̅̅ ̅̅

‖𝑥∗(𝑡̂𝑗) − 𝑥̃
(4)(𝑡̂𝑗)‖ ≤2.96021937307156× 10−6, 

 

мұндағы (𝑥̃1
(𝜈)(𝑡), 𝑥̃2

(𝜈)(𝑡)) , 𝜈 = 0, … ,4 шеттік есептің сандық шешімдері. 

Алынған нәтижелерді график түрінде көрсетеміз (2.3.6-сурет).   
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2.3.6-сурет – (2.1.1), (2.1.2), (1.3.1) есебінің  

дәл шешімі мен қарапайым итерациялық әдістің 0, 1, 2, 3 және 4 - қадамдарына 

сәйкес алынған сандық шешімдерінің абсолюттік қателіктерінің графигі 
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ҚОРЫТЫНДЫ 

 

Диссертациялық жұмыс импульс әсерлі Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептерді зерттеуге және шешуге 

арналған.  

Диссертацияның негізгі зерттеу нысаны импульс әсерлі сызықтық және 

квазисызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеулер үшін 

шеттік есептер. 

Негізгі нәтижелер: 

– импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебінің шешілімділігі анықталды; 

– импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуі үшін Джумабаев бойынша жалпы шешімі құрылды; 

– Джумабаев бойынша жалпы шешім импульс әсерлі сызықтық Фредгольм 

интегралдық-дифференциалдық теңдеуі үшін шеттік есепті шешуде 

қолданылды; 

– импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуі үшін шеттік есептің шешілімділігінің қажетті және жеткілікті шарттары 

орнатылды; 

– импульс әсерлі сызықтық Фредгольм интегралдық-дифференциалдық 

теңдеуі үшін шеттік есептің жуық шешімін табудың сандық әдісі мен 

алгоритмдері ұсынылды; 

– импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер жүйесі үшін арнайы Коши есебінің шешілімділігі 

анықталды; 

– импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеуі үшін Джумабаев бойынша жалпы шешімі құрылды; 

– импульс әсерлі квазисызықтық Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеуі үшін шеттік есеп Джумабаев бойынша жалпы 

шешімнің тәуелсіз векторларына қатысты квазисызықтық алгебралық 

теңдеулер жүйесіне келтірілді. 

Қойылған міндеттерді шешу толықтығын бағалау. Импульс әсерлі 

Фредгольм интегралдық-дифференциалдық теңдеуі үшін шеттік есептің 

шешілімділігі сұрақтары толық шешілді, олардың жуық шешімдерін табудың 

сандық әдісі мен тиімді алгоритмдері құрылды. 

Зерттеу нәтижелерін нақты қолдану бойынша ұсыныстар. Жұмыста 

алынған нәтижелер теориялық маңызға ие және Фредгольм интегралдық-

дифференциалдық теңдеулер үшін шеттік есептерді шешуде, сондай-ақ 

университеттердің математика факультеттерінде элективті курстар жүргізу 

барысында пайдаланылуы мүмкін. 

Осы саладағы ең жақсы жетістіктермен салыстырғанда орындалған 

жұмыстың ғылыми деңгейін бағалау. Орындалған ғылыми жұмыстың 

нәтижелері ҚР ҒЖБМ Ғылым және жоғары білім саласындағы сапаны 

қамтамасыз ету комитеті ұсынған журналдарда, халықаралық конференция 
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материалдарында, сондай-ақ Scopus және Web of Science дерекқорларында 

индекстелетін журналдарда жарияланды. 
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