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БЕЛГІЛЕУЛЕР МЕН ҚЫСҚАРТУЛАР 

 

𝐷𝛼 𝐸𝑚+𝟙 Евклид кеңістігінде Γ = {(𝑥, 𝑡)|𝑥| = 1} цилиндрімен 

және 𝑡 = 𝛼 >  0 , 𝑡 = 0 жазықтықтарымен  шектелген 
(𝑥1, … , 𝑥𝑚, 𝑡) нүктелерінің цилиндрлік облысы, мұндағы 

|𝑥| −  вектор ұзындығы 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑚); 
 

𝐺 𝐶([0,1]) ∩ 𝐶1((0,1)) класындағы 𝜈(𝑟) функцияларының 

жиыны; 

 

𝑁⊥ Грин формуласы бойынша 𝜕𝐷𝛼 шекарасына жүргізілген 

сыртқы нормаль; 

 

𝛺𝛼𝛽 Ε𝑚+1 евклид кеңістігінде  Γ = {(𝑥, 𝑡): |𝑥| = 1} цилиндрімен, 

𝑡 = 𝛼 > 0 және 𝑡 = 𝛽 < 0 жазықтықтарымен шектелген 

цилиндрлік облыс болсын, мұндағы |𝑥| – векторының 

ұзындығы 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑚); 
 

𝑆 Ω𝛼 және Ω𝛽  облыстарының ортақ шекарасы және ол  𝛦𝑚 

евклид кеңістігіндегі {𝑡 = 0, 0 < |𝑥| < 1}   жиыны; 

 

𝐻 𝐸𝑚 кеңістігіндегі бірлік сфера. 
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КІРІСПЕ 

 

Диссертациялық жұмыстың жалпы сипаттамасы. 

Диссертациялық жұмыс өзгешеленген көп өлшемді эллиптикалық және 

эллиптико-параболалық теңдеулерге аралас есептердің шешімінің бар және 

жалғыз болуын, сондай-ақ олардың қисындылығын зерттеуге арналған. 

Зерттеудің өзектілігі. Электромагниттік өрістерді математикалық 

модельдеу кезінде электромагниттік процестің сипаты ортаның қасиеттеріне 

байланысты екені белгілі. Егер орта тепе-тең күйде болса, онда Гамильтон 

принципі бойынша көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге келеміз.  

Ал егер орта жоғары өткізгіштікке ие болса, онда көпөлшемді параболалық 

теңдеулер туындайды. Демек, электромагниттік өрістерді күрделі ортада 

(мысалы, ортаның өткізгіштігі өзгеретін жағдайда) талдау көпөлшемді 

эллиптико-параболалық теңдеулерді зерттеуге алып келеді [1]. 

Комплекс айнымалылардың аналитикалық функциялары теориясы 

әдісімен жазықтықтағы эллиптикалық теңдеулер үшін шекаралық есептердің 

қисындылығы жақсы зерттелген. Алайда, тәуелсіз айнымалылар саны екіден көп 

болған жағдайларда ұқсас есептерді зерттеу кезінде принциптік сипаттағы 

қиындықтар туындайды. Көпөлшемді сингулярлық интегралдық теңдеулердің 

толық теориясы болмағандықтан, сингулярлық интегралдық теңдеулер әдісі 

өзінің тиімділігін жоғалтады [2]. 

Керісінше, көпөлшемді сфералық функциялар теориясы жақсы зерттелген 

[3-4]. Жалпыланған кеңістіктерде көпөлшемді гиперболалық теңдеулер үшін 

аралас есептер жақсы қарастырылған [5–8], [9, 10] еңбектерінде бұл есептердің 

жалғыз классикалық шешімі болатыны дәлелденген. Көпөлшемді эллиптикалық 

теңдеулер үшін аралас есептер [11] жұмысында қарастырылған. 

Алайда, өзгешеленген эллиптикалық және эллиптико-параболалық 

теңдеулерге арналған аралас есептер әлі де жеткілікті түрде зерттелмеген. 

Сондықтан, өзгешеленген эллиптикалық және эллиптико-параболалық 

теңдеулерге арналған аралас есептерді зерттеу – өзекті ғылыми мәселе болып 

табылады. 

Тақырыптың қазіргі жағдайы. Эллиптико-параболалық теңдеулер 

қолданбалы сипаттағы көптеген маңызды мәселелерді шешу кезінде кездеседі. 

Бұл теңдеулер фракталдық диффузия кезіндегі толқындық құбылыстарды 

зерттеуде, газ динамикасы теңдеулерінде, математикалық биологияда, 

генетикада, медицинада және т.б. пайда болатын өзгешеленген теңдеулер 

класына жатады. 

Эллиптикалық және параболалық типтегі теңдеулер теориясы классикалық 

еңбектерден бастау алады. Бұл бағыттың негізін қалаушылардың қатарында 

Hadamard J., Сергей Соболев және Evans L.C. сияқты ғалымдарды атап өтуге 

болады [12-15]. 

Өзгешеленген теңдеулерді зерттеу бағыты XX ғасырдың екінші 

жартысында қарқынды дамыды. Бұл салада коэффициенттердің нөлге айналу 

жағдайлары қарастырылып, салмақталған кеңістіктер (weighted Sobolev spaces) 
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енгізілді. Мұндай есептерді зерттеуде О. А. Ладыженскаяның еңбектері маңызды 

рөл атқарды. 

Осы бағыттағы алғашқы нәтижелер Ф. И. Франкль, И. Н. Векуа, А. В. 

Бицадзе еңбектерінде алынған [16,17, 2]. Газ динамикасында мұндай типтегі 

теңдеулердің маңызды қолданбалары анықталды, беттердің шексіз аз иілу 

теориясында туындайтын есептерді шешуде аралас типті теңдеулердің 

маңыздылығы атап өтілді, сондай-ақ аралас типті теңдеулер үшін экстремум 

принципі тұжырымдалды, одан, атап айтқанда, шешімнің бірмәнділігі 

туындайды. 

Кейіннен бұл нәтижелер К. И. Бабенконың, А. М. Нахушевтің, М. Л. 

Красновтың, И. А. Киприяновтың, М. С. Салахитдиновтың және Х. 

Наджафовтың және басқа да ғалымдардың еңбектерінде дамытылды [18-22]. 

Бөлшек интеграл-дифференциалдау операциясы арқылы сипатталатын 

аралас типті есептер маңызды рөл атқарады. Аралас типті теңдеулер 

теориясындағы бөлшектік есептеудің рөлі параболалық өзгешеленген 

кеңістіктік-бағытталған беттері бар көпөлшемді облыстарда Ф. Трикоми [23] 

есебінің аналогын іздеу мәселесінің пайда болуымен байланысты. Бұл мәселені 

А. В. Бицадзе қойған және соңғы жылдары ол қарқынды түрде дамыды. 

Өзгешеленген эллиптикалық теңдеулер теориясының дамуына М. В. 

Келдыштың [24] еңбегі принципті маңызға ие болды. Бұл жұмыс осындай 

типтегі есептердің одан әрі дамуына бастау болды. 

Көпөлшемді осындай есептер жағдайында Г. Фикераның, О. А. 

Олейниктің, М. И. Вишиктің, С. Г. Михлиннің, және басқа да зерттеушілердің 

еңбектерін ерекше атап өткен жөн [25-27]. M. Franciosi, A. Alvino, G. Trombetti 

еңбектерінде тегіс коэффициенттері бар, дивергенциялық емес формадағы 

эллиптико-параболалық теңдеулер үшін бірінші шекаралық есептің күшті 

шешімділігі дәлелденген [28, 29]. G. Talenti және V. Iftimie,  еңбектерінде Кордес 

типті шарт орындалған жағдайда, үзілісті коэффициенттері бар, дивергенциялық 

емес формадағы екінші ретті эллиптикалық және параболалық теңдеулер, 

сондай-ақ әртүрлі типтегі эллиптико-параболалық теңдеулер үшін бірінші 

шекаралық есептің бірмәнді күшті шешімділігі дәлелденген [30, 31]. Сонымен 

қатар Л. Ниренбергтің, О. А. Ладыженскаяның, В. А. Солонниковтың, Н. Н. 

Уральцеваның, Е. М. Ландистің және басқалардың еңбектерін де атап өткен жөн 

[32-35]. 

H. Gajewski мен I. V. Skrypnik, P. Benilan мен P. Wittbold еңбектерінде 

эллиптико-параболалық типтегі теңдеулер жүйелері қарастырылған [36-40]. 

Т. С. Гаджиев еңбектерінде үзілісті коэффициенттері бар, дивергенциялық 

емес сызықтық эллиптико-параболалық теңдеулер зерттелген [41, 42]. 

Эллиптикалық теңдеулерге арналған шекаралық есептер математикалық 

физикада теориялық маңызға ие. Бұл, ең алдымен, әртүрлі физикалық 

құбылыстардың (мысалы, тербеліс, жылу өткізгіштік, диффузия және т.б.) 

стационарлық үдерістерін талдау көбінесе эллиптикалық теңдеулерге алып 

келетінімен түсіндіріледі. Мұндай теңдеулердің қолданылуына тән мысалдар 

ретінде қуыс металл түтікшелердегі радиотолқындардың диффузиясы, қуыс 
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резонаторлардағы электромагниттік тербелістер (электротехникада кеңінен 

қолданылады), сондай-ақ өткізгіштің қимасы бойынша айнымалы электр 

тогының таралуы (бұл — «беттік әсер» немесе скин-эффект деп аталады) 

жатады. Бұл есептердің кейбіреулері өзгешеленген эллиптикалық теңдеулерді 

зерттеу қажеттілігіне әкеледі. 

Осыған байланысты соңғы жылдары өзгешеленген эллиптикалық және 

эллиптико-параболалық теңдеулер үшін шекаралық және аралас есептердің 

қойылымы мен олардың шешімдерінің қасиеттерін зерттеуге арналған ғылыми 

еңбектер саны айтарлықтай артты [43-51]. 

Көпөлшемді жағдайда жалпыланған шешімдерді зерттеу функционалдық 

кеңістіктер теориясымен тығыз байланысты болып табылады. Атап айтқанда, 

Соболев және Morrey кеңістіктерінде алынған нәтижелер эллиптикалық және 

параболалық типтегі теңдеулер үшін шешімдердің бар болуы мен бірегейлігін 

дәлелдеуде маңызды рөл атқарады. Сонымен қатар, коэффициенттері үзілісті 

немесе шектелген тербелісті болатын теңдеулер үшін априорлық бағалар алу 

және олардың тұрақтылығын зерттеу көптеген ғылыми жұмыстарда 

қарастырылған [52-67]. 

Сонымен бірге, өзгешеленген эллиптикалық және эллиптико-параболалық 

теңдеулер үшін аралас есептердің толық теориясы әлі де жеткілікті деңгейде 

қалыптаспағанын атап өткен жөн. Әсіресе, коэффициенттері 

дегенерацияланатын немесе ерекше нүктелері бар жағдайларда шешімдердің бар 

болуы, жалғыздығы және орнықтылығы мәселелері өзекті болып қала береді. 

Осы бағыттағы зерттеулерде жаңа әдістер мен тәсілдер ұсынылып, теориялық 

нәтижелер одан әрі дамытылуда [68-87]. 

Бірқатар қолданбалы есептер өзгешеленген эллиптикалық теңдеулерді 

талдауды талап етеді. Жазықтықтағы эллиптикалық теңдеулер үшін шекаралық 

есептердің қисындылығы комплекс айнымалының аналитикалық функциялары 

теориясының әдістері арқылы жақсы зерттелген [7, 31-бет], [8]. Алайда, тәуелсіз 

айнымалылар саны екіден көп болған жағдайда ұқсас есептерді зерттеу кезінде 

принципиалды қиындықтар туындайды. Көпөлшемді сингулярлық интегралдық 

теңдеулер теориясының жеткілікті дамымағандығына байланысты, сингулярлық 

интегралдық теңдеулер әдісі өзінің тиімділігін жоғалтады.  

Бұл жұмыста өзгешеленген эллиптикалық теңдеулерге арналған аралас 

шекаралық есептің шешімінің бірегейлігі дәлелденіп, классикалық шешімінің 

айқын түрі алынатын балама әдіс ұсынылады. Бұл есепте Чаплыгин операторы 

қарастырылады. 

Бірінші шекаралық есеп (немесе Дирихле есебі) үшін шекарада 

ерекшеленетін көпөлшемді эллиптикалық теңдеулер жеткілікті дәрежеде 

зерттелген [88-93]. С.А. Алдашевтің, өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық 

теңдеулерге арналған аралас есептер аз зерттелген [88, 174-бет]. 

Осы жұмыста сфералық функциялар бойынша жіктеу әдісі қолданылып, 

цилиндрлік облыстағы өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеуге 

арналған аралас есептің бірегей шешілетіндігі дәлелденіп, оның классикалық 

шешімінің айқын түрі алынды.  
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Екінші реттік эллиптико-параболалық теңдеулердің жалпы түрі үшін 

бірінші шекаралық есептің (Дирихле есебінің) қойылымын алғаш рет Г. Фикера 

ұсынған. Бұл есептің одан әрі зерттелуі О.А. Олейник пен Е.В. Радкевичтің 

монографиясында берілген [26, 8-бет]. 

С.А. Алдашевтің еңбектерінде көпөлшемді эллиптико-параболалық 

теңдеулер үшін цилиндрлік облыстағы Дирихле есебінің қисындылығы (бірегей 

шешілетіндігі мағынасында) зерттелген [94].  

Жалпыланған кеңістіктердегі өзгешеленген көпөлшемді гиперболалық 

теңдеулерге арналған аралас есептер М.Л. Краснов [7, 29-бет] және Ф.Т. 

Барановский [8, 23-бет] тарапынан зерттелген. 

С.А. Алдашев [88, 174-бет] пен С.Г. Михлин [4, 199-бет] өзгешеленген 

көпөлшемді эллиптикалық теңдеулер үшін мұндай есептердің қисындылығын 

дәлелдеп, классикалық шешімнің айқын түрін алған. 

Қазіргі уақытқа дейін өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық 

теңдеулер үшін аралас есептер зерттелмеген. Бұл диссертациялық жұмыста 

өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық теңдеулер үшін аралас 

есептің бірегей шешілетіндігі көрсетіліп, классикалық шешімнің айқын түрі 

алынды. 

Диссертациялық жұмыстың мақсаты – өзгешеленген көпөлшемді 

эллиптикалық және эллиптико-параболалық теңдеулерге арналған аралас 

есептердің бірмәнді шешілетінін көрсету, сондай-ақ қарастырылып отырған 

есептердің шешімдеріне тән жаңа сапалық және құрылымдық қасиеттерді 

анықтау. 

Зерттеу міндеттері:  

 а) өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеуге арналған аралас 

есептің қисындылығын көрсету, оның шешімінің бар болатындығын дәлелдеп,  

шешімнің айқын аналитикалық түрін алу. Көрсетілген есеп шешімінің 

бірмәнділігін қамтамасыз ететін шарттарды анықтау. 

 ә) өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық теңдеулер класы 

үшін аралас есептің қисындылығы дәлелдеу, оның шешімінің бар екенін негіздеу 

және шешімнің айқын аналитикалық түрін құру. осы теңдеулер класы үшін 

шешімнің бірмәнділігін дәлелдеу. 

 б) жалпыланған түрдегі өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық 

теңдеулерге арналған аралас есепті зерттеу, оның қисындылығы, шешімінің бар 

және бірмәнділігін дәлелдеу және шешімнің айқын түрін табу. 

Зерттеу нысаны - цилиндрлік облыстағы өзгешеленген көпөлшемді 

эллиптикалық және эллиптико-параболалық теңдеулерге аралас есептер. 

Зерттеу пәні - өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық және эллиптико-

параболалық теңдеулерге аралас есептер шешімдерін құру мәселелері. 

Зерттеу әдістері 

Диссертациялық жұмыста Фурье қатарына жіктеу әдісі, арнайы 

функциялар теориясы және интегралдық теңдеулер әдісі қолданылады. 

 

 



9 

 

Жұмыстың ғылыми жаңалығы 

Цилиндрлік облыста қарастырылған өзгешеленген көпөлшемді 

эллиптикалық және эллиптико-параболалық теңдеулер үшін аралас есептердің 

бірмәнді шешілетіндігі дәлелденді. Зерттелген есептер үшін шешімдердің айқын 

аналитикалық түрлері алынды 

1. Өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас есептің 

шешімінің бар екендігі дәлелденіп, оның аналитикалық түрі алынды, 

қисындылығы көрсетілді; 

2. Өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас есептің 

шешімінің жалғыз болатындығы дәлелденді; 

3. Эллиптико-параболалық теңдеулердің бір класы үшін аралас есептің 

қисындылығы көрсетілді, шешімінің бар болатындығы дәлелденді және бұл 

есептің айқын шешімі алынды; 

4. Эллиптико-параболалық теңдеулердің бір класы үшін аралас есептің 

шешімінің жалғыздығы дәлелденді; 

5. Өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық теңдеулерге аралас 

есептің шешімінің бар болатындығы дәлелденді және оның айқын шешімі 

алынды, қисындылығы көрсетілді; 

6. Өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық теңдеулерге аралас 

есептің шешімінің жалғыздығы анықталды. 

Қорғауға шығарылатын негізгі нәтижелер 

– өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас есептің 

қисындылығы, шешімінің бар болуы, оның аналитикалық түрі және шешімінің 

жалғыздығы; 

– өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық теңдеулердің бір 

класы үшін аралас есептің қисындылығы, шешімінің бар болуы,  айқын шешімі 

және шешімінің жалғыздығы; 

– өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық теңдеулерге аралас 

есептің қисындылығы, шешімінің бар болуы, оның айқын шешімі және 

шешімінің жалғыздығы. 

Алынған нәтижелердің сенімділігі мен негізділігі барлық келтірілген 

теоремалар мен тұжырымдардың функционалдық анализ, дербес туындылы 

дифференциалдық теңдеулер теориясы және арнайы функциялар теориясының 

қағидаттарына негізделген қатаң математикалық дәлелдеулерімен расталады. 

Жұмыста сфералықлық функциялар бойынша Фурье қатарына жіктеу, Бессель 

функцияларын қолдану сияқты дәстүрлі және сыналған аналитикалық әдістер 

пайдаланылды. Зерттеу нәтижелері логикалық тұрғыда үйлесімді, жекелеген 

жағдайларды да, жалпыланған түрлерді де қамтиды. 

Сонымен қатар, диссертацияның негізгі тұжырымдары халықаралық 

ғылыми конференцияларда апробациядан өткен және рецензияланатын ғылыми 

журналдарда жарияланған, бұл алынған нәтижелердің ғылыми дәлдігі мен 

сенімділігін растайды. 
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Зерттеудің теориялық және практикалық маңыздылығы 

Жұмыс негізінен теориялық сипатта. Алынған нәтижелер өзгешеленген 

көпөлшемді эллиптикалық және эллиптико-параболалық теңдеулерге локалдық 

және локалдық емес шекаралық есептерді зерттеу барысында қолданылуы 

мүмкін. 

Жұмыста алынған шешімдер газ динамикасы, механика, биология, физика, 

экономика және басқа да салалардағы есептердің сандық моделдерін талдау 

кезінде пайдалануға болады. 

Автордың жеке үлесі 

Диссертациялық жұмыста ұсынылған барлық негізгі нәтижелер тікелей 

автордың өзі тарапынан алынған. Зерттеліп отырған аралас есептердің 

қойылымы, оларды талдау әдістерінің таңдалуы, шешімдердің қисындылығы, 

шешімінің бар  және жалғыз болуының математикалық дәлелдеулері автордың 

өзімен орындалды. 

Автор тарапынан сфералықлық функциялар мен Бессель функциялары 

арқылы жіктеу әдістерін пайдалана отырып, есептердің аналитикалық 

шешімдері алынды. 

Диссертацияда ұсынылған әдістер мен тәсілдер автордың ғылыми 

мақалаларында жарияланған нәтижелерінің қисынды жалғасы мен дамуы болып 

табылады. Бұл нәтижелер әртүрлі деңгейдегі ғылыми конференцияларда 

апробациядан өткен. Жұмысты орындау барысында автор ғылыми әдебиеттерге 

талдау жүргізіп, теориялық тұжырымдарды, теоремалардың дәлелдерін және 

диссертация мәтінін толықтай өз бетінше әзірледі. 

Жұмысты апробациялау. Жұмыстың негізгі нәтижелері келесі іс-

шараларда баяндалды және талқыланды: 

– «Дифференциалдық теңдеулер, анализ және алгебра мәселелері» 

тақырыбында Халықаралық ғылыми конференция. Қ. Жұбанов атындағы Ақтөбе 

өңірлік университеті. Ақтөбе, Қазақстан (24-28 мамыр 2022 ж.); 

– «Дифференциалдық теңдеулер, анализ және алгебра проблемалары» 

физика-математика ғылымдарының докторы, профессор, ҚР ҰҒА құрметті 

академигі К.К.Кенжебаевтың 70 жас мерейтойына арналған  Халықаралық 

ғылыми семинар. Қ. Жұбанов атындағы Ақтөбе өңірлік университеті. Ақтөбе, 

Қазақстан (20 қаңтар 2023 ж.); 

– Қазақстан Республикасының Ғылым айына арналған сәуір айындағы 

дәстүрлі халықаралық ғылыми конференция. Математика және математикалық 

моделдеу институты. Алматы, Қазақстан (сәуір 2024 ж.); 

Жарияланымдар. Диссертация тақырыбы бойынша 9 жұмыс 

жарияланды, оның ішінде Scopus базасында индекстелетін рейтингтік ғылыми 

журналда 3 жарияланым [95-97], ҚР ҒЖБМ Ғылым және жоғары білім 

саласындағы сапаны қамтамасыз ету комитеті ұсынған ғылыми нәтижелерді 

жариялау тізіміне енетін ғылыми басылымдарда 2 мақала [98, 99], ғылыми 

журналда – 1 мақала [11], халықаралық конференциялар мен семинарлар 

материалдарында 3 мақала жарияланды [100-102]. 
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Диссертацияның құрылымы мен көлемі. Диссертациялық жұмыс қазақ 

тілінде жазылған және кіріспеден, үш бөлімнен тұрады. Пайдаланылған 

әдебиеттер тізімі 115 библиографиялық дереккөзден тұрады, жұмыс құрамында 

2 сурет бар. Формулалардың нөмірленуі 2 таңбалы бірінші сан бөлім нөмірін, 

екіншісі формуланың меншікті нөмірін білдіреді.  Теоремалар, леммалар бүкіл 

диссертация шегінде нөмірленеді. Диссертацияның жалпы көлемі - 91 бетті 

құрайды. 

Диссертацияның қысқаша мазмұны. 

Диссертациялық жұмыс кіріспеден, үш бөлімнен, қорытындыдан және 

пайдаланылған әдебиеттер тізімінен тұрады. Әрбір бөлім өз кезегінде бірнеше 

бөлімшелерге бөлінген. 

Диссертацияның бірінші бөлімінде өзгешеленген көпөлшемді 

эллиптикалық теңдеулерге аралас есептер қарастырылады. 

1.1 – бөлімшеде көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас есептің 

қойылымы қойылады.  

Айталық, 𝐷𝛼 – 𝐸𝑚+𝟙 Евклид кеңістігінде Γ = {(𝑥, 𝑡)|𝑥| = 1} цилиндрімен 

және 𝑡 = 𝛼 >  0 , 𝑡 = 0 жазықтықтарымен  шектелген (𝑥1, … , 𝑥𝑚, 𝑡) нүктелерінің 

цилиндрлік облысы, мұндағы |𝑥| −  вектор ұзындығы 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑚). 
Осы беттердің  𝐷α облысының ∂𝐷α шекарасын құрайтын бөліктерін 

сәйкесінше Γα, 𝑆α, 𝑆0 деп белгілейік. 

1–анықтама. 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 – ашық облыс, ал Γ – 𝐷 облысының шекарасы болсын. 𝐷 

облысында  𝑎𝑖𝑗(𝑥), 𝑏𝑗(𝑥), 𝑐(𝑥) функциялары анықталған. Екінші ретті 

дифференциалдық операторды 𝐿 арқылы келесі түрде анықталық 

 

𝐿𝑢 =∑∑𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+∑𝑏𝑗(𝑥)

𝑛

𝑗=1

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑐(𝑥)𝑢. 

Егер  

 

∑∑𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 𝜉𝑖𝜉𝑗 

квадраттық формасы 𝐷 облысының әрбір нүктесінде кез келген 

𝜉 ∈ 𝑅𝑛 үшін анықталған болса, дифференциалдық 𝐿 операторы эллиптикалық 

деп аталады. 

𝐷α облысында өзара байланысқан өзгешеленген көпөлшемді 

эллиптикалық теңдеулерді қарастырайық 

 

𝐿𝑢 ≡ 𝑔(𝑡)Δ𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 +∑𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

+ 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢 = 0,            (0.1) 
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𝐿∗𝜗 ≡ 𝑔(𝑡)Δ𝑥𝜗 + 𝜗𝑡𝑡 −∑𝑎𝑖𝜗𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

− 𝑏𝜗𝑡 + 𝑐𝜗 = 0,                             (0. 1∗) 

 

мұндағы 𝑔(𝑡) > 0  және 𝑡 > 0, 𝑔(0) = 0, 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶([0, α]) ∩ 𝐶2((0, α)), Δ𝑥- 

Лаплас операторы 𝑥1, … , 𝑥𝑚 , 𝑚 ≥ 2,  𝑑(𝑥, 𝑡) = с − ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
𝑚
𝑖=1 − 𝑏𝑡 . 

 Аралас есеп ретінде 0.1 - есепті қарастырайық. 

 Есеп 0.1. 𝐷α облысында 𝐶1(𝐷̅𝛼) ∩ 𝐶
2(𝐷α) класынан  

𝐿𝑢 ≡ 𝑔(𝑡) (𝑢𝑟𝑟 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑢𝑟𝑟 −

𝛿𝑢

𝑟2
) + 𝑢𝑡𝑡 +∑𝑎𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

+ 𝑏(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢𝑡 + 

 (0. 11) 
+𝑐(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢 = 0. 

 

 

𝑢|𝑆0 = τ(𝑟, θ),  𝑢𝑡|𝑆0 = ν(𝑟, θ),  𝑢|Γα = ψ(𝑡, θ),                            (0.2) 

 

шектік шарттарын қанағаттандыратын (0. 11) теңдеуінің шешімін табу керек, 

мұндағы τ(1, θ) = ψ(0, θ),  ν(1, θ) = ψ𝑡(0, θ). 
 Лемма 0.1. Айталық,  𝑓(𝑟, θ) ∈ 𝑊2

𝑙(𝑆0).  Егер 𝑙 ≥ 𝑚 −  1, онда қатар 

 

𝑓(𝑟, θ) = ∑∑𝑓𝑛
𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (θ)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

,                                (0.3) 

 

сонымен бірге, 𝑝 ≤ 𝑙 − 𝑚 + 1 ретті дифференциалдау арқылы одан алынған 

қатар абсолютті және бірқалыпты жинақталады. 

 Лемма 0.2. 𝑓(𝑟, θ) ∈ 𝑊2
𝑙(𝑆0) болу үшін, (0.3) қатарындағы коэффициенттер 

келесі теңсіздіктерді қанағаттандыруы қажетті және жеткілікті шарт болып 

табылады 

 

|𝑓0
1(𝑟)| ≤ 𝑐1,  ∑∑𝑛2𝑙|𝑓𝑛

𝑘(𝑟)|
2

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=1

≤ 𝑐2,  𝑐1, 𝑐2 = const 

 

 1.2–бөлімшеде өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеуге аралас 

есептің қисындылығы қарастырылып теорема дәлелденеді. 

𝐷𝛼 облысында (0.1) теңдеудегі қосымша мүшелері 0-ге тең болғандағы  

жағдайда, өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеуді қарастырайық: 

 

𝑔(𝑡)Δ𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 = 0,                                            (0.4) 
 

(0.4) теңдеуі сфералық координаталарда келесі түрде болады:  
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𝑔(𝑡) (𝑢𝑟𝑟 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢) + 𝑢𝑡𝑡 = 0,                               

 

Есеп 0.1.1. 𝐷α облысында 𝐶1(𝐷̅𝛼) ∩ 𝐶
2(𝐷α) класынан келесі эллиптикалық 

теңдеудің  

𝑔(𝑡) (𝑢𝑟𝑟 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢) + 𝑢𝑡𝑡 = 0,                              (0.5) 

 

шекаралық шарттарды (0.2) 

 

𝑢|𝑆0 = τ(𝑟, θ), 𝑢𝑡|𝑆0 = ν(𝑟, θ), 𝑢|Γ𝛼 = ψ(𝑡, θ),  

 

қанағаттандыратын шешімді табу керек, мұндағы 𝛿–екінші ретті 

дифференцалды оператор, 

 

𝛿 ≡ − ∑
1

𝑔𝑗𝑠𝑖𝑛
𝑚−𝑗−1𝜃𝑗

𝑚−1

𝑗=1

𝜕

𝜕𝜃𝑗
(𝑠𝑖𝑛𝑚−𝑗−1𝜃𝑗

𝜕

𝜕𝜃𝑗
) 

 

𝑔1 = 1,  𝑔𝑗 = (𝑠𝑖𝑛𝜃1…𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗−1)
2
, 𝑗 > 1. 

𝛿 операторының спектрі. 

0.1-есептің ізделетін шешімі С1(𝐷̅𝛼) ∩ 𝐶
2(𝐷𝛼) класына тиесілі болғандықтан, 

0.1.1- есептің де шешімін келесі түрде іздеуге болады 

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

,                                       (0.6) 

(0.6)-ны в (0.5)-ке қойып және Yn,m
k (θ) сфералық функцияларының 

ортогоналдығын қолдана отырып, келесіні аламыз  

 

𝑔(𝑡) (𝑢̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚 − 1

𝑟
𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 +

𝜆𝑛
𝑟2
𝑢̅𝑛
𝑘) + 𝑢̅𝑛𝑡𝑡

𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,…    (0.7) 

 

мұндағы (0.2) шектік шарты 0.1 лемманы ескере отырып, келесі түрде жазылады 

 

𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 0) = 𝜏̅𝑛

𝑘(𝑟), 𝑢̅𝑛𝑡
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜈̅𝑛

𝑘(𝑟), 𝑢̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 𝜓𝑛

𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,… . (0.8) 
 

(0.7), (0.8) теңдіктерде 𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑢̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) − 𝜓𝑛
𝑘(𝑡) айнымалыларын 

ауыстыру арқылы аламыз  

𝑔(𝑡) (𝜗̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚 − 1

𝑟
𝜗̅𝑛𝑟
𝑘 −

𝜆𝑛
𝑟2
𝜗̅𝑛
𝑘) − 𝜗̅𝑛𝑡𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡)                          (0.9) 
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𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 0) = 𝜏𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗̅𝑛𝑡
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜈𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,… , (0.10) 

 

𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(1−𝑚)

2 𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) ауыстыруын орындай отырып, (0.9), (0.10) есептерін 

келесі есепке келтіреміз  

 

𝐿𝜗𝑛
𝑘 ≡ 𝑔(𝑡) (𝜗𝑛𝑟𝑟

𝑘 +
𝜆̅𝑛
𝑟2
𝜗𝑛
𝑘) + 𝜗̅𝑛𝑡𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡),                          (0.11) 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 0) = 𝜏̃𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗𝑛𝑡
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜗̃𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0,                           (0.12) 

 

(0.11), (0.12) есептерінің шешімін келесі түрде іздейміз  

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡),                                           (0.13) 

 

мұндағы 𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) – есептің шешімі 

 

𝐿𝜗1𝑛
𝑘 = 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡),                                                           (0.14) 
 

𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜗1𝑛𝑡

𝑘 (𝑟, 0) = 0,  𝜗1𝑛
𝑘 (1, 𝑡) = 0,                                         (0.15) 

 

Ал,  𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) – келесі есептің шешімі 

 

𝐿𝜗2𝑛
𝑘 = 0,                                                              (0.16) 

 

𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜏̃𝑛

𝑘(𝑟),  𝜗2𝑛𝑡
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜈𝑛

𝑘(𝑟),  𝜗2𝑛
𝑘 (1, 𝑡) = 0.                        (0.17) 

 

 Жоғарыда көрсетілген (0.14), (0.16) теңдеулердің шешімін келесі түрде 

қарастырамыз 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑅𝑙(𝑟)𝑇𝑙(𝑡),                                        

∞

𝑙=1

(0.18) 

 

мұндағы,  

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑙,𝑛

𝑘 (𝑡)𝑅𝑙(𝑟),

∞

𝑙=1

𝜏̃𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑙,𝑛

𝑘

∞

𝑙=1

𝑅𝑙(𝑟), 𝜈𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑒𝑙,𝑛

𝑘 𝑅𝑙(𝑟).

∞

𝑙=1

 (0.19) 

 

(0.18) теңдеуді (0.14) және (0.15) теңдеулерге (0.19)-ды ескере отырып, 

қойсақ, аламыз 

𝑅𝑙𝑟𝑟 +
𝜆̅𝑛
𝑟2
𝑅𝑙 + 𝜇𝑅𝑙 = 0, 0 < 𝑟 < 1, 𝑅𝑙(1) = 0, |𝑅𝑙(0)| < ∞, (0.20) 
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𝑇𝑙𝑡𝑡 − 𝜇𝑔(𝑡)𝑇𝑙(𝑡) = 𝑎𝑙,𝑛(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝛼,                                 (0.21) 
 

𝑇𝑙(0) = 0, 𝑇𝑙𝑡(0) = 0.                                             (0.22) 
 

(0.20) есебінің шектеулі шешімі болып (0.23) табылады  

 

𝑅𝑙(𝑟) = √𝑟𝐽𝜈(𝜇𝑙,𝑛𝑟),                                              (0.23) 
 

мұндағы 𝜈 =
𝑛+𝑚−2

2
, 𝜇 = 𝜇𝑙,𝑛 – бірінші текті 𝐽𝜈(𝑧), 𝜇 = 𝜇𝑙,𝑛

2  Бессель 

функциясының нөлдері. 

 (0.21), (0.22) есептері 𝑇𝑙(𝑡) функциясына қатысты екінші текті Вольтерра 

интегралдық теңдеуіне келтіріледі, демек бұл теңдеудің шешімі бар және 

жалғыз: 

 

𝑇𝑙,𝑛(𝑡) − 𝜇𝑙,𝑛
2 ∫(𝑡 − 𝜉)𝑔(𝜉)

𝑡

0

𝑇𝑙,𝑛(𝜉)𝑑𝜉 = ∫(𝑡 − 𝜉)𝑎𝑙,𝑛
𝑘

𝑡

0

(𝜉)𝑑𝜉, (0.24) 

 

Фурье-Бессель қатарларының жіктелуін ескере отыра, Бессель функциясының оң 

таңбалы нөлдерін қолданып (0.0.1) есептің шешімін келесі түрде аламыз: 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑{𝜓𝑛
𝑘(𝑟) + 𝑟

(1−𝑚)
2 [𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡)]}

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃), (0.25) 

мұндағы  

𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) =∑√𝑟

∞

𝑙=1

𝑇𝑙,𝑛(𝑟)𝐽𝜈(𝜇𝑙,𝑛𝑟),                                           

𝜗𝑙𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) =∑√𝑟𝑉𝑙,𝑛(𝑡)

∞

𝑙=1

𝐽𝜈(𝜇𝑙,𝑛𝑟),                                          

𝑎𝑙,𝑛
𝑘 (𝑡) = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑙,𝑛)]

−2
∫√𝜉𝑓𝑛

𝑘(𝜉, 𝑡)

1

0

𝐽𝜈(𝜇𝑙,𝑛𝜉)𝑑𝜉, 

 

𝑏𝑙,𝑛
𝑘 (𝑡) = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑙,𝑛)]

−2
∫√𝜉𝜏̃𝑛

𝑘(𝜉)

1

0

𝐽𝜈(𝜇𝑙,𝑛𝜉)𝑑𝜉,    

𝑒𝑙,𝑛
𝑘 = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑙,𝑛)]

−2
∫√𝜉𝜈𝑛

𝑘(𝜉)

1

0

𝐽𝜈(𝜇𝑙,𝑛𝜉)𝑑𝜉, 

Теорема 0.1 Егер (0.2) шекаралық шарттарындағы берілген функциялар 

үшін, 0.1 және 0.2-леммаларда көрсетілген шарттар орындалса, онда (1.5) теңдеуі 
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үшін қойылған 0.1 аралас есептің 𝐷α облысында 𝐶1(𝐷̅𝛼) ∩ 𝐶
2(𝐷α) класына 

класына тиесілі жалғыз шешімі бар болады. 

Ол шешім (0.25) түрінде беріледі және келесі бағалау орындалады: 

𝑘𝑛 ≤ 𝑐1𝑛
𝑚−2, |

𝜕𝑙

𝜕𝜃𝑗
𝑙 𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)| ≤ 𝑐2𝑛
𝑚
2
−1+𝑙 , 𝑗 = 1,𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑙 = 0,1,… . (0.26) 

 

1.3 – бөлімшеде аралас есеп шешімінің бар болуы және жалғыздығы 

дәлелденеді. 

Аралас есеп ретінде 0.1 есепті қарастырып, оның шешімінің бар екендігін 

көрсетеміз.  

Теорема 0.2. Егер τ(𝑟, θ), 𝜈(𝑟, θ) ∈ 𝑊2
𝑙(𝑆0), ψ(𝑡, θ) ∈ 𝑊2

𝑙(Γα), 𝑙 >
3𝑚

2
, онда 

0.1- есептің жалғыз шешімі болады. 

Дәлелдеу. 0.1 есептің ізделінді шешімін келесі түрде іздейміз 

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡)

𝑘𝑛

𝑘=1

Y𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃),

∞

𝑛=0

                               (0.27) 

 

(0.27) теңдігінің шешімі (0.11)-ге қойып, алынған өрнекті H бірлік сферасы 

бойынша интегралдай отырып дифференциалдық теңдеудің шексіз жүйесін 

қарастырып және 0.1-лемманы ескере отырып   

𝜌0
1𝑔(𝑡)𝑢̅0𝑟𝑟

1 + 𝜌0
1𝑢̅0𝑡𝑡

1 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑔(𝑡)𝜌0

1𝑢̅0𝑟
1 = 0,                      

 

𝜌1
𝑘𝑔(𝑡)𝑢̅1𝑟𝑟

𝑘 + 𝜌1
𝑘𝑢̅1𝑡𝑡

𝑘 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑔(𝑡)𝜌1

𝑘𝑢̅1𝑟
𝑘 −

𝜆1
𝑟2
𝑔(𝑡)𝜌1

𝑘𝑢̅1
𝑘 = 

= −
1

𝑘1
(∑𝑎𝑖0

1 𝑢̅0𝑟
1 + 𝑏̃0

1

𝑚

𝑖=1

𝑢̅0𝑡
1 + 𝑐̃0

1𝑢̅0
1) , 𝑛 = 1, 𝑘 = 1, 𝑘1̅̅ ̅̅ ̅̅ ,  

 

𝜌𝑛
𝑘𝑔(𝑡)𝑢̅𝑛𝑟𝑟

𝑘 + 𝜌𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑡𝑡

𝑘 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑔(𝑡)𝜌𝑛

𝑘𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 −

𝜆𝑛
𝑟2
𝑔(𝑡)𝜌𝑛

𝑘𝑢̅𝑛
𝑘 = 

 

= −
1

𝑘1
∑ {∑𝑎𝑖𝑛−1

𝑘 𝑢̅𝑛−1𝑟
𝑘 + 𝑏̃𝑛−1

𝑘 𝑢̅𝑛−1𝑡
𝑘 +

𝑚

𝑖=1

𝑘𝑛−1

𝑘=1

 

+[𝑐̃𝑛−1
𝑘 +∑(𝑎̃𝑖𝑛−2

𝑘 − (𝑛 − 1)𝑎𝑖𝑛−1
𝑘 )

𝑚

𝑖=1

] 𝑢̅𝑛−1
𝑘 }  

 

0.1 есептегідей ауыстырулар енгізе отырып Бессель функциясының нөлдері мен 

Вольтердің екінші текті интегралдық теңдеуіне келтіріледі 
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𝑇𝑠,𝑛(𝑡) − 𝜇𝑠,𝑛
2 ∫(𝑡 − 𝜉)𝑔(𝜉)𝑇𝑠,𝑛(𝜉)𝑑𝜉 = ∫(𝑡 − 𝜉)𝑎𝑛𝑠

𝑡

0

𝑡

0

(𝜉)𝑑𝜉 

бұл теңдеудің шешімі бар және ол жалғыз болады. 

𝑎𝑛𝑠
𝑘 (𝑡) = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑠,𝑛)]

−2
∫√𝜉

1

0

𝑓𝑛
𝑘(𝜉, 𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝜉)𝑑𝜉,                  (0.28) 

 

𝑏𝑛𝑠
𝑘 = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑠,𝑛)]

−2
∫√𝜉

1

0

𝜏̃𝑛
𝑘(𝜉)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝜉)𝑑𝜉,  

(0.29) 

𝑒𝑛𝑠
𝑘 = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑠,𝑛)]

−2
∫√𝜉

1

0

𝜈𝑛
𝑘(𝜉)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝜉)𝑑𝜉,  

0.1-анықтамаға сәйкес  Фурье-Бессел қатарларына жіктелуі өсу реті бойынша 

Бессель функциясының оң таңбалы нөлдері болады. 

Сонымен, 𝐷𝛼 облысында келесі теңдіктер орын алады 

 

∫𝜌(𝜃)𝐿𝑢𝑑𝐻 = 0.

 

𝐻

                                                   (0.30) 

 

∫𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝐿𝑢𝑑𝐷𝛼 = 0

 

𝐷𝛼

 

Осылайша, 0.1-есептің шешімі келесі қатар түрдінде жазылады 

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑{𝜓𝑛
𝑘(𝑡) + 𝑟

(1−𝑚)
2 [𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡)]}

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃), (0.31) 

 

1.2 бөлімшесіндегі 0.0.1 есеп  үшін алынған нәтижелерді, бағалауларды 

қолданып, сонымен қатар 0.1 және 0.2 леммаларды, берілген (0.0.1)-теңдеудің 

коэффициенттеріне қойылған шектеулерді ескерсек (0.31) шешімі С1(𝐷̅𝛼) ∩
𝐶2(𝐷𝛼) класында өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас 

0.1-есептің шешімінің бар екендігі дәлелденді. 

Өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас есеп 

шешімінің жалғыздығын дәлелдеу үшін алдымен (0.1*) теңдеуі үшін келесі 

шарттармен шекаралық есептің шешімін құрылады. 

 

𝜗|Γ𝛼 = 0, 𝜗|𝑠𝛼 = 0, 𝜗𝑡|𝑠𝛼 = 𝜈(𝑟, 𝜃) = 𝜈̅𝑛
𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,… , (0.32)       
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мұндағы 𝜈̅𝑛
𝑘(𝑟) ∈ 𝐺, 𝐺– 𝐶([0,1]) ∩ 𝐶1((0,1)) класындағы 𝜈(𝑟) функцияларының 

жиыны. 𝐺 жиыны 𝐿2((0,1)) кеңістігінің барлық жерінде тығыз болып табылады. 

 (0.1*) және (0.32) есептерінің шешімін (0.27) түрінде іздесек онда ол (0.31) 

қатар түрінде құрылады және (0.26) бағалауларына сәйкес С1(𝐷̅𝛼) ∩ 𝐶
2(𝐷𝛼) 

класына жатады.  

Түйіндес 𝐿, 𝐿∗ операторларының анықтамасына сәйкес келесі теңдеу 

алынады 

𝜗𝐿𝑢 − 𝑢𝐿∗𝜗 = −𝜗𝑃(𝑢) + 𝑢𝑃(𝜗) − 𝑢𝜗𝑄, 
 

(0.2) біртекті шарттар мен (0.32) шарттарды ескерсек келесі формуланы 

аламыз 

∫𝜈(𝑟, 𝜃)𝑢(𝑟, 𝜃, 𝛼)𝑑𝑠 = 0

 

𝑆𝛼

. 

{𝜈̅𝑛
𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)} функциялар жүйесінің сызықтық қабықшасы  𝐿2(𝑆𝛼) кеңістігінде 

тығыз орналасқандықтан интеграл үшін 𝑢(𝑟, 𝜃, 𝛼) = 0, ∀(𝑟, 𝜃) ∈ 𝑆𝛼 деген 

қорытынды шығарамыз.  

Онда есепті нөлдік шешімі бар келесі Дирихле есебіне келтіру жолдары 

көрсетіледі.  

 

𝐿𝑢 = 0, 𝑢 |
 

𝑆0
= 0,    𝑢 |

 

Г𝛼
= 0, 𝑢 |

 

𝑆𝛼
= 0,     

 

Демек, шешімнің жалғыздығы, яғни, 0.2 теорема  дәлелденді. 

2 – бөлімде өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық 

теңдеулердің бір класы үшін аралас есеп қарастырылады. 

2.1 – эллиптико-параболалық теңдеулердің бір класы үшін аралас есептің 

қойылымы қойылады.  

Айталық, 𝛺𝛼𝛽 – Ε𝑚+1 евклид кеңістігінде  Γ = {(𝑥, 𝑡): |𝑥| = 1} 

цилиндрімен, 𝑡 = 𝛼 > 0 және 𝑡 = 𝛽 < 0 жазықтықтарымен шектелген 

цилиндрлік облыс болсын, мұндағы |𝑥| – векторының ұзындығы 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑚). 
Ω𝛼𝛽 облысының бөліктерін Ω𝛼 және Ω𝛽  арқылы, ал Γ𝛼 , Γ𝛽 – арқылы 𝑡 > 0 

және 𝑡 < 0 жартылай кеңістігінде жатырған Γ бетінің бөліктерін; Ω𝛼𝛽   

облысының жоғарғы табанын – 𝜎𝛼, ал төменгі табанын – 𝜎𝛽 арқылы белгілейік . 

𝑆 – Ω𝛼 және Ω𝛽  облыстарының ортақ шекарасы және ол  𝛦𝑚 евклид 

кеңістігіндегі {𝑡 = 0, 0 < |𝑥| < 1}   жиыны болсын. 

𝛺𝛼𝛽 облысында келесі  өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық 

теңдеулерді қарастырайық 
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0 =

{
 
 

 
 𝑡𝑞∆𝑥𝑢 − 𝑢𝑡 +∑𝑑𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑒(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑡 > 0

𝑚

𝑖=1

|𝑡|𝑝∆𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 +∑𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑡 < 0,

𝑚

𝑖=1

        (0.33) 

 

𝑝, 𝑞 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑝 > 0, 𝑞 ≥ 0, , ∆𝑥 – 𝑥1, … , 𝑥𝑚, 𝑚 ≥ 2 айнымалылары бойынша 

Лаплас операторы. 

Аралас есеп ретінде келесі есепті қарастырамыз. 

Есеп 0.2. (00.11) теңдеудің Ω𝛼𝛽 облысында 𝑡 ≠ 0  үшін  

𝐶(Ω̅𝛼𝛽) ∩ 𝐶
1(Ω𝛼𝛽) ∩ 𝐶

2(Ω𝛼 ∪ Ω𝛽) класынан келесі шекаралық шарттарды 

қанағаттандыратын шешімін табу керек 

𝐿1𝑢 ≡ 𝑡
𝑞 (𝑢𝑟𝑟 +

𝑚 − 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢) − 𝑢𝑡 + 

 

+∑𝑑𝑖

𝑚

𝑖=1

(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑒(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢 = 0                          (0.0. 11) 

 

𝑢 |  
𝜎𝛼
= 𝜑(𝑟, 𝜃) ,  𝑢 |  

Γ𝛼
= 𝜓1(𝑡, 𝜃),    (0.34) 

 

𝑢 |  
Γ𝛽
= 𝜓2(𝑟, 𝜃),     (0.35) 

 

2.2–бөлімшеде эллиптико-параболалық теңдеулердің бір класы үшін 

аралас есептің қисындылығы, шешімінің құрылымы көрсетіледі. Осы 

бөлімшедеде Ω𝛼𝛽 облысында келесі өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-

параболалық теңдеу қарастырылады 

 

                                      0 = {
𝑡𝑞∆𝑥𝑢 − 𝑢𝑡 , 𝑡 > 0

|𝑡|𝑝∆𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 , 𝑡 < 0.
                                                     (0.36) 

 

Есеп 0.2.1 сфералық координаталарда (0.36) теңдеу Ω𝛼 облысында келесі 

түрде жазылады 

 

𝑡𝑞 (𝑢𝑟𝑟 +
𝑚−1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢) − 𝑢𝑡 = 0    (0.37) 

 

0.2 есептің ізделінді шешімі Ω𝛼 облысында 𝐶(Ω̅𝛼) ∩ 𝐶
2(Ω𝛼) классына 

жататындықтан, 0.2.1 есептің шешімін келесі түрде іздейміз 
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𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

,                               (0.38) 

 

мұндағы,  𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) – анықталуы тиіс функциялар. 

Сфералық функциялардың ортогональдық қасиеттерін қолданып 0.1 

лемманы ескере отырып (0.34) шекаралық шарттарды келесі түрде жазамыз 

 

𝑡𝑞 (𝑢̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚−1

𝑟
𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 −

𝜆𝑛

𝑟2
𝑢̅𝑛
𝑘) − 𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0, 1,… .   (0.39) 

 

𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝛼) = 𝜑̅𝑛

𝑘(𝑟),    𝑢̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 𝜓1𝑛

𝑘 (𝑡),     𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0, 1,… .  (0.40) 

  

(0.39), (0.40) теңдіктеріне  𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑢̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) − 𝜓̅1𝑛
𝑘  ауыстыруларын қолдансақ 

онда келесі теңдіктер алынады  

𝑡𝑞 (𝜗̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚−1

𝑟
𝜗̅𝑛𝑟
𝑘 −

𝜆𝑛

𝑟2
𝜗̅𝑛
𝑘) − 𝜗̅𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡),    (0.41) 

 

𝜗̅𝑛
𝑡(𝑟, 𝛼) = 𝜑𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0, 1,… .   (0.42) 

 

𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝜓1𝑛𝑡

𝑘 +
𝜆𝑛𝑡

𝑞

𝑟2
𝜓𝑛
𝑘, 𝜑𝑛

𝑘(𝑟) = 𝜑̅𝑛
𝑘(𝑟) − 𝜓1𝑛

𝑘 (𝛼). 

 

Айнымалыны 𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(1−𝑚)

2 𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) ауыстыра отырып, (0.41), (0.42) 

есептерін келесі есепке келтіреміз 

 

                   𝐿𝜗𝑛
𝑘 ≡ 𝑡𝑞 (𝜗𝑛𝑟𝑟

𝑘 +
𝜆̄𝑛

𝑟2
𝜗𝑛
𝑘) − 𝜐𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡).     (0.43) 

 

                          𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝛼) = 𝜑̃𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0.     (0.44) 

(2.11), (2.12) есептерінің шешімін келесі түрінде іздейміз 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡),    (0.45) 

                              

       𝐿𝜗1𝑛
𝑘 = 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡).     (0.46) 

 

                             𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝛼) = 0, 𝜗1𝑛

𝑘 (1, 𝑡) = 0,     (0.47) 

 

Жоғарыда аталған есептердің шешімін келесі түрде қарастырамыз 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑅𝑠(𝑟)𝑇𝑠(𝑡)

∞

𝑠=1

,                                              (0.48) 
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мұнда  келесідей болсын  

                      

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝑅𝑠(𝑟),

∞

𝑠=1

 𝜑̃𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛𝑅𝑠(𝑟).

∞

𝑠=1

            (0.49) 

 

(0.48)-ді (0.46) және (0.47)-ні (0.49)-ды ескере отырып онда есептің 

шектелген шешімі келесідей түрде болады 

 

𝑅𝑠(𝑟) = √𝑟𝐽𝑣(𝜇𝑠,𝑛𝑟),                                    (0.50) 
 

𝑟−
1
2𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟),  𝑟
−
1
2𝜑̃𝑛

𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟),

∞

𝑠=1

∞

𝑠=1

       (0.51) 

 

𝑎𝑠,𝑛(𝑡) = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑠,𝑛)]
−2
∫√𝜉𝑓𝑛

𝑘(𝜉, 𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝜉)𝑑𝜉

1

0

, 

    

𝑏𝑠,𝑛 = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑠,𝑛)]
−2
∫√𝜉

1

0

𝜑̃𝑛
𝑘(𝜉)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝜉)𝑑𝜉. 

 

Фуреье-Бессель қатарларына жіктелуі болып табылады, өсу реті бойынша 

орналасқан Бессель функциясының оң таңбалы нөлдері  

Демек, (0.45)-тен 𝛺𝛼 облысында (0.36), (0.34) есебінің жалғыз шешімі 

келесі функция екендігі шығады 

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑{𝜓1𝑛
𝑘 (𝑡) + 𝑟

(1−𝑚)
2 [𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡)]}

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃), (0.52) 

 

ассимптоталық формулалар мен бағалауларды сондай-ақ леммалар мен берілген 

𝜓1(𝑡, 𝜃), 𝜑(𝑟, 𝜃) функциялары үшін қойылған шектеулерді ескере отырып, 

алынған (0.52) шешімі 𝐶(𝛺̅𝛼) ∩ 𝐶
1(𝛺𝛼 ∪ 𝑆) ∩ 𝐶

2(𝛺𝛼) классына жататыны 

дәлелденеді. 

𝑡 → +0 кезінде  

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 0) = 𝜏(𝑟, 𝜃) = ∑∑𝜏𝑛
𝑘(𝑟)

𝑘𝑛

𝑘=1

𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃),

∞

𝑛=0

                        (0.53) 

 

Осылайша, Ω𝛽 облысында шектік шарттарды ескере отырып, келесі 

өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеуге аралас есепке келеміз: 
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|𝑡|𝑝∆𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 = 0                                                   (0.54) 

 

𝑢 |
 

𝑆
= 𝜏(𝑟, 𝜃),    𝑢𝑡 |

 

𝑆
= 𝜈(𝑟, 𝜃), 𝑢 |

 

Γ𝛽
= 𝜓2(𝑡, 𝜃)                      (0.55) 

(0.54), (0,55) есебінің жалғыз шешімі бар екеніні дәлелденген (0.1 теоремада) 

  

Теорема 0.3. Егер (0.36), (0.35) шекаралық шарттарындағы берілген 

функциялар леммалар және жинақталу шарттарын қанағаттандырса, онда (0.37) 

теңдеуі үшін қойылған 0.2.1 аралас есептің Ω𝛼 облысында жататын жалғыз 

шешімі бар болады. 

Бұл шешім (0.38) түріндегі жіктелу арқылы анықталады және Фурье–

Бессель қатарлары (0.52) бойынша өрнектеледі, олар және олардың туындылары 

абсолютті және бірқалыпты жинақталады. Сондықтан, қойылған аралас есеп 

қисынды болып табылады. 

2.3 – бөлімшеде аралас есеп шешімінің бар болуы және жалғыздығы 

дәлелденеді. 

Ω𝛼𝛽 облысында (0.33) теңдеулерді және олар үшін аралас есеп ретінде 0.2-

есепті қарастырып, оның шешімі бар екендігін көрсетелік. 

Теорема 0.4. Егер 𝜑(𝑟, 𝜃) ∈ 𝑊2
𝑝(𝑆),𝜓1(𝑡, 𝜃) ∈ 𝑊2

𝑝(𝛤𝛼), 𝜓2(𝑡, 𝜃) ∈ 𝑊2
𝑝
(𝛤𝛽),

𝑝 >
3𝑚

2
 , онда 0.2 есептің бірмәнді шешімі бар. 

Алдымен, Ω𝛼  облысында (0.33),  (0.34) есебінің шешімі бар болатындығын 

көрсетіліп сфералық координаталарда (0.33) теңдеуі (0.0. 11) түрде болады. 

Ω𝛼 облысында 0.2-есептің ізделінді шешімін келесі түрде іздейміз 

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃),                                       (0.56)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

 

 

(0.56)-ны (2.11)-ға қойып, алынған өрнекті бірлік сфера 𝐻 бойынша 

интегралдасақ, 𝑢̅𝑛
𝑘 үшін келесі өрнекті аламыз және дифференциалдық 

теңдеулердің шексіз жүйесін қарастырамыз 

 

𝑡𝑞𝜌0
1𝑢̅0𝑟𝑟

1 − 𝜌0
1𝑢̅0𝑡

1 + (
𝑚 − 1

𝑟
𝑡𝑞𝜌0

1 +∑𝑑𝑖0
1

𝑚

𝑖=1

) 𝑢̅0𝑟
1 + 𝑒̃0

1𝑢̅0
1 + 

 

+∑∑{𝑡𝑞𝜌𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑟𝑟

𝑘 − 𝜌𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 + (
𝑚 − 1

𝑟
𝑡𝑞𝜌𝑛

𝑘 +∑𝑑𝑖𝑛
𝑘

𝑚

𝑖=1

) 𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 +

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=1

      (0.57) 
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+[𝑒̃𝑛
𝑘 − 𝜆𝑛

𝜌𝑛
𝑘

𝑟2
𝑡𝑞 +∑(𝑑̃𝑖𝑛−1

𝑘 − 𝑛𝑑𝑖𝑛
𝑘 )

𝑚

𝑖=1

]} 𝑢̅𝑛
𝑘 = 0. 

 

𝑡𝑞ρ0
1𝑢̅0𝑟𝑟

1 − ρ0
1𝑢̅0𝑡

1 +
(𝑚 − 1)

𝑟
𝑡𝑞ρ0

1𝑢̅0𝑟
1 = 0,                             (0.58) 

 

𝑡𝑞ρ1
𝑘𝑢̅1𝑟𝑟

1 − ρ1
𝑘𝑢̅1𝑡

𝑘 +
(𝑚 − 1)

𝑟
𝑡𝑞ρ1

𝑘𝑢̅1𝑟
1 −

λ1
𝑟2
𝑡𝑞ρ1

𝑘𝑢̅1
𝑘 = 

= −
1

𝑘1
(∑𝑑𝑖0

1 𝑢̅0𝑟
1

𝑚

𝑖=1

+ 𝑒̃0
1𝑢̅0

1) , 𝑛 = 1, 𝑘 = 1, 𝑘1̅̅ ̅̅ ̅̅                                (0.59) 

 

  

𝑡𝑞ρ𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑟𝑟

𝑘 − ρ𝑛
𝑘 𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 +
(𝑚 − 1)

𝑟
𝑡𝑞ρ𝑛

𝑘𝑢̅𝑛𝑟
1 −

λ𝑛
𝑟2
𝑡𝑞ρ𝑛

𝑘𝑢̅𝑛
𝑘  

 

=
1

𝑘𝑛
∑ {∑𝑑𝑖𝑛−1

𝑘 𝑢̅𝑛−1𝑟
𝑘 + [𝑒̃𝑛−1𝑟

𝑘 +∑(𝑑̃𝑖𝑛−2
𝑘 − (𝑛 − 1)𝑑𝑖𝑛−1

𝑘 )

𝑚

𝑖=1

] 𝑢̅𝑛−1
𝑘  

𝑚

𝑖=1

} , (0.60)

𝑘𝑛−1

𝑘=1

 

 

𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 2,3,…. 

 

Енді теңдеуді (0.59) 1-ден 𝑘1-ге дейін, (0,60) теңдеуді 1-ден 𝑘𝑛-ге дейін 

қосып, алынған өрнекті (0.58) теңдеумен қоссақ, (0.57) теңдеуіне келеміз. 

Бұдан мынандай қорытынды шығады егер {𝑢̅𝑛
𝑘}, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,… – 

жүйесі (0.58)–(0.60) жүйесінің шешімі болса, онда ол (0.57) теңдеудің де шешімі 

болады. 

(0.58)–(0.60) жүйелеріндегі әрбір теңдеуді келесі түрде жазуға болады, 

 

𝑡𝑞 (𝑢̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚 − 1

𝑟
𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 −

λ𝑛
𝑟2
𝑢̅𝑛
𝑘) − 𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡),                          (0.61) 

 

мұндағы𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡)  – осы жүйенің алдыңғы теңдеулерінен алынған функциялар, 

және 𝑓0̅
1(𝑟, 𝑡) ≡ 0 

Әрі қарай, (0.34) шекаралық шартты және (0.56)-ні ескерсек, (0.40) аламыз  

(0.61), (0.40) теңдеулерінде 𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑢̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) − 𝜓1𝑛
𝑘 (𝑡)) айнымалыларын 

ауыстыра отырып, (0.41), (0.42) аламыз 

𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(1−𝑚)

2 𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) айнымалыларын ауыстыра отырып, (0.41), (0.42) 

есептерін (0.41), (0.42) келесі (0.43)т-тен айырмашылығы 𝑓𝑛
𝑘-да (0.44) есепке 

келтіреміз тек  
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𝐿𝜗𝑛
𝑘 ≡ 𝑡𝑞 (𝜗𝑛𝑟𝑟

𝑘 +
𝜆𝑛
𝑟2
𝜗𝑛
𝑘) − 𝜗𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡),                      (0.62) 

 

(0,62), (0.45) есебінің шешімін келесі түрде іздейміз 

 

𝐿𝜗1𝑛
𝑘 = 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡),                                                    (0.63)  
 

𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝛼) = 0, 𝜗1𝑛

𝑘 (1, 𝑡) = 0,                                    (0.47) 
 

𝐿𝜗2𝑛
𝑘 = 0, 

 

𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, α) = φ̃𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗2𝑛
𝑘 (1, 𝑡) = 0. 

 

Жоғарыда көрсетілген есептердің шешімдерін (0.48) түрде қарастырамыз  

мұнда  

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝑅𝑠(𝑟)

∞

𝑠=1

, φ̃𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛𝑅𝑠(𝑟)

∞

𝑠=1

                   (0.64) 

 

болсын. 

(0.50)-ді (0.64)-ке қойсақ, аламыз 

 

𝑟− 
1
2𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝐽ν(μ𝑠,𝑛𝑟)

∞

𝑠=1

, 𝑟− 
1
2𝜑̃𝑛

𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛
𝑘 𝐽ν(μ𝑠,𝑛𝑟)

∞

𝑠=1

, (0.65) 

 

𝑎𝑠,𝑛
𝑘 (𝑡) = 2[𝐽ν+1(μ𝑠,𝑛)]

−2
∫√ξ

1

0

𝑓𝑛
𝑘(ξ, 𝑡)𝐽ν(μ𝑠,𝑛ξ)𝑑ξ, 

 

𝑏𝑠,𝑛
𝑘 = 2[𝐽ν+1(μ𝑠,𝑛)]

−2
∫√ξ

1

0

𝜑̃𝑛
𝑘(ξ)𝐽ν(μ𝑠,𝑛ξ)𝑑ξ, 

 

онда (0.50) қатарлары – Фурье–Бессель қатарларына жіктелуі болып табылады 

μ𝑠,𝑛, 𝑠 = 1,2,… – өсу ретімен орналасқан  𝐽ν(𝑧) Бессель функцияларының оң 

таңбалы нөлдері. 

Осылайша, Ωα облысында (0.35), шекаралық шарттарын ескере отырып, 

келесі түрдегі өзегешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас 

есепке келеміз 
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𝐿2𝑢 ≡ |𝑡|
ρΔ𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 +∑𝑎𝑖(𝑟, θ, 𝑡)𝑢𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

+ 𝑏(𝑟, θ, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐(𝑟, θ, 𝑡)𝑢 = 0, (0.66) 

 

берілген шарттармен 

𝑢 |
 

𝑆
= 𝜏(𝑟, 𝜃), 𝑢𝑡 |

 

𝑆
= 𝜈(𝑟, θ) , 𝑢 |

 

Γ𝛽
= ψ2(𝑡, θ).                 (0.67) 

 

1–бөлімде дәлелденген 0.2– теоремаға сәйкес, егер 𝜏(𝑟, 𝜃), 𝜈(𝑧, 𝜃) ∈ 𝑊2
𝑙(𝑆), 

ψ2(𝑡, θ) ∈ 𝑊2
𝑙(Γβ), 𝑙 >

3𝑚

2
 болса, онда (0.53), есебінің жалғыз шешімі болады. 

 Әрі қарай, осы теореманы пайдалана отырып, 0.2-есептің шешімі 

болатындығын дәлелденеді. 

Демек, (0.0.11) параболалық теңдеулері үшін экстремум принципі бойынша Ω̅𝛼  

облысында 𝑢 ≡ 0. 

Бұдан  

 

𝑢𝑡(𝑟, 𝜃, 0) = 𝜈(𝑟, 𝜃) = 0, ∀(𝑟, 𝜃) ∈ 𝑆. 
шығады. 

Осылайша, (0.66), (0.67) біртекті аралас есебіне келдік, ал бұл есеп 0.1-

теоремаға сәйкес тек тривиалды шешімге ие. 

Демек, 0.2-есептің шешімінің жалғыздығы дәлелденді. 

 3 – бөлімде эллиптико-параболалық теңдеулерге аралас есеп 

қарастырылады. 

3.1 – бөлімшеде эллиптико-параболалық теңдеулерге аралас есептің 

қойылымы қойылады.  

Айталық, 𝛺𝛼𝛽 – 𝛦𝑚+1 евклид кеңістігіндегі (𝑥1, … , 𝑥𝑚, 𝑡) нүктелерінен 

тұратын цилиндрлік облыс және ол 𝛤 = {(𝑥, 𝑡); |𝑥| = 1} цилиндрімен және 𝑡 =
𝛼 > 0 және 𝑡 = 𝛽 < 0 жазықтықтарымен шектелген болсын, мұндағы |𝑥| — 𝑥 =
(𝑥1, … , 𝑥𝑚)) векторының ұзындығы. 

𝛺𝛼 және 𝛺𝛽 арқылы 𝛺𝛼𝛽 облысының бөліктерін, 𝛤𝛼 және 𝛤𝛽 арқылы 𝛤  

бетінің сәйкесінше 𝑡 > 0 және 𝑡 < 0 жарты кеңістіктерінде жатқан бөліктерін, 𝜎𝛼 

– жоғарғы, ал 𝜎𝛽 – төменгі табанын белгілейміз. 

𝛺𝛼𝛽 облысында келесі эллиптикалық-параболалық теңдеулерді 

қарастырайық 

 

0 = {

 
𝑔(𝑡)∆𝑥𝑢 − 𝑢𝑡 + ∑ 𝑑𝑖

𝑚
𝑖=1 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑒(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑡 > 0,

𝑝(𝑡)∆𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 + ∑ 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑡 < 0,
𝑚
𝑖=1

          (0.68)             

 

мұндағы  𝑡 > 0, 𝑔(0) = 0, 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝛼]) ∩ 𝐶2((0, 𝛼)) болғанда 𝑔(𝑡) > 0,  

𝑡 < 0, 𝑝(0) = 0, 𝑝(𝑡) ∈ 𝐶([𝛽, 0]) болғанда 𝑝(𝑡) > 0, Δ𝑥 – 

𝑥1, … , 𝑥𝑚, айнымалылары бойынша Лаплас операторы, 𝑚 ≥ 2. 
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 Есеп 0.3. (0.68) теңдеудің Ω𝛼𝛽 облысында 𝑡 ≠ 0  үшін  

С(Ω̅αβ) ∩ С
1(𝛺𝛼𝛽) ∩ С

2(𝛺𝛼 ∪ 𝛺𝛽) класынан келесі шекаралық шарттарды 

қанағаттандыратын шешімін табу керек 

 

𝐿1𝑢 = 𝑔(𝑡) (𝑢𝑟𝑟 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢) − 𝑢𝑡 + 

 

+∑ 𝑑𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢𝑥𝑖
𝑚
𝑖=1 + 𝑒(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢 = 0,                              (0.0.0.11) 

 

𝑢|Γ𝛼 = 𝜓1(𝑡, 𝜃), 𝑢|𝜎𝛼 = 𝜑(𝑟, 𝜃),                                       (0.69 ) 

 

𝑢|𝛤𝛽 = 𝜓2(𝑡, 𝜃),                                                      (0.70 ) 

 

мұндағы  

𝛿 ≡ − ∑
1

𝑔𝑗𝑠𝑖𝑛
𝑚−𝑗−1𝜃𝑗

𝑚−1

𝑗=1

𝜕

𝜕𝜃𝑗
(𝑠𝑖𝑛𝑚−𝑗−1𝜃𝑗

𝜕

𝜕𝜃𝑗
) 

 

𝑔1 = 1,  𝑔𝑗 = (𝑠𝑖𝑛𝜃1…𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗−1)
2
, 𝑗 > 1. 

𝜓1(0, 𝜃) = 𝜓2(0, 𝜃),  𝜓2(𝛽, 𝜃) = 𝜑(1, 𝜃), 𝑎𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡), 𝑏(𝑟, 𝜃, 𝑡), 𝑐(𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ 𝑊2
𝑙(Ω𝛼), 

 𝑑𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ 𝑊2
𝑙(Ω𝛽), 𝑒(𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ 𝑊2

𝑙(Ω𝛽) , 𝑖 = 1,… ,𝑚, 

𝑒(𝑟, 𝜃, 𝑡) ≤ 0, ∀(𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ Ω𝛽 , 

 𝑑𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝜌, 𝑑𝑖
𝑥𝑖

𝑟
𝜌, 𝑒(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝜌, 𝑑(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝜌, 𝜌(𝜃), 𝑖 = 1,… ,𝑚, 𝜑(𝑟, 𝜃), 𝜓1(𝑡, 𝜃), 

𝜓2(𝑡, 𝜃) функцияларының жіктелу коэффициенттерін сәйкесінше 

𝑑̃𝑖𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡), 𝑑𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡), 𝑒̃𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡), 𝑑̃𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡), 𝜌𝑛
𝑘 , 𝜑̅𝑛

𝑘(𝑟), 𝜑1𝑛
𝑘 (𝑡), 𝜑2𝑛

𝑘 (𝑡) арқылы белгілейік, 

мұндағы 𝜌(𝜃) ∈ С∞(𝐻), ал 𝐻 – 𝐸𝑚 евклид кеңістігіндегі бірлік сфера. 

Айталық, {𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃)} – Соболев кеңістігінің 𝑛 ретті сызықтық тәуелсіз 

сфералық функциялар жүйесі болсын, мұнда 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑘𝑛, (𝑚 − 2)! 𝑛! 𝑘𝑛 =
(𝑛 + +𝑚 − 3)! (2𝑛 +𝑚 − 2),𝑊2

𝑙(𝑆), 𝑙 = 0,1,…  

3.2 - бөлімшеде Ω𝛼𝛽 облысында өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық-

параболалық теңдеу қарастырылады. 

 

0 = {
𝑔(𝑡)∆𝑥𝑢 − 𝑢𝑡 , 𝑡 > 0

𝑝(𝑡)∆𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 , 𝑡 < 0
                                                      (0.71) 

 

Сфералық координаталарда (0.71) теңдеуі Ω𝛼 облысында төмендегідей 

түрде болады 

 

𝑔(𝑡) (𝑢𝑟𝑟 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢) − 𝑢𝑡 = 0.                                  
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Аралас есеп ретінде 3.1-есепті қарастырайық. 

Есеп 0.3.1. Ω𝛼 облысында 𝐶(Ω̅𝛼) ∩ 𝐶
2(Ω𝛼) классынан 

 

𝑔(𝑡) (𝑢𝑟𝑟 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢) − 𝑢𝑡 = 0.                                 (0.72) 

 

теңдеудің (0.69), (0.70) шекаралық шарттарын қанағаттандыратын шешімін 

табу керек. 

0.3-есептің Ω𝛼 облысындағы ізделінді шешімі 𝐶(Ω̅𝛼) ∩ 𝐶
2(Ω𝛼) классына 

жататындықтан, оны келесі түрде іздеуге болады 

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑𝑢̅𝑛
𝑘

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

(𝑟, 𝑡)𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃),                                     (0.73) 

 

мұндағы 𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) – анықталуға жататын функциялар. 

Сфералық функциялардың  ортогоналдылығын пайдалансақ, 0.1 лемманы 

ескере отырып шектік шарт мына түрде жазылады 

 

𝑔(𝑡) (𝑢̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚 − 1

𝑟
𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 −

𝜆𝑛
𝑟2
𝑢̅𝑛
𝑘) − 𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,…,    (0.74) 

 

𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝛼) = 𝜑̅𝑛

𝑘(𝑟), 𝑢̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 𝜓1𝑛

𝑘 (𝑡), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,….          (0.75) 
 

(0.74), (0.75) теңдеулерінде айнымалыны 𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑢̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) − 𝜓1𝑛
𝑘 (𝑡) деп 

ауыстыра отырып, келесі теңдеуді аламыз 

 

𝑔(𝑡) (𝜗̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚 − 1

𝑟
𝜗̅𝑛𝑟
𝑘 −

𝜆𝑛
𝑟2
𝜗̅𝑛
𝑘) − 𝜗̅𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡),                    (0.76) 

 

𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝛼) = 𝜑𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,…,            (0.77) 

 

𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝜓̅1𝑛𝑡

𝑘 +
𝜆𝑛𝑔(𝑡)

𝑟2
𝜓𝑛
𝑘, 𝜑𝑛

𝑘(𝑟) = 𝜑̅𝑛
𝑘(𝑟) − 𝜓1𝑛

𝑘 (𝛼). 

 

Айнымалыны 𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟(1−𝑚) 2⁄ 𝜗𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) деп ауыстыра отырып, (0.76), 

(0.77) есептерін келесі түрге келтіреміз 

 

𝐿𝜗𝑛
𝑘 ≡ 𝑔(𝑡) (𝜗𝑛𝑟𝑟

𝑘 +
𝜆̅𝑛
𝑟2
𝜗𝑛
𝑘) − 𝜗𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡),                    (0.78) 

 

    𝜗𝑛
𝑘(𝑟, α) = φ̃𝑛

𝑘(𝑟), ϑ𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0,                                (0.79) 
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(0.78), (0.79) есептерінің шешімін 𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝜗̅1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡), түрінде 

іздейміз, мұндағы ϑ1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡), ϑ2𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡)  – келесі есептердің шешімі 

 

𝐿𝜗1𝑛
𝑘 = 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡),                                              (0.80) 
 

ϑ1𝑛
𝑘 (𝑟, α) = 0,  ϑ1𝑛

𝑘 (1, 𝑡) = 0,                        (0.81) 
 

𝐿𝜗2𝑛
𝑘 = 0, 

 

ϑ2𝑛
𝑘 (𝑟, α) = φ̃𝑛

𝑘(𝑟), ϑ2𝑛
𝑘 (1, 𝑡) = 0. 

 

Жоғарыда көрсетілген есептердің шешімін келесі түрде қарастырайық  

 

ϑ𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑅𝑠(𝑟)𝑇𝑠(𝑡)

∞

𝑠=1

,                                   (0.82) 

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝑅𝑠(𝑟)

∞

𝑠=1

,  𝜑̃𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛𝑅𝑠(𝑟)

∞

𝑠=1

.                 (0.83) 

 

(0.83)-тіі ескере отырып, (0.82)-ні (0.80), (0.81)-ге қойсақ, аламыз 

 

𝑅𝑠𝑟𝑟 +
λ̅𝑛
𝑟2
𝑅𝑠 + μ𝑅𝑠 = 0, 0 < 𝑟 < 1, 𝑅𝑠(1) = 0, |𝑅𝑠(0)| <∞, (0.84) 

 

(0.84) есептің шектеулі шешімі  

 

𝑅𝑠(𝑟) = √𝑟𝐽ν(μ𝑠,𝑛𝑟),                                       (0.50) 
 

болып табылады, мұндағы ν = 𝑛 +
(𝑚−2)

2
), μ = μ𝑠,𝑛

2 . 

(0.83)-ге (0.50)-гі қойып,  

 

𝑟−
1
2𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝐽ν(μ𝑠,𝑛𝑟)

∞

𝑠=1

, 𝑟−
1
2𝜑̃𝑛

𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛𝐽ν(μ𝑠,𝑛𝑟)

∞

𝑠=1

, (0.85) 

 

𝑎𝑠,𝑛(𝑡) = 2[𝐽ν+1(μ𝑠,𝑛)]
−2
∫ √ξ
1

0

𝑓𝑛
𝑘(ξ, 𝑡)𝐽ν(μ𝑠,𝑛ξ)𝑑ξ, 

 

𝑏𝑠,𝑛 = 2[𝐽ν+1(μ𝑠,𝑛)]
−2
∫ √ξ
1

0

φ̃1𝑛
𝑘 (ξ)𝐽ν(μ𝑠,𝑛ξ)𝑑ξ, 
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болса, онда 0.1 анықтамаға сәйкес (0.85) қатарлары – Фурье-Бессель қатарына 

жіктелуі болады. 𝜇𝑠,𝑛, 𝑠 = 1,2, . ..  – өсу реті бойынша орналасқан 𝐽ν(𝑧) Бессель 

функциясының оң таңбалы нөлдері. 

Демек, Ωα облысындағы (0.71), (0.72) есебінің жалғыз шешімі келесі 

функция болады 

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑{𝜓1𝑛
𝑘 (𝑡) + 𝑟

(1−𝑚)
2 [𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡)]} 𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

, (0.86) 

 

Леммалар мен берілген функциялар ψ𝑙(𝑡, θ), φ(𝑡, θ) шектеулерін ескерсек, 

алынған шешімнің (0.86) 𝐶(Ωα) ∩ 𝐶
1(Ωα ∪ 𝑆) ∩ 𝐶

2(Ωα) класына жататындығын 

дәлелдеуге болады. 

𝑡 → +0 болған жағдайда аламыз 

 

𝑢(𝑟, θ, 0) = τ(𝑟, θ) = ∑∑τ𝑛
𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (θ)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

 

 

 

Осылайша, Ωβ облысында шекаралық шарттарды ескере отырып, келесі 

түрде берілген көпөлшемді өзгешеленген эллиптикалық теңдеулерге аралас 

есепке келеміз 

 

𝑔(𝑡)∆𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 = 0                                          (0.87) 
 

келесі берілген шарттармен 

 

𝑢|𝑆 = τ(𝑟, θ), 𝑢|𝑆 = ν2(𝑟, θ), 𝑢|Γ𝛼 = ψ2(𝑡, θ).             (0.88) 

1.2 - бөлімшеде бұл есептің жалғыз шешімі бар екендігі дәлелденген 

(теорема 0.1).  

Теорема 0.5. Егер (0.70) шекаралық шарттары орындалып және (0.85), 

𝑎𝑠,𝑛(𝑡), 𝑏𝑠,𝑛 коэффициенттер Фурье–Бессель жіктелуінің жинақталу шарттарын 

қанағаттандырса, онда (0.72) теңдеуі үшін қойылған 0.0.0.1 аралас есептің Ω𝛼 

облысында 𝐶(Ω̅𝛼) ∩ 𝐶
2(Ω𝛼) классына тиесілі жалғыз шешімі бар болады. 

Сонымен қатар, 0.0.0.1 есеп, 1.2 бөлімде қарастырылған (0.1)–(0.2) есебіне 

келтірілетіндіктен, оның шешімі бар, жалғыз және берілгендерге үздіксіз 

тәуелді. Демек, (0.68)–(0.70) есебі қисынды. 

3.3 бөлімшесінде аралас есеп шешімінің бар болуы және жалғыздығы 

көрсетіледі 

𝛺𝛼𝛽 облысында (3.1) теңдеуін қарастырып, аралас есеп ретінде 0.3-есепті 

қарастырамыз және оның шешімінің болатындығын  көрсетеміз. 
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Теорема 6. Егер 𝜑(𝑟, 𝜃) ∈ 𝑊2
𝑝(𝑆), 𝜓1(𝑡, 𝜃) ∈ 𝑊2

𝑝(Γ𝛼), 𝜓2(𝑡, 𝜃) ∈ 𝑊2
2(Γ𝛽), 

𝑝 >
3𝑚

2
, онда 3-есептің жалғыз шешімі бар. 

Алдымен (0.68), (0.69) есебінің шешімінің бар екендігін көрсетеміз. (0.68) 

теңдеуін сфералық координаттарда Ωα облысында қарастырайық, яғни (0.0.0.11) 

теңдеуін аламыз.  

Ωα облысында (0.0.0.11)-(0.69) есебінің ізделінді шешімін мына түрде 

іздейміз 

 

𝑢(𝑟, θ, 𝑡) = ∑∑𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (θ)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

,                            (0.89) 

 

мұндағы 𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡)– анықталуға тиісті функциялар. 

 (0.89)-ды (0.0.0.11)-ге қойып, алынған өрнекті ρ(θ) ≠ 0-ге көбейтіп, 𝐻 

бірлік сфера бойынша 𝑢̅𝑛
𝑘 үшін интегралдасақ, мына нәтижені аламыз және 

дифференциалдық теңдеулердің шексіз жүйесін қарастырайық 

 

𝑔(𝑡)ρ0
1𝑢̅0𝑟𝑟

𝑘 − ρ0
1𝑢̅0𝑡

𝑘 + (
𝑚 − 1

𝑟
𝑔(𝑡)ρ0

1 +∑𝑑𝑖0
1

𝑚

𝑖=1

) 𝑢̅0𝑟
1 + 𝑒̃0

1u̅0
1 + 

 

+∑ ∑ {𝑔(𝑡)ρ𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑟𝑟

𝑘 − ρ𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 + (
𝑚−1

𝑟
𝑔(𝑡)ρ𝑛

𝑘 + ∑ 𝑑𝑖𝑛
𝑘𝑚

𝑖=1 ) 𝑢̅𝑛𝑡
𝑘𝑘𝑛

𝑘=1
∞
𝑛=1 +   (0.90) 

 

+[𝑒̃𝑛
𝑘 − λ𝑛

ρ𝑛
𝑘

𝑟2
𝑔(𝑡) +∑(𝑑̃𝑖𝑛−1

𝑘 − 𝑛𝑑𝑖𝑛
𝑘 )

𝑚

𝑖=1

] 𝑢̅𝑛
𝑘 = 0. 

 

    𝑔(𝑡)𝜌0
𝑘𝑢̅0𝑟𝑟

1 − 𝜌0
𝑘𝑢̅0𝑡

𝑘 +
(𝑚−1)

𝑟
𝑔(𝑡)𝜌0

1𝑢̅0𝑟
1 = 0,                   (0.91) 

 

𝑔(𝑡)𝜌1
𝑘𝑢̅1𝑟𝑟

𝑘 − 𝜌1
𝑘𝑢̅1𝑡

𝑘 +
(𝑚 − 1)

𝑟
𝑔(𝑡)𝜌1

𝑘𝑢̅1𝑟
𝑘 −

𝜆1
𝑟2
𝑔(𝑡)𝜌1

𝑘𝑢̅1
𝑘 = 

(0.92) 

= −
1

𝑘1
(∑𝑑𝑖0

1 𝑢̅0𝑟
𝑘

𝑚

𝑖=1

+ 𝑒̃0
1𝑢̃0

𝑘) ,   𝑛 = 1, 𝑘 = 1, 𝑘1̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

𝑔(𝑡)ρ𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑟𝑟

𝑘 − ρ𝑛
𝑘 𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 +
(𝑚 − 1)

𝑟
𝑔(𝑡)ρ𝑛

𝑘𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 −

λ𝑛
𝑟2
𝑔(𝑡)ρ𝑛

𝑘𝑢̅𝑛
𝑘 = 

(0.93) 

= −
1

𝑘𝑛
∑ {∑𝑑𝑖𝑛−1

𝑘 𝑢̅𝑛−1𝑟
𝑘

𝑚

𝑖=1

+ [𝑒̃𝑛−1
𝑘 +∑(𝑑𝑖𝑛−2

𝑘 − (𝑛 − 1)𝑑𝑖𝑛−1
𝑘 )

𝑚

𝑖=1

] u̅𝑛−1
𝑘 }

𝑘𝑛−1

𝑘=1

, 
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𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 2,3,… . 

 

Сондай-ақ, (0.91), (0.93) жүйесіндегі әрбір теңдеуді келесі түрде жазуға 

болады 

 

    𝑔(𝑡) (𝑢̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

(𝑚−1)

𝑟
𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 −

λ𝑛

𝑟2
𝑢̅𝑛
𝑘) − 𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡),                  (0.94) 

 

мұндағы 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) осы жүйенің алдыңғы теңдеулерінен анықталады, және де 

𝑓0̅
1(𝑟, 𝑡) ≡ 0. 

Әрі қарай, (0.69) шектік шартынан және (0.89)-ға сәйкес  

 

    𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, α) = φ̅𝑛

𝑘(𝑟),  𝑢̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = ψ1𝑛

𝑘 (𝑡),  𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,….        (0.95) 
 

шығады. 

(0.94) және (0.95)-ке  𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑢̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) − 𝜓̅𝑛
𝑘(𝑡) ауыстыруын жасасақ, 

келесі өрнекті аламыз 

 

𝑔(𝑡) (𝜗̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

(𝑚 − 1)

𝑟
𝜗̅𝑛𝑟
𝑘 −

λ𝑛
𝑟2
𝜗̅𝑛
𝑘) − 𝜗̅𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡),            (0.96) 

 

𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, α) = φ𝑛

𝑘(𝑟),  𝜗̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛,  𝑛 = 0,1,….       (0.97) 

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑓𝑛̅

𝑘(𝑟, 𝑡) + ψ1𝑛𝑡
𝑘 +

λ𝑛𝑔(𝑡)

𝑟2
ψ1𝑛
𝑘 ,   φ𝑛

𝑘(𝑟) = φ̅𝑛
𝑘(r)  − ψ1𝑛

𝑘 (α). 

 

𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(1−𝑚)

2 𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) ауыстыру жасай отырып, (0.96), (0.97) есептерін 

келесі есепке келтіреміз 

 

𝐿𝜗𝑛
𝑘 ≡ 𝑔(𝑡) (𝜗𝑛𝑡𝑡

𝑘 +
λ̅𝑛

𝑟2
𝜗𝑛
𝑘) − 𝜗𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡),                        (0.98)                      

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, α) = φ̃𝑛

𝑘(𝑟),  𝜗𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0,                               (0.99)                               

 

мұндағы 

𝜆̅𝑛 =
((𝑚 − 1)(3 −𝑚) − 4𝜆𝑛)

4
, 

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(𝑚−1)
2 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡), 
 

𝜑̃𝑛
𝑘(𝑟) = 𝑟

(𝑚−1)
2 𝜑𝑛

𝑘(𝑟) 
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(0.98), (0.99) есептерінің шешімін келесі түрде іздейміз 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡),                             (3.46) 

 

мұндағы  𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡), 𝜗2𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡)  – келесі есептің шешімі 

 

𝐿𝜗1𝑛
𝑘 = 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡),                                           (0.100) 
 

 𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, α) = 0, 𝜗1𝑛

𝑘 (1, 𝑡) = 0,                             (0.101) 
 

𝐿𝜗2𝑛
𝑘 = 0,                                                  (3.49) 

 

𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, α) = 𝜑̃𝑛

𝑘(𝑟),  𝜗2𝑛
𝑘 (1, 𝑡) = 0.                          (3.50) 

 

 Жоғарыда көрсетілген есептердің шешімін келесі түрде қарастырамыз 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑅𝑠(𝑟)𝑇𝑠(𝑡)

∞

𝑠=1

,                                  (0.102) 

 

сонымен қатар, мұнда 

   

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝑅𝑠(𝑟)

∞

𝑠=1

,  𝜑̃𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛𝑅𝑠(𝑟)

∞

𝑠=1

.             (0.64) 

 

(0.102)-ні (0.100), (0.11)-ге қойып, 𝜗2𝑛
𝑘 -ні ескерсек, осы есептердің шектеулі 

шешімі болып табылады 

 

    𝑅𝑠(𝑟) = √𝑟𝐽𝜈(μ𝑠,𝑛𝑟),                                        (0.103) 
 

мұндағы ν = 𝑛 +
(𝑚−2)

2
, μ = μ𝑠,𝑛

2 . 

 

(0.103), (0.64)-ке қойып  

𝑟−1/2𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟)

∞

𝑠=1

, 

 

   (0.65) 

𝑟−1/2𝜑̃𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛𝐽ν(μ𝑠,𝑛𝑟)

∞

𝑠=1

,  



33 

 

 

Егер 𝑎𝑠,𝑛(𝑡), 𝑏𝑠,𝑛 

𝑎𝑠,𝑛(𝑡) = 2[𝐽ν+1(μ𝑠,𝑛)]
−2
∫√ξ𝑓𝑛

𝑘(ξ, 𝑡)𝐽ν(μ𝑠,𝑛ξ)𝑑ξ,

1

0

 

 

𝑏𝑠,𝑛 = 2[𝐽ν+1(μ𝑠,𝑛)]
−2
∫√ξ𝜑̃𝑛

𝑘(ξ)𝐽ν(μ𝑠,𝑛ξ)𝑑ξ,

1

0

 

 

Онда (0.65) қатарлары – Бессель-Фурье қатарларына жіктелуі болады, 

мұндағы μ𝑠,𝑛, 𝑠 = 1,2,… – 𝐽ν(𝑧) Бессель функциясының өсу ретімен орналасқан 

оң нөлдері.  

Осылайша, (0.73), 𝑢(𝑟, θ, 0), 𝑢𝑡(𝑟, 𝜃, 0) шектік шарттарды ескере отырып, 

Ω𝛼 облысында өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас 

есепке келеміз 

𝐿2𝑢 = 𝑝(𝑡)∆𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 +∑𝑎𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢𝑥𝑖

𝑚

𝑙=1

+ 

+𝑏(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢 = 0,                            (0.104) 
 

келесі мәліметтерімен 

 

    𝑢|  
𝑆
= 𝜏(𝑟, 𝜃), 𝑢𝑡|

 
𝑆
= 𝜈(𝑟, 𝜃), 𝑢 |  

𝛤𝛽
= 𝜓2(𝑡, 𝜃)                     (0.105) 

 

Бірінші бөлімде дәлелденген 0.2 теоремаға сәйкес, егер τ(𝑟, θ), 𝜈(𝑟, θ) ∈

𝑊2
𝑙(𝑆), ψ2(t, 𝜃) ∈ 𝑊2

𝑙(Γ𝛽), 𝑙 >
3𝑚

2
 , онда (0.104), (0.105) есептерінің жалғыз 

шешімі болады. 

Осы теореманы қолдана отырып, 0.3-есептің шешімінің бар 

болатындығына келеміз. 

𝐿1
∗𝜗 = 𝑔(𝑡)∆𝑥𝜗 − 𝜗𝑡 −∑𝑑𝑖

𝑚

𝑖=1

𝜗𝑥𝑖 + 𝑑𝜗 = 0,                        (0.0.0. 11
∗) 

 

берілгендер 

 

𝜗 |
 

𝑠
= τ(𝑟, θ) = τ̅𝑛

𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (θ), 𝜗 |

 

Γ𝛼
= 0,                   (0.106) 

 

𝑑(𝑥, 𝑡) = 𝑒 −∑𝑑𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

, 
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мұндағы τ̅𝑛
𝑘(𝑟) ∈ 𝑊, 𝑊 – 𝐶([0,1]) ∩ 𝐶1((0,1)) классына тиесілі τ(𝑟) 

функцияларының жиыны. 𝑊 жиыны 𝐿2((0,1)) кеңістігінің барлық жерінде 

тығыз. (0.0.0. 11
∗), (0.106) есептерінің шешімін (0.89) түрінде іздейміз, Сонда, 

ϑ̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) функциялары (0.90)–(0.92) түріндегі теңдеулер жүйесін 

қанағаттандырады. 

 (0.105) шектік шартына және (0.89)-ға сәйкес, келесі есепке келеміз 

 

𝐿1𝜗𝑛
𝑘 ≡ 𝑔(𝑡) (𝜗𝑛𝑟𝑟

𝑘 −
𝜆̅𝑛
𝑟2
𝜗𝑛
𝑘) − 𝜗𝑛𝑡

𝑘 (𝑟) = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡),                  (0.107) 

 

ϑ𝑛
𝑘(𝑟, 0) = τ𝑛

𝑘(𝑟), ϑ𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0, 

 

ϑ𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(𝑚−1)
2 𝜗̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡), 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(𝑚−1)
2

2

𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡), τ𝑛

𝑘(𝑟) = 𝑟
(𝑚−1)
2 τ̅𝑛

𝑘(𝑟). 
 

 Демек, (0.0.0.11) параболалық теңдеудің экстремум принципіне сәйкес   Ω̅𝛼 

облысында  𝑢 ≡ 0. 
Бұдан 𝑢𝑡(𝑟, θ, 0) = 𝜈(𝑟, θ, 0) = 0, ∀(𝑟, θ) ∈ 𝑆. 
Осылайша, (0.104), (0.105) біртекті аралас есебіне келдік, ол 0.2 теоремаға 

сәйкес тривиалды шешімге ие. 

Демек, 3-есептің шешімінің жалғыздығы дәлелденді. 
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1 ӨЗГЕШЕЛЕНГЕН КӨПӨЛШЕМДІ ЭЛЛИПТИКАЛЫҚ 

ТЕҢДЕУЛЕРГЕ АРАЛАС ЕСЕП 

 

1.1 Көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас есептің қойылымы 

 

Көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас есепті қойылымын 

қарастырайық. 

Айталық, 𝐷𝛼 – 𝐸𝑚+𝟙 Евклид кеңістігінде Γ = {(𝑥, 𝑡)|𝑥| = 1} цилиндрімен 

және 𝑡 = 𝛼 >  0 , 𝑡 = 0 жазықтықтарымен  шектелген (𝑥1, … , 𝑥𝑚, 𝑡) нүктелерінің 

цилиндрлік облысы, мұндағы |𝑥| −  вектор ұзындығы 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑚). 
Осы беттердің 𝐷α облысының ∂𝐷α шекарасын құрайтын бөліктерін 

сәйкесінше Γα, 𝑆α, 𝑆0 деп белгілейік (1- сурет). 

 

 
Сурет 1. 

 

1–анықтама. 𝐷 ⊂ 𝑅𝑛 – ашық облыс, ал Γ – 𝐷 облысының шекарасы болсын. 𝐷 

облысында  𝑎𝑖𝑗(𝑥), 𝑏𝑗(𝑥), 𝑐(𝑥) функциялары анықталған. Екінші ретті 

дифференциалдық операторды 𝐿 арқылы келесі түрде анықталық  

 

𝐿𝑢 =∑∑𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

𝜕2𝑢

𝜕𝑥𝑖𝜕𝑥𝑗
+∑𝑏𝑗(𝑥)

𝑛

𝑗=1

𝜕𝑢

𝜕𝑥𝑗
+ 𝑐(𝑥)𝑢. 

Егер  

 

∑∑𝑎𝑖𝑗(𝑥)

𝑛

𝑗=1

𝑛

𝑖=1

 𝜉𝑖𝜉𝑗 
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квадраттық формасы 𝐷 облысының әрбір нүктесінде кез келген 

𝜉 ∈ 𝑅𝑛 үшін анықталған болса, дифференциалдық 𝐿 операторы эллиптикалық 

деп аталады. [3, 204- бет]. 

𝐷α облысында өзара байланысқан өзгешеленген көпөлшемді 

эллиптикалық теңдеулерді қарастырайық 

 

𝐿𝑢 ≡ 𝑔(𝑡)Δ𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 +∑𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

+ 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢 = 0,            (1.1) 

 

𝐿∗𝜗 ≡ 𝑔(𝑡)Δ𝑥𝜗 + 𝜗𝑡𝑡 −∑𝑎𝑖𝜗𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

− 𝑏𝜗𝑡 + 𝑐𝜗 = 0,                          (1.1
∗) 

 

мұндағы 𝑔(𝑡) > 0 және 𝑡 > 0, 𝑔(0) = 0, 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶([0, α]) ∩ 𝐶2((0, α)), Δ𝑥- 

Лаплас операторы 𝑥1, … , 𝑥𝑚 , 𝑚 ≥ 2, 𝑑(𝑥, 𝑡) = с − ∑ 𝑎𝑖𝑥𝑖
𝑚
𝑖=1 − 𝑏𝑡 . 

Декарттық координаталар жүйесінен қисық сызықты координаталар 

жүйесіне көшейік. 

 𝑥1, … , 𝑥𝑚, 𝑡 декарттық координаттарының гиперсфералық полярлық 

координаттармен байланысы келесідей болады. [103] 

 

𝑥1 = 𝑟 cos θ1 = 𝑟𝑝1(θ1), 
𝑥2 = 𝑟 sin θ1 cos θ2 = 𝑟𝑝2(θ1, θ2), 
……………………………… . . 
𝑥𝑚−1 = 𝑟 sin θ1 sin θ2…sin θ𝑚−2 cos θ𝑚−1 = 𝑟𝑝𝑚−1(θ1, … , θ𝑚−1), 
𝑥𝑚 = 𝑟 sin θ1 sin θ2…sin θ𝑚−2 sin θ𝑚−1 = 𝑟𝑝𝑚(θ1, … , θ𝑚−1) 

 

мұндағы 𝑟 ≥ 0, 0 ≤ θ1 < 2π, 0 ≤ θ𝑖 ≤ π, 𝑖 = 2,3,… ,𝑚 − 1 және ∑ 𝑝𝑖
2𝑚

𝑖=1 = 1. 
 Ізделінді 𝜃 = (𝜃1, … , 𝜃𝑚−1, 𝑡) функциясын, сондай-ақ диссертациялық 

жұмыста кездесетін белгілі функцияларды сфералық координаттарда осы 

әріптермен белгілейтін боламыз. 

 Өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас есептің 

қойылымы келесідей болады.  

Есеп 1. 𝐷α облысында 𝐶1(𝐷̅𝛼) ∩ 𝐶
2(𝐷α) класынан  

 

𝐿𝑢 ≡ 𝑔(𝑡) (𝑢𝑟𝑟 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑢𝑟𝑟 −

𝛿𝑢

𝑟2
) + 𝑢𝑡𝑡 +∑𝑎𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

+ 𝑏(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢𝑡 + 

(1. 11) 
+𝑐(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢 = 0. 

 

𝑢|𝑆0 = τ(𝑟, θ), 𝑢𝑡|𝑆0 = ν(𝑟, θ), 𝑢|Γ𝛼 = ψ(𝑡, θ),                        (1.2) 
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(1. 11) теңдеуінің (1.2) шектік шарттарын қанағаттандыратын шешімін табу 

керек. 

Мұндағы τ(1, θ) = ψ(0, θ), ν(1, θ) = ψ𝑡(0, θ), 𝑎𝑖(𝑟, θ, 𝑡), 𝑏(𝑟, θ, 𝑡),
𝑐(𝑟, θ, 𝑡) ∈ 𝑊2

𝑙(𝐷α) ⊂ 𝐶(𝐷̅𝛼), 𝑙 ≥ 𝑚 +  1, 𝑐(𝑟, θ, 𝑡) = 0, ∀(𝑟, θ, 𝑡) ∈ 𝐷α.  

 Өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас есептің 

шешімінің бар және жалғыз болуын, қисындылығын дәлелдеуге қолданылатын, 

сфералық функциялар бойынша қатарлар туралы қажетті бірнеше леммаларды 

қарастырайық [88, 175-бет]. 

 Лемма 1. Айталық,  𝑓(𝑟, θ) ∈ 𝑊2
𝑙(𝑆0). Егер 𝑙 ≥ 𝑚 −  1, онда қатар 

 

𝑓(𝑟, θ) = ∑∑𝑓𝑛
𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (θ)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

,                                (1.3) 

 

сонымен бірге, 𝑝 ≤ 𝑙 − 𝑚 + 1 ретті дифференциалдау арқылы одан алынған 

қатар абсолютті және бірқалыпты жинақталады.  

Мұндағы {𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃)} — сызықты тәуелсіз 𝑛 ретті сфералық функциялар 

жүйесі, 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑘𝑛,  (𝑚 − 2)! 𝑛! 𝑘𝑛 = (𝑛 +𝑚 − 3)! (2𝑛 +𝑚 − 2), 𝜃 =

(𝜃1,… , 𝜃𝑚−1).  𝑊2
𝑙(𝑆0), 𝑙 = 0,… ,1 — Соболев кеңістігі. 

 Лемма 2. 𝑓(𝑟, θ) ∈ 𝑊2
𝑙(𝑆0) болу үшін, (1.3) қатарындағы коэффициенттер 

келесі теңсіздіктерді қанағаттандыруы қажетті және жеткілікті шарт болып 

табылады 

 

|𝑓0
1(𝑟)| ≤ 𝑐1,  ∑∑𝑛2𝑙|𝑓𝑛

𝑘(𝑟)|
2

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=1

≤ 𝑐2,  𝑐1, 𝑐2 = const 

 

𝑎̃𝑖𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡),  𝑎𝑖𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡), 𝑏̃𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡), 𝑐̃𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡), 𝑑̂𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡), 𝜌 𝑛

𝑘 , 𝜏̅𝑛
𝑘(𝑟), 𝜈̅𝑛

𝑘(𝑟), 𝜓𝑛
𝑘(𝑡) , 

арқылы (1.3) қатарының коэффициенттерін  𝑎𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡)ρ(𝜃),  𝑎𝑖
𝑥𝑖

𝑟
𝜌, 𝑏(𝑟, θ, 𝑡)𝜌, 

𝑐(𝑟, θ, 𝑡)𝜌 , 𝑑(𝑟, θ, 𝑡)𝜌, 𝜌(θ), 𝑖 = 1,… ,𝑚, τ(𝑟, θ), 𝜈(𝑟, θ), ψ(𝑡, θ) функцияларына 

сәйкес белгілейік, мұндағы 𝜌(θ) ∈ 𝐶∞(𝐻), 𝐻- евклидтік 𝐸𝑚  кеңістігіндегі бірлік 

сфера. 

1.2 Өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеуге аралас есептің 

қисындылығы 

Өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеуге аралас есептің 

қисындылығын қарастырайық. 

𝐷𝛼 облысында (1.1) теңдеудегі қосымша мүшелері 0-ге тең болғандағы  

жағдайда, өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеуді қарастырайық: 

 

𝑔(𝑡)Δ𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 = 0,                                            (1.4) 
Δ𝑥- айнымалыдағы Лаплас операторы. 

(1.4) теңдеуі сфералық координаталарда [3, 143-бет] келесі түрде болады:  
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𝑔(𝑡) (𝑢𝑟𝑟 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢) + 𝑢𝑡𝑡 = 0,                               

 

Есеп 1.1. 𝐷α облысында 𝐶1(𝐷̅𝛼) ∩ 𝐶
2(𝐷α) класынан келесі эллиптикалық 

теңдеудің  

𝑔(𝑡) (𝑢𝑟𝑟 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢) + 𝑢𝑡𝑡 = 0,                              (1.5) 

шекаралық шарттарды 

 

𝑢|𝑆0 = τ(𝑟, θ), 𝑢𝑡|𝑆0 = ν(𝑟, θ), 𝑢|Γ𝛼 = ψ(𝑡, θ),                      (1.2) 

 

қанағаттандыратын шешімді табу керек, мұндағы 𝛿–екінші ретті 

дифференцалды оператор, 

 

𝛿 ≡ − ∑
1

𝑔𝑗𝑠𝑖𝑛
𝑚−𝑗−1𝜃𝑗

𝑚−1

𝑗=1

𝜕

𝜕𝜃𝑗
(𝑠𝑖𝑛𝑚−𝑗−1𝜃𝑗

𝜕

𝜕𝜃𝑗
) 

 

𝑔1 = 1,  𝑔𝑗 = (𝑠𝑖𝑛𝜃1…𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗−1)
2
, 𝑗 > 1. 

𝛿 операторының спектрі 𝜆𝑛 = 𝑛(𝑛 +𝑚 − 2), 𝑛 = 0,1, …, меншікті мәндерден 

тұрады, олардың әрқайсысына 𝑘𝑛 ортонормаль 𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃) функциялар сәйкес 

келеді. [3, 144-бет]  

[96], [97] жұмыстарда модульдік және циклдік спектрді қоса алғанда, 

операторлардың спектралдық қасиеттері зерттелген. 

Қарастырып отырған есеп 𝑔(𝑡) = 𝑡𝑝, 𝑝 = const > 0 жағдайында [88, 175-

бет] еңбекте зерттелген. 

1-есептің ізделетін шешімі С1(𝐷̅𝛼) ∩ 𝐶
2(𝐷𝛼) класына тиесілі болғандықтан, 

1.1 есептің де шешімін келесі түрде іздеуге болады 

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

,                                       (1.6) 

 
 

мұндағы 𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) –ізделінді функция. 

 (1.6)-ны в (1.5)-ке қойып және Yn,m
k (θ) сфералық функцияларының 

ортогоналдығын қолдана отырып, келесіні аламыз [3, 144-бет] 

 

𝑔(𝑡) (𝑢̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚 − 1

𝑟
𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 +

𝜆𝑛
𝑟2
𝑢̅𝑛
𝑘) + 𝑢̅𝑛𝑡𝑡

𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,…    (1.7) 

 

мұндағы (1.2) шектік шарты 1 лемманы ескере отырып, келесі түрде жазылады 
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𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 0) = 𝜏̅𝑛

𝑘(𝑟), 𝑢̅𝑛𝑡
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜈̅𝑛

𝑘(𝑟), 𝑢̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 𝜓𝑛

𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,… . (1.8) 
 

(1.7), (1.8) теңдіктерде 𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑢̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) − 𝜓𝑛
𝑘(𝑡) айнымалыларын  

 

𝑔(𝑡) (𝜗̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚 − 1

𝑟
𝜗̅𝑛𝑟
𝑘 −

𝜆𝑛
𝑟2
𝜗̅𝑛
𝑘) − 𝜗̅𝑛𝑡𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡)                          (1.9) 

 

𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 0) = 𝜏𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗̅𝑛𝑡
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜈𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,… , (1.10) 

 

𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡) =

𝜆𝑛𝑔(𝑡)

𝑟2
𝜓𝑛
𝑘 − 𝜓𝑛𝑡𝑡

𝑘 , 

 

𝜏𝑛
𝑘(𝑟) = 𝜏̅𝑛

𝑘(𝑟) − 𝜓𝑛
𝑘(0), 

 

𝜈𝑛
𝑘(𝑟) = 𝜈̅𝑛

𝑘(𝑟) − 𝜓𝑛𝑡
𝑘 (0). 

 

ауыстырайық. 

 𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(1−𝑚)

2 𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) ауыстыруын орындай отырып, (1.9), (1.10) 

есептерін төмендегі  

 

𝐿𝜗𝑛
𝑘 ≡ 𝑔(𝑡) (𝜗𝑛𝑟𝑟

𝑘 +
𝜆̅𝑛
𝑟2
𝜗𝑛
𝑘) + 𝜗̅𝑛𝑡𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡),                          (1.11) 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 0) = 𝜏̃𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗𝑛𝑡
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜗̃𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0,                           (1.12) 

 

𝜆̅𝑛 =
((𝑚 − 1)(3 −𝑚) − 4𝜆𝑛)

4
, 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟
(𝑚−1)
2 𝑓𝑛̅

𝑘(𝑟, 𝑡), 

 

𝜏̃𝑛
𝑘(𝑟) = 𝑟

(𝑚−1)

2 𝜏𝑛
𝑘(𝑟),    𝜈̃𝑛

𝑘(𝑟) = 𝑟
(𝑚−1)

2 𝜈𝑛
𝑘(𝑟). 

 

есепке келтіреміз. 

  (1.11), (1.12) есептерінің шешімін келесі түрде іздейміз  

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡),                                           (1.13) 

 
 

мұндағы 𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) – есептің шешімі 

 

𝐿𝜗1𝑛
𝑘 = 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡),                                                           (1.14) 
 

𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜗1𝑛𝑡

𝑘 (𝑟, 0) = 0,  𝜗1𝑛
𝑘 (1, 𝑡) = 0,                                         (1.15) 
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Ал,  𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) – келесі есептің шешімі 

 

𝐿𝜗2𝑛
𝑘 = 0,                                                              (1.16) 

 

𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜏̃𝑛

𝑘(𝑟),  𝜗2𝑛𝑡
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜈𝑛

𝑘(𝑟),  𝜗2𝑛
𝑘 (1, 𝑡) = 0.                        (1.17) 

 

 Жоғарыда көрсетілген (1.14), (1.16) теңдеулердің шешімін келесі түрде 

қарастырамыз 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑅𝑙(𝑟)𝑇𝑙(𝑡),                                        

∞

𝑙=1

(1.18) 

 

мұндағы,  

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑙,𝑛

𝑘 (𝑡)𝑅𝑙(𝑟),

∞

𝑙=1

𝜏̃𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑙,𝑛

𝑘

∞

𝑙=1

𝑅𝑙(𝑟), 𝜈𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑒𝑙,𝑛

𝑘 𝑅𝑙(𝑟).

∞

𝑙=1

 (1.19) 

 

(1.18) теңдеуді (1.14) және (1.15) теңдеулерге (1.19)-ды ескере отырып, 

қойсақ,  

𝑅𝑙𝑟𝑟 +
𝜆̅𝑛
𝑟2
𝑅𝑙 + 𝜇𝑅𝑙 = 0, 0 < 𝑟 < 1, 𝑅𝑙(1) = 0, |𝑅𝑙(0)| < ∞, (1.20) 

 

𝑇𝑙𝑡𝑡 − 𝜇𝑔(𝑡)𝑇𝑙(𝑡) = 𝑎𝑙,𝑛(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝛼,                                 (1.21) 
 

𝑇𝑙(0) = 0, 𝑇𝑙𝑡(0) = 0                                             (1.22) 
 

аламыз. 

(1.20) есебінің шектеулі шешімі болып (1.23) табылады [104] 

 

𝑅𝑙(𝑟) = √𝑟𝐽𝜈(𝜇𝑙,𝑛𝑟),                                              (1.23) 
 

мұндағы 𝜈 =
𝑛+𝑚−2

2
, 𝜇 = 𝜇𝑙,𝑛 – бірінші текті 𝐽𝜈(𝑧), 𝜇 = 𝜇𝑙,𝑛

2  Бессель 

функциясының нөлдері. 

 (1.21), (1.22) есептері 𝑇𝑙(𝑡) функциясына қатысты екінші текті Вольтерра 

интегралдық теңдеуіне келтіріледі [2, 100-бет] 

 

𝑇𝑙,𝑛(𝑡) − 𝜇𝑙,𝑛
2 ∫(𝑡 − 𝜉)𝑔(𝜉)

𝑡

0

𝑇𝑙,𝑛(𝜉)𝑑𝜉 = ∫(𝑡 − 𝜉)𝑎𝑙,𝑛
𝑘

𝑡

0

(𝜉)𝑑𝜉, (1.24) 

 

бұл теңдеудің шешімі бар және ол жалғыз. 
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  (1.23) теңдігін (1.19) теңдігіне қоя отырып, 

𝑟−
1
2𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑙,𝑛
𝑘

∞

𝑙=1

(𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑙,𝑛𝑟), 𝜏̅𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑙,𝑛

∞

𝑙=1

𝐽𝜈(𝜇𝑙,𝑛𝑟), 

(1.25) 

𝑟−
1
2𝜈𝑛

𝑘(𝑟) =∑𝑒𝑙,𝑛
𝑘

∞

𝑙=1

𝐽𝜈(𝜇𝑙,𝑛𝑟), 0 < 𝑟 < 1. 

аламыз. 

Егер  

𝑎𝑙,𝑛
𝑘 (𝑡) = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑙,𝑛)]

−2
∫√𝜉𝑓𝑛

𝑘(𝜉, 𝑡)

1

0

𝐽𝜈(𝜇𝑙,𝑛𝜉)𝑑𝜉, 

 

𝑏𝑙,𝑛
𝑘 (𝑡) = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑙,𝑛)]

−2
∫√𝜉𝜏̃𝑛

𝑘(𝜉)

1

0

𝐽𝜈(𝜇𝑙,𝑛𝜉)𝑑𝜉,                   (1.26) 

 

𝑒𝑙,𝑛
𝑘 = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑙,𝑛)]

−2
∫√𝜉𝜈𝑛

𝑘(𝜉)

1

0

𝐽𝜈(𝜇𝑙,𝑛𝜉)𝑑𝜉, 

 

болса, онда (1.25) қатарлары - Фурье-Бессель қатарларының жіктелуі деп 

аталады, мұндағы 𝜇𝑙,𝑛, 𝑙 = 1,2,… - өсу реті бойынша орналасқан 𝐽𝜈(𝑧) Бессель 

функциясының оң таңбалы нөлдері [103, 82-бет]. 

  (1.23), (1.24) өрнектерінен (1.14), (1.15) есептерінің шешімін келесі түрде 

аламыз  

 

𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) =∑√𝑟

∞

𝑙=1

𝑇𝑙,𝑛(𝑟)𝐽𝜈(𝜇𝑙,𝑛𝑟),                                          (1.27) 

 

мұндағы 𝑎𝑙.𝑛
𝑘 (𝑡) - (1.26)-тен анықталады. 

 Әрі қарай, (1.23) теңдігін (1.16), (1.17) теңдігіне қоя отырып және (1.19) 

ескере отырып, келесіні аламыз  

 

𝑉𝑙𝑡𝑡 − 𝜇𝑙,𝑛
2 𝑔(𝑡)𝑉𝑙 = 0, 0 < 𝑡 < 𝛼, 

 

𝑉𝑙(0) = 𝑏𝑙,𝑛
𝑘 , 𝑉𝑙(0) = 𝑒𝑙,𝑛

𝑘  

 

келесі ауыстыруды орындай отырып 

 

𝐺𝑙,𝑛(𝑡) = 𝑉𝑙,𝑛(𝑡) − 𝑏𝑙,𝑛
𝑘 + 𝑒𝑙,𝑛

𝑘 ,                                    (1.28) 
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келесідей есепке келеміз 

 

𝐺𝑡𝑡 − 𝜇𝑙,𝑛
2 𝑔(𝑡)𝐺𝑙 = 𝑞𝑙,𝑛

2 (𝑡),                                       (1.29) 

 

𝐺𝑙(0) = 0, 𝐺𝑙𝑡(0) = 0, 
(1.30) 

𝑞𝑙,𝑛
2 (𝑡) = 𝜇𝑙,𝑛

2 (𝑏𝑙,𝑛
𝑘 + 𝑡𝑒𝑙,𝑛

𝑘 )𝑔(𝑡). 

 

 (1.29), (1.30) есептері де (1.24) интегралдық теңдеуге келтіріледі, мұнда 

𝑎𝑙,𝑛
𝑘 (𝑡), орнына 𝑞𝑙,𝑛

𝑘 (𝑡) алынады. 

 (1.23), (1.24), (1.28) теңдеулерінен (1.16), (1.17) есептерінің шешімін 

табамыз 

 

𝜗𝑙𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) =∑√𝑟𝑉𝑙,𝑛(𝑡)

∞

𝑙=1

𝐽𝜈(𝜇𝑙,𝑛𝑟),                                         (1.31) 

 

мұндағы  𝑏𝑙,𝑛
𝑘 , 𝑒𝑙,𝑛

𝑘  мәндері (1.26)-да табылады. 

Осылайша, (1.6) және (1.13) теңдеулерінен 1.1 есептің шешімі келесі түрде 

алынады 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑{𝜓𝑛
𝑘(𝑟) + 𝑟

(1−𝑚)
2 [𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡)]}

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃), (1.32) 

 

мұндағы 𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡), 𝜗2𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) мәндері (1.27), (1.31)-лерден табылады. 

 (1.27), (1.31) қатарлары үшін асимптотикалық формулалар келесідей 

болады [1, 644-бет]:  

2𝐽𝜈
1(𝑧) = 𝐽𝜈−1(𝑧) − 𝐽𝜈+1(𝑧),  

(1.33) 

𝐽𝜈(𝑧) = √
2

𝜋𝑧
𝑐𝑜𝑠 (𝑧 −

𝜋

2
𝜈 −

𝜋

4
) + 0(

1

𝑧
3
2

) , 𝜈 ≥ 0.   

Даламбер белгісін қолданып, (1.27), (1.31) қатарлары мен олардың 

дифференциялданған қатарларының абсолютті және бірқалыпты жинақтылығын 

көрсетуге болады [103, 22-бет] 

Әрі қарай, (1.33) формуланы қолданып, келесі бағалауларды аламыз [3, 

147-бет]: 

 

𝑘𝑛 ≤ 𝑐1𝑛
𝑚−2, |

𝜕𝑙

𝜕𝜃𝑗
𝑙 𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)| ≤ 𝑐2𝑛
𝑚
2
−1+𝑙 , 𝑗 = 1,𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑙 = 0,1,… . (1.34) 
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сонымен қатар, 1,2 леммалар мен берілген 𝜏(𝑟, 𝜃), 𝜈(𝑟, 𝜃),Ψ(𝑟, 𝜃) 
функцияларына шектеулерді қолдана отырып, (1.32) түріндегі алынған шешім 

𝐷α облысында 𝐶1(𝐷̅𝛼) ∩ 𝐶
2(𝐷α) класына тиесілі екендігі шығады. [88, 180-бет] 

еңбектердерде көрсетілген. 

Алынған нәтижелерді мынадай тұжырыммен қорытындылаймыз. 

Теорема 1. Егер (1.2) шекаралық шарттарындағы берілген функциялар 

үшін, 1 және 2-леммаларда көрсетілген шарттар орындалса, онда (1.5) теңдеуі 

үшін қойылған 1.1 аралас есептің 𝐷α облысында 𝐶1(𝐷̅𝛼) ∩ 𝐶
2(𝐷α) класына 

класына тиесілі жалғыз шешімі бар болады. 

Шешім (1.32) түрінде өрнектелеліп, (1.34) бағалауды қанағаттандырады. 

Бұл шешім шекаралық шарттардағы функциялардан үздіксіз тәуелді 

болғандықтан қойылған көпөлшемді эллиптикалық теңдеу үшін қойылған аралас 

есеп қисынды болады. 

 

1.3 Аралас есеп шешімінің бар болуы және жалғыздығы 

𝐷𝛼 облысында өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық (1.1) теңдеулерді 

қарастырайық. 

Аралас есеп ретінде 1 есепті қарастырып, оның шешімінің бар екендігін 

көрсетейік.  

Теорема 2. Егер τ(𝑟, θ), 𝜈(𝑟, θ) ∈ 𝑊2
𝑙(𝑆0),ψ(𝑡, θ) ∈ 𝑊2

𝑙(Γα), 𝑙 >
3𝑚

2
, онда 1- 

есептің жалғыз шешімі болады. 

Дәлелдеу. 1 есептің ізделінді шешімін келесі түрде ідейміз 

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡)

𝑘𝑛

𝑘=1

Y𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃),

∞

𝑛=0

                               (1.35) 

 

мұндағы 𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) – анықталуы тиіс функция. 

(1.35) теңдігін (1.11)-ке қойып, алынған өрнекті 𝜌(𝜃) ≠ 0-ке көбейтіп және 

𝐻 бірлік сферасы бойынша интегралдап, 𝑢̅𝑛
𝑘 үшін аламыз [105-110] 

 

𝑔(𝑡)𝜌0
1𝑢̅0𝑟𝑟

1 + 𝜌0
1𝑢̅0𝑡𝑡

1 + (
𝑚 − 1

𝑟
𝑔(𝑡)𝜌0

1 +∑𝑎𝑖0
1

𝑚

𝑖=1

) 𝑢̅0𝑟
1 + 𝑏̃0

1𝑢̅0𝑡
1 + 𝑐̃0

1𝑢̅0
1 + 

 

+∑∑{𝑔(𝑡)𝜌𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑟𝑟

𝑘

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=1

+ 𝜌𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑡𝑡

𝑘 + (
𝑚 − 1

𝑟
𝑔(𝑡)𝜌𝑛

𝑘 +∑𝑎𝑖𝑛
𝑘

𝑚

𝑖=1

) 𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 +     (1.36) 

 

+𝑏̃𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 +[𝑐̃𝑛
𝑘 − 𝜆𝑛

𝜌𝑛
𝑘

𝑟2
𝑔(𝑡) +∑(𝑎̃𝑖𝑛−1

𝑘 − 𝑛𝑎𝑖𝑛
𝑘 )

𝑚

𝑖=1

] 𝑢̅𝑛
𝑘}. 

 

Енді дифференциалдық теңдеулердің шексіз жүйесін қарастырайық 
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𝜌0
1𝑔(𝑡)𝑢̅0𝑟𝑟

1 + 𝜌0
1𝑢̅0𝑡𝑡

1 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑔(𝑡)𝜌0

1𝑢̅0𝑟
1 = 0,                      (1.37) 

 

𝜌1
𝑘𝑔(𝑡)𝑢̅1𝑟𝑟

𝑘 + 𝜌1
𝑘𝑢̅1𝑡𝑡

𝑘 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑔(𝑡)𝜌1

𝑘𝑢̅1𝑟
𝑘 −

𝜆1
𝑟2
𝑔(𝑡)𝜌1

𝑘𝑢̅1
𝑘 = 

= −
1

𝑘1
(∑𝑎𝑖0

1 𝑢̅0𝑟
1 + 𝑏̃0

1

𝑚

𝑖=1

𝑢̅0𝑡
1 + 𝑐̃0

1𝑢̅0
1) , 𝑛 = 1, 𝑘 = 1, 𝑘1̅̅ ̅̅ ̅̅ ,               (1.38) 

 

𝜌𝑛
𝑘𝑔(𝑡)𝑢̅𝑛𝑟𝑟

𝑘 + 𝜌𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑡𝑡

𝑘 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑔(𝑡)𝜌𝑛

𝑘𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 −

𝜆𝑛
𝑟2
𝑔(𝑡)𝜌𝑛

𝑘𝑢̅𝑛
𝑘 = 

 

= −
1

𝑘1
∑ {∑𝑎𝑖𝑛−1

𝑘 𝑢̅𝑛−1𝑟
𝑘 + 𝑏̃𝑛−1

𝑘 𝑢̅𝑛−1𝑡
𝑘 +

𝑚

𝑖=1

𝑘𝑛−1

𝑘=1

                      (1.39) 

 

+[𝑐̃𝑛−1
𝑘 +∑(𝑎̃𝑖𝑛−2

𝑘 − (𝑛 − 1)𝑎𝑖𝑛−1
𝑘 )

𝑚

𝑖=1

] 𝑢̅𝑛−1
𝑘 }  

 

𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 2,3,… . 
 

 Егер {𝑢̅𝑛
𝑘}, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,… - (1.37)-(1.39) жүйелерінің шешімі болса, 

онда ол (1.36) теңдеуінің де шешімі болатындығына көз жеткізу қиын емес. 

(1.37)-(1.39) жүйелерінің әрбір теңдеуін келесідей жазуға болады 

 

𝑔(𝑡) (𝑢̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚 − 1

𝑟
𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 −

𝜆𝑛
𝑟2
𝑢̅𝑛
𝑘) + 𝑢̅𝑛𝑡𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡),               (1.40) 

 

мұндағы 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) – осы жүйенің алдыңғы теңдеулерінен анықталады және 

𝑓0
1(𝑟, 𝑡) ≡ 0. 

 Әрі қарай, (1.35) негізінде, (1.2) шеттік шарттан және 1-лемманы ескере 

отырып, (1.41)-ні аламыз 

 

𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 0) = 𝜏̅𝑛

𝑘(𝑟), 𝑢̅𝑛𝑡
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜈̅𝑛

𝑘(𝑟), 𝑢̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 𝜓𝑛

𝑘(𝑡), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,… . (1.41) 
 

 1.1 есептегідей ауыстыру енгізіп, (1.40), (1.41) теңдеулерінде 𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =

𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) − 𝜓𝑛

𝑘(𝑡) деп қойсақ, келесі өрнекті аламыз 

 

𝑔(𝑡) (𝜗̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚−1

𝑟
𝜗̅𝑛𝑟
𝑘 −

𝜆𝑛

𝑟2
𝜗̅𝑛
𝑘) + 𝜗̅𝑛𝑡𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡),                       (1.42)  

 

𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 0) = 𝜏𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗̅𝑛𝑡
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜈𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,… , (1.43) 
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𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) +
𝜆𝑛
𝑟2
𝑔(𝑡)𝜓𝑛

𝑘 − 𝜓𝑛𝑡𝑡
𝑘 , 

 

𝜏𝑛
𝑘(𝑟) = 𝜏̅𝑛

𝑘(𝑟) − 𝜓𝑛
𝑘(0),     

 

𝜈𝑛
𝑘(𝑟) = 𝜈̅𝑛

𝑘(𝑟) − 𝜓𝑛𝑡
𝑘 (0). 

 

Айнымалыны 𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(1−𝑚)

2 𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) деп ауыстыру арқылы (1.42), (1.43) 

теңдеулерін келесі есепке келтіреміз 

 

𝐿𝜗𝑛
𝑘 ≡ 𝑔(𝑡) (𝜗𝑛𝑟𝑟

𝑘 +
𝜆̅𝑛
𝑟2
𝜗𝑛
𝑘) + 𝜗𝑛𝑡𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡),                     (1.44) 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 0) = 𝜏̃𝑛

𝑘(𝑟),  𝜗𝑛𝑡
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜈𝑛

𝑘(𝑟),  𝜗𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0                  (1.45) 

 

 

𝜆̅𝑛 =
[(𝑚 − 1)(3 −𝑚) − 4𝜆𝑛]

4
,   

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(𝑚−1)
2 𝑓𝑛̅

𝑘(𝑟, 𝑡), 
 

𝜏̃𝑛
𝑘(𝑟) = 𝑟

(𝑚−1)
2 𝜏𝑛

𝑘(𝑟),   
 

𝜈𝑛
𝑘(𝑟) = 𝑟

(𝑚−1)
2 𝜈𝑛

𝑘(𝑟).  
 

(1.44), (1.45) есептерінің шешімін келесі түрде іздейміз 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡),                                  (1.46) 

 

мұндағы 𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) – келесі есептің шешімі 

 

𝐿𝜗1𝑛
𝑘 = 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡),                                                  (1.47) 
 

𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜗1𝑛𝑡

𝑘 (𝑟, 0) = 0, 𝜗1𝑛
𝑘 (1, 𝑡) = 0,                      (1.48) 

 

𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) – келесі есептің шешімі 

𝐿𝜗2𝑛
𝑘 = 0,                                                          (1.49) 

 

𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜏̃𝑛

𝑘(𝑟),  𝜗2𝑛𝑡
𝑘 (𝑟, 0) = 𝜈𝑛

𝑘(𝑟),  𝜗2𝑛
𝑘 (1, 𝑡) = 0.                   (1.50) 
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 Жоғарыда көрсетілген есептерді келесі түрде қарастырайық 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑅𝑠

∞

𝑠=1

(𝑟)𝑇𝑠(𝑡),                                            (1.51) 

мұнда келесідей болсын 

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑛𝑠

𝑘

∞

𝑠=1

(𝑡)𝑅𝑠(𝑟), 𝜏̃𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑛𝑠

𝑘 𝑅𝑠(𝑟),

∞

𝑠=1

𝜈𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑒𝑛𝑠

𝑘

∞

𝑠=1

𝑅𝑠(𝑟).    (1.52) 

 

(1.51)-ні (1.47), (1.48)-ге қойып, (1.52)-ні ескерсек, келесі есепті аламыз 

 

𝑅𝑠𝑟𝑟 +
𝜆̅

𝑟2
𝑅𝑠 + 𝜇𝑅𝑠 = 0, 0 < 𝑟 < 1,                                 (1.53) 

 

𝑅𝑠(1) = 0, |𝑅𝑠(0)| < ∞,                                             (1.54) 
 

𝑇𝑠𝑡𝑡 − 𝜇𝑔(𝑡)𝑇𝑠(𝑡) = 𝑎𝑛𝑠(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝛼,                             (1.55) 
 

𝑇𝑠(0) = 0, 𝑇𝑠𝑡(0) = 0.                                        (1.56) 
 

(1.54), (1.55) есептерінің шектелген шешімі [104, 404-бет] 

 

𝑅𝑠(𝑟) = √𝑟𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟),                                               (1.57) 
 

мұндағы 𝜈 =
𝑛+(𝑚−2)

2
, 𝜇𝑠,𝑛 – бірінші текті Бессель функциясының нөлдері 𝜇 =

𝜇𝑠,𝑛
2 . 

 (1.55), (1.56) есептері 𝑇𝑠,𝑛(𝑡) функциясына қатысты Вольтердың екінші 

текті интегралдық теңдеуіне келтіріледі  

 

𝑇𝑠,𝑛(𝑡) − 𝜇𝑠,𝑛
2 ∫(𝑡 − 𝜉)𝑔(𝜉)𝑇𝑠,𝑛(𝜉)𝑑𝜉 = ∫(𝑡 − 𝜉)𝑎𝑛𝑠

𝑡

0

𝑡

0

(𝜉)𝑑𝜉, (1.58) 

 

бұл теңдеудің шешімі бар және ол жалғыз болады [2, 100-бет]. 

 (1.57)-ні (1.52)-ге қойсақ, келесі өрнекті аламыз  

 

𝑟−
1
2𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑛𝑠
𝑘 (𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟)

∞

𝑠=1

, 𝑟−
1
2𝜏̃𝑛

𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑛𝑠
𝑘 𝐽𝜈

∞

𝑠=1

(𝜇𝑠,𝑛𝑟),   

(1.59) 
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𝑟−
1
2𝜈𝑛

𝑘(𝑟) =∑𝑒𝑛𝑠
𝑘 𝐽𝜈

∞

𝑠=1

(𝜇𝑠,𝑛𝑟), 0 < 𝑟 < 1. 

 

 Егер келесі теңдіктер орындалса 

 

𝑎𝑛𝑠
𝑘 (𝑡) = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑠,𝑛)]

−2
∫√𝜉

1

0

𝑓𝑛
𝑘(𝜉, 𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝜉)𝑑𝜉,                  (1.60) 

 

𝑏𝑛𝑠
𝑘 = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑠,𝑛)]

−2
∫√𝜉

1

0

𝜏̃𝑛
𝑘(𝜉)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝜉)𝑑𝜉,  

(1.61) 

𝑒𝑛𝑠
𝑘 = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑠,𝑛)]

−2
∫√𝜉

1

0

𝜈𝑛
𝑘(𝜉)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝜉)𝑑𝜉,  

(1.59) қатарлары–Фурье-Бессел қатарларына жіктелуі [103, 83-бет] болады, 

мұндағы 𝜇𝑠,𝑛, 𝑠 = 1,2,… - өсу реті бойынша орналасқан 𝐽𝜈(𝑧) Бессель 

функциясының оң таңбалы нөлдері. 

(1.57), (1.58)-ден (1.47), (1.48) есебінің шешімін келесі түрде аламыз 

 

𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) =∑√𝑟𝑇𝑠,𝑛(𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟),

∞

𝑠=1

                                          (1.62) 

 

мұндағы 𝑎𝑛𝑠
𝑘 - (1.66)-ден анықталады. 

Әрі қарай, (1.57)-ні (1.49), (1.50)-ге қойып, (1.52)-ні ескере отырып, келесі 

есепті аламыз 

 

𝑉𝑠𝑡𝑡 − 𝜇𝑠,𝑛
2 𝑔(𝑡)𝑉𝑠(𝑡) = 0, 0 < 𝑡 < 𝛼,  

 

𝑉𝑠(0) = 𝑏𝑛𝑠
𝑘 , 𝑉𝑠𝑡(0) = 𝑒𝑛𝑠

𝑘 , 
 

мұнда айнымалыларды алмастырып 

 

𝑇𝑠(𝑡) = 𝑉𝑠(𝑡) − 𝑏𝑛𝑠
𝑘 − 𝑡𝑒𝑛𝑠 

𝑘 ,                                        (1.63) 
 

келесі есепке келеміз 

 

𝑇𝑠𝑡𝑡 − 𝜇𝑠,𝑛
2 𝑔(𝑡)𝑇𝑠(𝑡) = 𝑞𝑛𝑠

𝑘 (𝑡),                                         (1.64) 
 

𝑇𝑠(0) = 0,   𝑇𝑠𝑡(0) = 0,                                               (1.65) 
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𝑞𝑛𝑠
𝑘 (𝑡) = 𝜇𝑠,𝑛

2 𝑔(𝑡)(𝑏𝑛𝑠
𝑘 + 𝑡𝑒𝑛𝑠

𝑘 ). 
 

(1.57), (1.58), (1.63)-ке сүйене отырып, (1.49), (1.50) есебінің шешімін 

табамыз 

 

𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) =∑√𝑟𝑉𝑠,𝑛(𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟)

∞

𝑠=1

,                               (1.66) 

 

мұндағы 𝑏𝑛𝑠
𝑘 , 𝑒𝑛𝑠

𝑘  - (1.61)-ден табылады. 

Демек, алдымен (1.37), (1.41) есебін (𝑛 = 0), содан кейін (1.38), (1.41) 

есебін (𝑛 = 1) және т.с.с шешу арқылы (1.46) өрнектегі барлық ден 𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) 

табамыз. Мұндағы 𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡), 𝜗2𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) - (1.62), (1.66)-дан анықталады, 𝑘 =
1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,… . 

Сонымен, 𝐷𝛼 облысында келесі теңдік орын алады 

 

∫𝜌(𝜃)𝐿𝑢𝑑𝐻 = 0.

 

𝐻

                                                   (1.67) 

 

 Айталық 𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑡) = 𝑅(𝑟)𝜌(𝜃)𝑇(𝑡) болсын, мұндағы 𝑅(𝑟) ∈ 𝑉0, 𝑉0 –

𝐿2((0,1)) кеңістігінде тығыз, 𝜌(𝜃) ∈ 𝐶∞(𝐻) – 𝐿2(𝐻) кеңістігінде тығыз, 𝑇(𝑡) ∈

𝑉1, 𝑉1 – 𝐿2((0, 𝛼)) кеңістігінде тығыз. Сонда 𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ 𝑉, 𝑉 = 𝑉0⨂𝐻⨂𝑉1 – 

𝐿2(𝐷2) кеңістігінде тығыз болады [111]. 

 Бұдан және (1.67)-ден шығады 

 

∫𝑓(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝐿𝑢𝑑𝐷𝛼 = 0

 

𝐷𝛼

 

 

және 

 

𝐿𝑢 = 0, ∀(𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ 𝐷𝛼. 

 

Осылайша, 1-есептің шешімі келесі қатар түрдінде жазылады 

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑{𝜓𝑛
𝑘(𝑡) + 𝑟

(1−𝑚)
2 [𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡)]}

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃), (1.68) 

 

мұндағы 𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡), 𝜗2𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) – (1.62), (1.66)-дан табылады. 

 1.2 бөлімшесіндегі 1.1 есеп  үшін алынған нәтижелерді қолдана отыра, яғни 

(1.33) формуласын, (1.34) бағалауларын, сонымен қатар, 1 және 2 леммаларды, 
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берілген 𝜏(𝑟, 𝜃), 𝜈(𝑟, 𝜃), 𝜓(𝑡, 𝜃) функцияларына және (1.1)-теңдеудің 

коэффициенттеріне қойылған шектеулерді ескерсек, (1.68) шешімі С1(𝐷̅𝛼) ∩
𝐶2(𝐷𝛼) класына жатады. [105, 65-бет, 108, 796-бет]. 

Демек, өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас 1-

есептің шешімінің бар екендігі дәлелденді. 

 Өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас есеп 

шешімінің жалғыздығын дәлелдеу үшін алдымен келесі есептің шешімін 

құрамыз.  

(1.1*) теңдеуі үшін келесі шарттармен шекаралық есептің шешімін 

құрайық 

 

𝜗|Γ𝛼 = 0, 𝜗|𝑠𝛼 = 0, 𝜗𝑡|𝑠𝛼 = 𝜈(𝑟, 𝜃) = 𝜈̅𝑛
𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,… , (1.69)       

 

мұндағы 𝜈̅𝑛
𝑘(𝑟) ∈ 𝐺, 𝐺– 𝐶([0,1]) ∩ 𝐶1([0,1]) класындағы 𝜈(𝑟) функцияларының 

жиыны. 𝐺 жиыны 𝐿2((0,1)) кеңістігінің барлық жерінде тығыз болып табылады 

[111, 377-бет]. 

(1.1*) және (1.69) есептерінің шешімін (1.35) түрінде іздейміз, мұндағы 

𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) функциялары төменде анықталады. 𝜗̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) функциялары 1.3- бөлімшеге 

ұқсас (1.37), (1.39) теңдеулер жүйесін қанағаттандырады, мұндағы 𝑎̃𝑖𝑛
𝑘 , 𝑎𝑖𝑛

𝑘 , 𝑏̃𝑛
𝑘  

коэффициенттері сәйкесінше −𝑎̃𝑖𝑛
𝑘 , −𝑎𝑖𝑛

𝑘  −𝑏̃𝑛
𝑘 коэффициенттеріне, ал 𝑐̃𝑛

𝑘 

коэффициенті 𝑑̃𝑛
𝑘 коэффициентіне ауыстырылды, 𝑖 = 1, . . . , 𝑚, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 =

0, 1, . . ..   
Әрі қарай, (1.39) шеттік шартынан және (1.35)-ға сәйкес келесіні  

 

𝜗̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0,  𝜗̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝛼) = 0,  𝜗̅𝑛𝑡
𝑘 (𝑟, 𝛼) = 𝜈̅𝑛

𝑘(𝑟), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,… .      (1.70) 
 

аламыз. 

Жоғарыда атап өтілгендей, (1.37)–(1.39) жүйесінің әрбір теңдеуі (1.40) 

түрінде жазылған. (1.40), (1.70) есебінің жалғыз шешімінің бар екенін жоғарыда 

сипатталғандай көрсетуге болады. 

Осылайша, (1.1*), (1.69) есебінің шешімі (1.68) қатар түрінде құрылды, 

және ол (1.34) бағалауларға сәйкес, 𝐶1(𝐷̅𝛼) ∩ 𝐶
2(𝐷𝛼) классына жатады. 

Түйіндес 𝐿,  𝐿∗ операторларының анықтамасына сәйкес [89, 140-бет] 

 

𝜗𝐿𝑢 − 𝑢𝐿∗𝜗 = −𝜗𝑃(𝑢) + 𝑢𝑃(𝜗) − 𝑢𝜗𝑄, 
мұндағы 

𝑃(𝑢) = 𝑔(𝑡)∑𝑢𝑥𝑖𝑐𝑜𝑠(𝑁
⊥, 𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

− 𝑢𝑡𝑐𝑜𝑠(𝑁
⊥, 𝑡), 

𝑄 =∑𝑎𝑖cos (𝑁
⊥, 𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

) − 𝑏 cos (𝑁⊥, 𝑡),  
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ал, 𝑁⊥ – Грин формуласы бойынша 𝜕𝐷𝛼шекарасына жүргізілген сыртқы 

нормаль, сонда 

 

∫(𝜗𝐿𝑢 − 𝑢𝐿∗𝜗)𝑑𝐷𝛼

 

𝐷𝛼

= ∫ [(𝜗
𝜕𝑢

𝜕𝑁
− 𝑢

𝜕𝜗

𝜕𝑁
)𝑀 + 𝑢𝜗𝑄]𝑑𝑠,            (1.71)

 

𝜕𝐷𝛼

 

 

мұндағы 

𝜕

𝜕𝑁
= 𝑔(𝑡)∑𝑐𝑜𝑠(𝑁⊥, 𝑥𝑖)

𝑚

𝑖=1

− 𝑐𝑜𝑠(𝑁⊥, 𝑡)
𝜕

𝜕𝑡
, 

 

𝑀2 = 𝑔2(𝑡)∑𝑐𝑜𝑠2(𝑁⊥, 𝑥𝑖) + 𝑐𝑜𝑠
2(𝑁⊥, 𝑡)

𝑚

𝑖=1

. 

 

(1.2) біртекті шекаралық шарттар мен (1.69) шарттарды ескеріп, (1.71) 

формуласынан аламыз 

 

∫𝜈(𝑟, 𝜃)𝑢(𝑟, 𝜃, 𝛼)𝑑𝑠 = 0

 

𝑆𝛼

.                                          (1.72) 

 

{𝜈̅𝑛
𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)} функциялар жүйесінің сызықтық қабықшасы  𝐿2(𝑆𝛼) 

кеңістігінде тығыз орналасқандықтан [111, 377-бет], (1.72)-ден 𝑢(𝑟, 𝜃, 𝛼) = 0, 

∀(𝑟, 𝜃) ∈ 𝑆𝛼 деген қорытынды шығарамыз. 

Осылайша, біз нөлдік шешімі бар келесі Дирихле есебіне келеміз [112] 

 

𝐿𝑢 = 0, 𝑢 |
 

𝑆0
= 0,    𝑢 |

 

Г𝛼
= 0, 𝑢 |

 

𝑆𝛼
= 0,     

 

Демек, шешімнің жалғыздығы, яғни 2 теорема дәлелденді. 
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2 ӨЗГЕШЕЛЕНГЕН КӨПӨЛШЕМДІ ЭЛЛИПТИКО-

ПАРАБОЛАЛЫҚ ТЕҢДЕУЛЕРДІҢ БІР КЛАСЫ ҮШІН АРАЛАС ЕСЕП 

 

2.1 Эллиптико-параболалық теңдеулердің бір класы үшін аралас 

есептің қойылымы 

Айталық, 𝛺𝛼𝛽 – Ε𝑚+1 евклид кеңістігінде  Γ = {(𝑥, 𝑡): |𝑥| = 1} 

цилиндрімен, 𝑡 = 𝛼 > 0 және 𝑡 = 𝛽 < 0 жазықтықтарымен шектелген 

цилиндрлік облыс болсын, мұндағы |𝑥| – векторының ұзындығы 𝑥 = (𝑥1, … , 𝑥𝑚). 
Ω𝛼𝛽 облысының бөліктерін Ω𝛼 және Ω𝛽  арқылы, ал Γ𝛼 , Γ𝛽 – арқылы 𝑡 > 0 

және 𝑡 < 0 жартылай кеңістігінде жатырған Γ бетінің бөліктерін; Ω𝛼𝛽 

облысының жоғарғы табанын – 𝜎𝛼, ал төменгі табанын – 𝜎𝛽 арқылы белгілейік 

(2-сурет). 

 
Сурет 2. 

 

Әрі қарай, айталық,  𝑆 – Ω𝛼 және Ω𝛽  облыстарының ортақ шекарасы және 

ол  𝛦𝑚 евклид кеңістігіндегі {𝑡 = 0, 0 < |𝑥| < 1} жиыны болсын. 

𝛺𝛼𝛽 облысында келесі өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық 

теңдеулерді қарастырайық 
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0 =

{
 
 

 
 𝑡𝑞∆𝑥𝑢 − 𝑢𝑡 +∑𝑑𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑒(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑡 > 0

𝑚

𝑖=1

|𝑡|𝑝∆𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 +∑𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑡 < 0,

𝑚

𝑖=1

(2.1) 

 

мұндағы 𝑝, 𝑞 = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡, 𝑝 > 0, 𝑞 ≥ 0, , ∆𝑥 – 𝑥1, … , 𝑥𝑚 , 𝑚 ≥ 2 айнымалылары 

бойынша Лаплас операторы, 𝑎𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡),  𝑏(𝑟, 𝜃, 𝑡),  𝑐(𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ 𝑊2
𝑙(𝛺𝛽) ⊂ 𝐶(𝛺̅𝛽), 

 𝑑𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡), 𝑒(𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ 𝑊2
𝑙(𝛺𝛼), 𝑖 = 1,… ,𝑚, 𝑙 ≥ 𝑚 + 1, 𝑒(𝑟, 𝜃, 𝑡) ≤ 0, ∀(𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈

𝛺𝛼 . 
Алдағы есептеулерде 𝑥1, … , 𝑥𝑚, 𝑡 декарттық координаталардан сфералық 

координаталарға 𝑟, 𝜃1, . . . , 𝜃𝑚−1, 𝑡, ауысу ыңғайлы болады мұндағы  𝑟 ≥ 0, 0 ≤
𝜃1 < 2𝜋, 0 ≤ 𝜃𝑖 ≤ 𝜋, 𝑖 = 2,3,… ,𝑚 − 1, 𝜃 = (𝜃1, . . . , 𝜃𝑚−1).  

Аралас есеп ретінде келесі есепті қарастырамыз. 

2 Есеп. (2.11) теңдеудің Ω𝛼𝛽 облысында 𝑡 ≠ 0  үшін  

𝐶(Ω̅𝛼𝛽) ∩ 𝐶
1(Ω𝛼𝛽) ∩ 𝐶

2(Ω𝛼 ∪ Ω𝛽) класынан келесі шекаралық шарттарды 

қанағаттандыратын шешімін табу керек 

 

𝐿1𝑢 ≡ 𝑡
𝑞 (𝑢𝑟𝑟 +

𝑚 − 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢) − 𝑢𝑡 + 

 

+∑𝑑𝑖

𝑚

𝑖=1

(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑒(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢 = 0                         (2. 11)  

 

𝑢 |  
𝜎𝛼
= 𝜑(𝑟, 𝜃) , 𝑢 |  

Γ𝛼
= 𝜓1(𝑡, 𝜃),    (2.2) 

 

𝑢 |  
Γ𝛽
= 𝜓2(𝑟, 𝜃),     (2.3) 

 

мұнда,  

 

𝛿 ≡ ∑
1

𝑔𝑗𝑠𝑖𝑛
𝑚−𝑗−1𝜃𝑗

𝑚−1

𝑗=1

𝜕

𝜕𝜃𝑗
(𝑠𝑖𝑛𝑚−𝑗−1

𝜕

𝜕𝜃𝑗
) 

 

𝑔1 = 1, 𝑔𝑗 = (𝑠𝑖𝑛 𝜃1. . . 𝑠𝑖𝑛 𝜃𝑗−1)
2
, 𝑗 > 1. 

 

𝛿 операторының спектрі меншікті мәндерден 𝜆𝑛 = 𝑛(𝑛 +𝑚 − 2), 𝑛 = 0,1,… , 
тұрады және оның әрбір мәніне 𝑘𝑛 ортонормаланған 𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃) меншікті 

функциялар сәйкес келетіндігі белгілі [3, 144], 𝜑(1, 𝜃) = 𝜓2(𝛽, 𝜃), 𝜑1(0, 𝜃) =
𝜓2(0, 𝜃), {𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)} – 𝑛 ретті сызықты тәуелсіз сфералық функциялар жүйесі, 1 ≤
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𝑘 ≤ 𝑘𝑛, (𝑚 − 2)! 𝑛! 𝑘𝑛 = (𝑛 +𝑚 − 3)! (2𝑛 +𝑚 − 2), 𝑊2
𝑙(𝑆), 𝑙 = 0,1,… – Соболев 

кеңістігі. 𝑑̃𝑖𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡),  𝑑𝑖𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡), 𝑒̃𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡), 𝑑̃𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡), 𝜌𝑛
𝑘  , 𝜑̅𝑛

𝑘(𝑟), 𝜓𝑖𝑛
𝑘 (𝑡), 𝜓2𝑛

𝑘 (𝑡) арқылы 

(1.3) қатарына 𝑑𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝜌, 𝑑𝑖
𝑥𝑖

𝑟
𝜌, 𝑒(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝜌, 𝑑(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝜌, 𝜌(𝜃), 𝑖 = 1,… ,𝑚, 

𝜑(𝑟, 𝜃),  𝜓1(𝑡, 𝜃), 𝜓2(𝑡, 𝜃) функцияларының сәйкесінше жіктелу 

коэффициенттерін белгілейік 𝜌(𝜃) ∈ 𝐶∞(𝐻), мұнда 𝐻 – 𝐸𝑚 кеңістігіндегі бірлік 

сфера. 1-бөлімдегі 1 және 2-леммалар орын алады [5, 14-бет]. 

 

2.2 Эллиптико-параболалық теңдеулердің бір класы үшін аралас 

есептің қисындылығы, шешімінің құрылымы 

Осы бөлімде Ω𝛼𝛽 облысында келесі өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-

параболалық теңдеу қарастырылады 

 

0 = {
𝑡𝑞∆𝑥𝑢 − 𝑢𝑡 , 𝑡 > 0

|𝑡|𝑝∆𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 , 𝑡 < 0.
                                                 (2.4) 

 

Аралас есеп ретінде 2.1-есепті қарастырамыз. 

2.1 есеп. Сфералық координаталарда (2.4) теңдеу Ω𝛼 облысында келесі 

түрде жазылады 

 

𝑡𝑞 (𝑢𝑟𝑟 +
𝑚−1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢) − 𝑢𝑡 = 0    (2.5) 

 

Онда (2.5) теңдеудің (2.2), (2.3) шарттарын қанағаттандыратын Ω𝛼 

облысында 𝐶(Ω̅𝛼) ∩ 𝐶
2(Ω𝛼) классына тиісті болатын шешімін табу керек.  

2 есептің ізделінді шешімі Ω𝛼 облысында 𝐶(Ω̅𝛼) ∩ 𝐶
2(Ω𝛼) классына 

жататындықтан, 2.1 есептің шешімді келесі түрде іздейміз 

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

,                               (2.6) 

 

мұндағы,  𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) – анықталуы тиіс функциялар. 

(2.6)-ны (2.5)-ке қойып, 𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃) сфералық функцияларының ортогоналдық 

қасиетін қолдана отырып [5, 70-бет], келесіні 

 

𝑡𝑞 (𝑢̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚−1

𝑟
𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 −

𝜆𝑛

𝑟2
𝑢̅𝑛
𝑘) − 𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0, 1,… .   (2.7) 

 

аламыз, мұнда, 1 лемманы ескере отырып, (2.2) шекаралық шарттары келесі 

түрде жазылады 

 

𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝛼) = 𝜑̅𝑛

𝑘(𝑟),    𝑢̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 𝜓1𝑛

𝑘 (𝑡),     𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0, 1,… .  (2.8) 
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 (2.7), (2.8) теңдіктеріне  𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑢̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) − 𝜓̅1𝑛
𝑘 (t) ауыстыруларын 

орындап, келесіні аламыз  

 

𝑡𝑞 (𝜗̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚−1

𝑟
𝜗̅𝑛𝑟
𝑘 −

𝜆𝑛

𝑟2
𝜗̅𝑛
𝑘) − 𝜗̅𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡),    (2.9) 

 

𝜗̅𝑛
𝑡(𝑟, 𝛼) = 𝜑𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0, 1,… .   (2.10) 

 

𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝜓1𝑛𝑡

𝑘 +
𝜆𝑛𝑡

𝑞

𝑟2
𝜓𝑛
𝑘, 𝜑𝑛

𝑘(𝑟) = 𝜑̅𝑛
𝑘(𝑟) − 𝜓1𝑛

𝑘 (𝛼). 

 

Айнымалыны 𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(1−𝑚)

2 𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) ауыстыра отырып, (2.9), (2.10) 

есептерін келесі есепке келтіреміз 

 

𝐿𝜗𝑛
𝑘 ≡ 𝑡𝑞 (𝜗𝑛𝑟𝑟

𝑘 +
𝜆̄𝑛
𝑟2
𝜗𝑛
𝑘) − 𝜐𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡).                         (2.11) 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝛼) = 𝜑̃𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0.                                  (2.12) 

 

𝜆̄𝑛 =
((𝑚 − 1)(3 −𝑚) − 4𝜆𝑛)

4
, 

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(𝑚−1)
2 𝑓𝑛̅

𝑘(𝑟, 𝑡), 
 

𝜑̃𝑛
𝑘(𝑟) = 𝑟

(𝑚−1)
2 𝜑𝑛

𝑘(𝑟). 
 

(2.11), (2.12) есептерінің шешімін келесі түрінде іздейміз 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡),                                (2.13) 

 

 мұндағы 𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) – келесі есептің шешімі 

 

𝐿𝜗1𝑛
𝑘 = 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡).                                          (2.14) 
 

𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝛼) = 0, 𝜗1𝑛

𝑘 (1, 𝑡) = 0,                                 (2.15)  
 

ал, 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) – келесі есептің шешімі 

 

𝐿𝜐2𝑛
𝑘 = 0,                                                 (2.16) 

 

  𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝛼) = 𝜑̃𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗2𝑛
𝑘 (1, 𝑡) = 0.                              (2.17 
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Жоғарыда аталған есептердің шешімін келесі түрде қарастырамыз 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑅𝑠(𝑟)𝑇𝑠(𝑡)

∞

𝑠=1

,                                              (2.18) 

 

мұнда  келесідей болсын  

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝑅𝑠(𝑟),

∞

𝑠=1

 𝜑𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛𝑅𝑠(𝑟).

∞

𝑠=1

            (2.19) 

 

(2.18)-ді (2.14) және (2.15)-ке (2.19)-ды ескере отырып қойсақ, 

 

𝑅𝑠𝑟𝑟 +
𝜆̄𝑛
𝑟2
𝑅𝑠 + 𝜇𝑅𝑠 = 0,0 < 𝑟 < 1,                                  (2.20) 

 

𝑅𝑠(1) = 0, |𝑅𝑠(0)| < ∞,                                            (2.21) 
 

𝑇𝑠𝑡 + 𝜇𝑡
𝑞𝑇𝑠(𝑡) = −𝑎𝑠,𝑛(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝛼,                                 (2.22) 

 

𝑇𝑠(𝛼) = 0.                                                             (2.23) 
 

аламыз. 

(2.20), (2.21) есептің шектелген шешімі келесідей түрде беріледі [104, 404-

бет] 

 

𝑅𝑠(𝑟) = √𝑟𝐽𝑣(𝜇𝑠,𝑛𝑟),                                    (2.24) 
 

мұндағы 𝜈 =
𝑛+(𝑚−2)

2
, 𝜇 = 𝜇𝑠,𝑛

2 . 

 

 (2.22), (2.23) есептің шешімі келесідей түрде беріледі 

 

𝑇𝑠,𝑛(𝑡) = (𝑒𝑥𝑝 (
−𝜇2𝑠,𝑛𝑡

𝑞+1

𝑞 + 1
))∫ 𝑎𝑠,𝑛(𝜉) (𝑒𝑥𝑝

𝜇𝑠,𝑛
2

𝑞 + 1
𝜉𝑞+1)𝑑𝜉(2.25)

𝛼

𝑡

 

 

(2.24)-ті (2.19)-ға қойсақ, келесіні аламыз 

 

𝑟−
1
2𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟),  𝑟
−
1
2𝜑̃𝑛

𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟),

∞

𝑠=1

    (2.26)

∞

𝑠=1
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0 < 𝑟 < 1. 
 

Егер  

 

𝑎𝑠,𝑛(𝑡) = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑠,𝑛)]
−2
∫√𝜉𝑓𝑛

𝑘(𝜉, 𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝜉)𝑑𝜉

1

0

,                  (2.27) 

    

𝑏𝑠,𝑛 = 2[𝐽𝜈+1(𝜇𝑠,𝑛)]
−2
∫√𝜉

1

0

𝜑̃𝑛
𝑘(𝜉)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝜉)𝑑𝜉,                        (2.28) 

    

онда, (2.26) қатарлары – Фурье-Бессель қатарларына жіктелуі болып табылады 

[103, 83-бет], мұндағы где 𝜇𝑠,𝑛, 𝑠 = 1,2,… – өсу реті бойынша орналасқан 𝐽𝜈(𝑧)  
Бессель функциясының оң таңбалы нөлдері. 

(2.18), (2.25)-тен (2.14), (2.15) есебінің шешімін келесі түрде аламыз 

 

𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) =∑√𝑟𝑇𝑠(𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟),     

∞

𝑠=1

                     (2.29) 

 

мұндағы 𝑎𝑠,𝑛(𝑡) – (2.27)-ден анықталады.  

Әрі қарай, (2.18)-ді (2.16), (2.17)-ге, (2.19)-ды ескере отырып қойсақ, келесі 

есепті аламыз 

 

𝑇𝑠𝑡 + 𝜇𝑠,𝑛
2 𝑡𝑞𝑇𝑠 = 0, 0 < 𝑡 < 𝛼, 𝑇𝑠(𝛼) = 𝑏𝑠,𝑛, 

 

бұл есептің шешімі 

 

𝑇𝑠,𝑛(𝑡) = 𝑏𝑠,𝑛𝑒𝑥𝑝 (
𝜇𝑠,𝑛
2

𝑞 + 1
(𝛼𝑞+1 − 𝑡𝑞+1)).                       (2.30) 

 

(2.24), (2.30)-ден аламыз 

 

𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) =∑𝑏𝑠,𝑛√𝑟𝑒𝑥𝑝(

𝜇𝑠,𝑛
2

𝑞 + 1
(𝛼𝑞+1 − 𝑡𝑞+1))

∞

𝑠=1

𝐽𝑣(𝜇𝑠,𝑛𝑟),       (2.31) 

 

мұндағы 𝑏𝑠,𝑛 – (2.28)-ден табылады. 

Демек, (2.13)-тен 𝛺𝛼 облысында (2.4), (2.2) есебінің жалғыз шешімі келесі 

функция екендігі шығады 
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𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑{𝜓1𝑛
𝑘 (𝑡) + 𝑟

(1−𝑚)
2 [𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡)]}

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃), (2.32) 

 

мұндағы 𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡), 𝜗2𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) – (2.29), (2.31) формулаларынан анықталады. 

(1.33) формуласы, (1.34) бағалаулары, сондай-ақ леммалар мен берілген 

𝜓1(𝑡, 𝜃), 𝜑(𝑟, 𝜃) функциялары үшін қойылған шектеулерді ескере отырып, 

алынған (2.32) шешімі 𝐶(𝛺̅𝛼) ∩ 𝐶
1(𝛺𝛼 ∪ 𝑆) ∩ 𝐶

2(𝛺𝛼) классына жататыны [113] 

дәлелденеді. 

Әрі қарай, 𝑡 → +0 кезінде (2.25), (2.30), (2.32) формулаларынан 

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 0) = 𝜏(𝑟, 𝜃) = ∑∑𝜏𝑛
𝑘(𝑟)

𝑘𝑛

𝑘=1

𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃),

∞

𝑛=0

                        (2.33) 

 

𝜏𝑛
𝑘(𝑟) = 𝜓1𝑛

𝑘 (0) − ∑𝑟(2−𝑚) 2⁄ [∫ 𝑎𝑠,𝑛(𝜉)
𝛼

0

∞

𝑠=1

(𝑒𝑥𝑝
𝜇𝑠,𝑛
2

𝑞 + 1
𝜉𝑞+1)𝑑𝜉 + 

 

+𝑏𝑠,𝑛 (𝑒𝑥𝑝
𝜇𝑠,𝑛
2

𝑞 + 1
𝛼𝑞+1)] 𝐽𝑛+(𝑚−2) 2⁄ (𝜇𝑠,𝑛𝑟), 

 

𝑢𝑡(𝑟, 𝜃, 0) = 𝜈(𝑟, 𝜃) = ∑∑𝜈𝑛
𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃),

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

 

(2.34) 

𝜈𝑛
𝑘(𝑟) = 𝜓1𝑛𝑡

𝑘 (0) − ∑𝑟(2−𝑚) 2⁄ 𝑎𝑠,𝑛(0)

∞

𝑠=1

𝐽𝑛+(𝑚−2) 2⁄ (𝜇𝑠,𝑛𝑟). 

 

аламыз. 

(2.27), (2.28), (1.34) формулаларынан және леммалардан 𝜕(𝑟, 𝜃), 𝜈(𝑟, 𝜃) ∈

𝑊2
𝑙(𝑆), 𝑙 >

3𝑚

2
  екендігі шығады. 

Осылайша, Ω𝛽 облысында (2.3), (2.33), (2.34) шектік шарттарды ескере 

отырып, келесі өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеуге аралас есепке 

келеміз: 

 
|𝑡|𝑝∆𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 = 0                                                   (2.35) 

 

𝑢 |
 

𝑆
= 𝜏(𝑟, 𝜃),    𝑢𝑡 |

 

𝑆
= 𝜈(𝑟, 𝜃), 𝑢 |

 

Γ𝛽
= 𝜓2(𝑡, 𝜃)                      (2.36) 
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 Теорема 0.3. Егер (2.2), (2.3) шекаралық шарттарындағы берілген 

функциялар леммалар және жинақталу шарттарын қанағаттандырса, онда (2.5) 

теңдеуі үшін қойылған 2.1 аралас есептің Ω𝛼 облысында жататын жалғыз шешімі 

бар болады. 

Бұл шешім (2.6) түріндегі жіктелу арқылы анықталады және Фурье–

Бессель қатарлары (2.26) бойынша өрнектеледі, олар және олардың туындылары 

абсолютті және бірқалыпты жинақталады. Сондықтан, қойылған аралас есеп 

қисынды болып табылады. 

 

2.3 Аралас есеп шешімінің бар болуы және жалғыздығы 

Ω𝛼𝛽 облысында (2.1) теңдеулерді және олар үшін аралас есеп ретінде 2-

есепті қарастырып, оның шешімі бар екендігін көрсетелік. 

 Теорема 4. Егер 𝜑(𝑟, 𝜃) ∈ 𝑊2
𝑝(𝑆), 𝜓1(𝑡, 𝜃) ∈ 𝑊2

𝑝(𝛤𝛼), 𝜓2(𝑡, 𝜃) ∈ 𝑊2
𝑝
(𝛤𝛽),

𝑝 >
3𝑚

2
 , онда 2 есептің бірмәнді шешімі бар. 

Алдымен, Ω𝛼 облысында (2.1) , (2.2) есебінің шешімі бар болатындығын 

көрсетейік. Сфералық координаталарда (2.11) теңдеуін қарастырамыз. 

Ω𝛼 облысында 2-есептің ізделінді шешімін келесі түрде іздейміз 

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃),                                       (2.37)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

 

 

мұндағы 𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) – анықталуға тиісті функциялар. 

(2.37)-ді (2.11)-ға қойып, алынған өрнекті 𝜌(𝜃) ≠ 0 функциясына 

интегралдап, бірлік сфера 𝐻 бойынша интегралдасақ, 𝑢̅𝑛
𝑘 үшін келесі өрнекті 

аламыз [88, 176-бет] 

𝑡𝑞𝜌0
1𝑢̅0𝑟𝑟

1 − 𝜌0
1𝑢̅0𝑡

1 + (
𝑚 − 1

𝑟
𝑡𝑞𝜌0

1 +∑𝑑𝑖0
1

𝑚

𝑖=1

) 𝑢̅0𝑟
1 + 𝑒̃0

1𝑢̅0
1 + 

 

+∑∑{𝑡𝑞𝜌𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑟𝑟

𝑘 − 𝜌𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 + (
𝑚 − 1

𝑟
𝑡𝑞𝜌𝑛

𝑘 +∑𝑑𝑖𝑛
𝑘

𝑚

𝑖=1

) 𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 +

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=1

      (2.38) 

 

+[𝑒̃𝑛
𝑘 − 𝜆𝑛

𝜌𝑛
𝑘

𝑟2
𝑡𝑞 +∑(𝑑̃𝑖𝑛−1

𝑘 − 𝑛𝑑𝑖𝑛
𝑘 )

𝑚

𝑖=1

]} 𝑢̅𝑛
𝑘 = 0. 

 

Енді дифференциалдық теңдеулердің шексіз жүйесін қарастырайық. 

 

𝑡𝑞ρ0
1𝑢̅0𝑟𝑟

1 − ρ0
1𝑢̅0𝑡

1 +
(𝑚 − 1)

𝑟
𝑡𝑞ρ0

1𝑢̅0𝑟
1 = 0,                             (2.39) 
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𝑡𝑞ρ1
𝑘𝑢̅1𝑟𝑟

1 − ρ1
𝑘𝑢̅1𝑡

𝑘 +
(𝑚 − 1)

𝑟
𝑡𝑞ρ1

𝑘𝑢̅1𝑟
1 −

λ1
𝑟2
𝑡𝑞ρ1

𝑘𝑢̅1
𝑘 = 

= −
1

𝑘1
(∑𝑑𝑖0

1 𝑢̅0𝑟
1

𝑚

𝑖=1

+ 𝑒̃0
1𝑢̅0

1) , 𝑛 = 1, 𝑘 = 1, 𝑘1̅̅ ̅̅ ̅̅                                (2.40) 

 

  

𝑡𝑞ρ𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑟𝑟

𝑘 − ρ𝑛
𝑘 𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 +
(𝑚 − 1)

𝑟
𝑡𝑞ρ𝑛

𝑘𝑢̅𝑛𝑟
1 −

λ𝑛
𝑟2
𝑡𝑞ρ𝑛

𝑘𝑢̅𝑛
𝑘  

 

=
1

𝑘𝑛
∑ {∑𝑑𝑖𝑛−1

𝑘 𝑢̅𝑛−1𝑟
𝑘 + [𝑒̃𝑛−1𝑟

𝑘 +∑(𝑑̃𝑖𝑛−2
𝑘 − (𝑛 − 1)𝑑𝑖𝑛−1

𝑘 )

𝑚

𝑖=1

] 𝑢̅𝑛−1
𝑘  

𝑚

𝑖=1

} , (2.41)

𝑘𝑛−1

𝑘=1

 

 

𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 2,3,…. 

 

Енді теңдеуді (2.40) 1-ден 𝑘1-ге дейін, (2.41) теңдеуді 1-ден 𝑘𝑛-ге дейін 

қосып, алынған өрнекті (2.39) теңдеумен қоссақ, (2.38) теңдеуге келеміз. 

Бұдан мынандай қорытынды шығады егер {𝑢̅𝑛
𝑘}, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,… – 

жүйесі (2.39)–(2.41) жүйесінің шешімі болса, онда ол (2.38) теңдеудің де шешімі 

болады. 

(2.39) – (2.41) жүйелеріндегі әрбір теңдеуді келесі түрде жазуға болады, 

 

𝑡𝑞 (𝑢̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚 − 1

𝑟
𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 −

λ𝑛
𝑟2
𝑢̅𝑛
𝑘) − 𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡),                          (2.42) 

 

мұндағы 𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡) – осы жүйенің алдыңғы теңдеулерінен алынған функциялар, 

және 𝑓0̅
1(𝑟, 𝑡) ≡ 0 

Әрі қарай, (2.2) шекаралық шартты және (2.37)-ні ескерсек, келесіні аламыз 

 

𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, α) = 𝜑̅𝑛

𝑘(𝑟), 𝑢̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = ψ1𝑛

𝑘 (𝑡), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,…         (2.43) 
 

(2.42), (2.43) теңдеулерінде 𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑢̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) − 𝜓1𝑛
𝑘 (𝑡)) айнымалыларын 

ауыстыра отырып, келесіні аламыз 

 

𝑡𝑞 (𝜗̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

(𝑚 − 1)

𝑟
𝜗̅𝑛𝑟
𝑘 −

λ𝑛
𝑟2
𝜗̅𝑛
𝑘) − 𝜗̅𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡)                       (2.44) 

 

𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝛼) = 𝜑𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,…,             (2.45)  

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑓𝑛̅

𝑘(𝑟, 𝑡) + 𝜓1𝑛𝑡
𝑘 +

𝜆𝑛𝑡
𝑞

𝑟2
𝜓1𝑛
𝑘 , 𝜑𝑛

𝑘(𝑟) = 𝜑̅𝑛
𝑘(𝑟) − 𝜓1𝑛

𝑘 (𝛼), 
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𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(1−𝑚)

2 𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) айнымалыларын ауыстыра отырып, (2.44), (2.45) 

есептерін келесі есепке келтіреміз 

 

𝐿𝜗𝑛
𝑘 ≡ 𝑡𝑞 (𝜗𝑛𝑟𝑟

𝑘 +
𝜆𝑛
𝑟2
𝜗𝑛
𝑘) − 𝜗𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡),                       (2.46) 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝛼) = 𝜑̃𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0,                                         (2.47) 

 

λ𝑛 =
(𝑚−1)(3−𝑚)−4λ𝑛

4
, 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟
(𝑚−1)

2 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡), φ̃𝑛

𝑘(𝑟) = 𝑟
(𝑚−1)

2 φ𝑛
𝑘(𝑟). 

 

(2.46), (2.47) есебінің шешімін келесі түрде іздейміз 

 

 𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡)                                  (2.48)  

 

мұндағы  𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) – келесі есептің шешімі 

 

𝐿𝜗1𝑛
𝑘 = 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡),                                                    (2.49)  
 

𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝛼) = 0, 𝜗1𝑛

𝑘 (1, 𝑡) = 0,                                    (2.50) 
 

ал, 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) – келесі есептің шешімі  

 

𝐿𝜗2𝑛
𝑘 = 0,                                                        (2.51) 

 

𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, α) = φ̃𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗2𝑛
𝑘 (1, 𝑡) = 0.                                (2.52) 

 

Жоғарыда көрсетілген есептердің шешімдерін келесі түрде қарастырамыз 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = ∑𝑅𝑠(𝑟)𝑇𝑠(𝑡)

∞

𝑆=1

,                                           (2.53) 

мұнда  

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝑅𝑠(𝑟)

∞

𝑠=1

, φ̃𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛𝑅𝑠(𝑟)

∞

𝑠=1

                   (2.54) 

 

болсын. 

(2.54)-ті ескере отырып, (2.53)-ті (2.49), (2.50)-ге қойсақ, келесі теңдеуді 

аламыз 

 

𝑅𝑠𝑟𝑟 +
𝜆̅𝑛
𝑟2
𝑅𝑠 + μ𝑅𝑠 = 0, 0 < 𝑟 < 1,                           (2.55) 
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𝑅𝑠(1) = 0, |𝑅𝑠(0)| < ∞,                                  (2.56) 
 

𝑇𝑠𝑡 + μ𝑡
𝑞𝑇𝑠 = −𝑎𝑠,𝑛(𝑡), 0 < 𝑡 < α,                          (2.57) 

 

𝑇𝑠(α) = 0.                                                (2.68) 
 

(2.55), (2.56) есебінің шектеулі шешімі [104, 404-бет] келесідей болады 

 

𝑅𝑠(𝑟) = √𝑟𝐽ν(μ𝑠,𝑛𝑟),                                    (2.59) 
 

мұндағы ν = 𝑛 +
(𝑚−2)

2
,  μ = μ𝑠,𝑛

2 . 

(2.57), (2.58) есебінің шешімі келесі функция болады 

 

𝑇𝑠,𝑛(𝑡) = (exp(−
𝜇𝑠,𝑛
2

𝑞 + 1
𝑡𝑞+1))∫ 𝑎𝑠,𝑛(𝜉)

𝛼

𝑡

(exp
𝜇𝑠,𝑛
2

𝑞 + 1
𝜉𝑞+1)𝑑𝜉.         (2.60) 

 

(2.59)-ді (2.54)-ке қойсақ, аламыз 

 

𝑟− 
1
2𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝐽ν(μ𝑠,𝑛𝑟)

∞

𝑠=1

, 𝑟− 
1
2𝜑̃𝑛

𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛
𝑘 𝐽ν(μ𝑠,𝑛𝑟)

∞

𝑠=1

, (2.61) 

0 < 𝑟 < 1. 
 

Егер  

 

𝑎𝑠,𝑛
𝑘 (𝑡) = 2[𝐽ν+1(μ𝑠,𝑛)]

−2
∫√ξ

1

0

𝑓𝑛
𝑘(ξ, 𝑡)𝐽ν(μ𝑠,𝑛ξ)𝑑ξ,                   (2.62) 

 

𝑏𝑠,𝑛
𝑘 = 2[𝐽ν+1(μ𝑠,𝑛)]

−2
∫√ξ

1

0

𝜑̃𝑛
𝑘(ξ)𝐽ν(μ𝑠,𝑛ξ)𝑑ξ,                  (2.63) 

 

онда (2.61) қатарлары – Фурье–Бессель қатарларына жіктелуі болып табылады 

[103, 83-бет], мұндағы μ𝑠,𝑛, 𝑠 = 1,2,… – өсу ретімен орналасқан  𝐽ν(𝑧) Бессель 

функцияларының оң таңбалы нөлдері. 

(2.53), (2.59), (2.60)-тан (2.49), (2.50) есебінің шешімі  табылады 

 

𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) =∑√𝑟

∞

𝑠=1

𝑇𝑠,𝑛(𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟),                                   (2.64) 
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мұндағы 𝑎𝑠,𝑛
𝑘 (𝑡) – (2.62)-ден анықталады. 

Әрі қарай, (2.54)-ті ескере отырып, (2.53)-ті (2.51), (2.52)-ге қойсақ, келесі 

есепті аламыз 

 

𝑇𝑠𝑡 + μ𝑠,𝑛
2 𝑡𝑞𝑇𝑠 = 0, 0 < 𝑡 < α, 𝑇𝑠,𝑛(α) = 𝑏𝑠,𝑛

𝑘 , 

 

Осы есептің шешімі мына түрде болады 

 

𝑇𝑠,𝑛(𝑡) = 𝑏𝑠,𝑛 exp
𝜇𝑠,𝑛
2

𝑞 + 1
(𝛼𝑞+1 − 𝑡𝑞+1).                          (2.65) 

 

(2.61) және (2.67) ескере отырып, аламыз 

 

𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) =∑𝑏𝑠,𝑛√𝑟

∞

𝑠=1

(exp
𝜇𝑠,𝑛
2

𝑞 + 1
(𝛼𝑞+1 − 𝑡𝑞+1)) 𝐽ν(μ𝑠,𝑛𝑟),          (2.66) 

 

мұндағы 𝑏𝑠,𝑛 – (2.63) арқылы табылады. 

Осылайша, алдымен (2.39), (2.43) (𝑛 = 0) есептерін, кейін (2.40), (2.43) 

(𝑛 = 1), т.с.с. есептерін шешіп, біртіндеп (2.48)-дан барлық 𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) табамыз, 

мұндағы 𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡), 𝜗2𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) – сәйкесінше (2.64), (2.66) арқылы анықталады. 

Сонда, Ω𝛼 облысында келесі теңдік орын алады 

 

∫ρ(θ)𝐿1
𝐻

𝑢𝑑𝐻 = 0.                                                            (2.67) 

 

Айталық,  𝑓(𝑟, θ, 𝑡) = 𝑅(𝑟)ρ(θ)𝑇(𝑡), мұнда   

– 𝑅(𝑟) ∈ 𝑉0, 𝑉0 – 𝐿2((0,1)) кеңістігінде; 

– ρ(θ) ∈ 𝐶∞(𝐻) – 𝐿2(𝐻) кеңістігінде; 

– 𝑇(𝑡) ∈ 𝑉1, – 𝐿2((0, α)) кеңістігінде тығыз. 

Сонда f (𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ 𝑉, 𝑉 = 𝑉0⊗𝐻⊗𝑉1 –  𝐿2(Ωα) кеңістігінде тығыз [111, 377-

бет]. 

Бұдан және (2.67)-дан келесі шығады 

 

∫ 𝑓(𝑟, θ, 𝑡)𝐿1
Ωα

𝑢𝑑Ωα = 0 

 

және 

 

𝐿1𝑢 = 0, ∀(𝑟, θ, 𝑡) ∈ Ωα. 
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Демек, (2.1), (2.2) есептерінің Ω𝛼 облысындағы шешімі келесі функция 

болып табылады 

 

𝑢(𝑟, θ, 𝑡) = ∑∑{ψ2𝑛
𝑘 (𝑡) + 𝑟

(1−𝑚)
2 [𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡)]} 𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (θ)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

, (2.68) 

 

мұндағы 𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡), 𝜗2𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) – (2.64), (2.66)-дан табылады. 

 

2𝐽𝑣
′ (𝑧) = 𝐽𝜈−1

 (𝑧) − 𝐽𝜈+1
 (𝑧) формуласын қолданып [11, 40-бет], алынған 

шешім (2.70) 𝐶(Ω̅α) ∩ 𝐶
1(Ωα ∪ 𝑆) ∩ 𝐶

2(Ωα) классына жататынын  

 

𝐽𝑣(𝑧) = √
2

𝜋𝑧
𝑐𝑜𝑠 (𝑧 −

𝜋

2
𝜈 −

𝜋

4
) + 0 (

1

𝑧3/2
) , 𝜈 ≥ 0 

 

формуласы  

 

|𝑘𝑛| ≤ 𝑐1𝑛
𝑚−2, |

𝜕𝑙

𝜕𝜃𝑗
𝑙 𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)| ≤ 𝑐2𝑛
𝑚
2
−1+𝑙

 

 

𝑗 = 1.𝑚 − 1̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅,   𝑙 = 0,1, . . .,  
 

бағалаулары, сонымен қатар леммалар мен (2.1) теңдеуінің коэффициенттеріне 

және ψ1(𝑡, θ), φ(𝑡, θ) берілген функцияларына  қойылатын шектеулерді ескере 

отырып, [114]-дегі сияқты дәлелдеуге болады. 
Әрі қарай, 𝑡 → +0 болғанда (2.64), (2.65), (2.68) формулаларынан 

𝑢(𝑟, 𝜃, 0) = 𝜏(𝑟, 𝜃) = ∑∑𝜏𝑛
𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃),

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

     

(2.69) 

τ𝑛
𝑘(𝑟) = ψ1𝑛

𝑘 (0) +∑𝑟
(2−𝑚)
2

∞

𝑠=1

[∫ 𝑎𝑠,𝑛(ξ)
α

0

exp(
μ𝑠,𝑛
2

𝑞 + 1
𝜉𝑞+1)𝑑ξ +  

+𝑏𝑠,𝑛 (exp
μ𝑠,𝑚
2

𝑞 + 1
α𝑞+1)] 𝐽

𝑛+
(𝑚−2)
2

(μ𝑠,𝑛𝑟).                            

 

𝑢𝑡(𝑟, θ, 0) = ν(𝑟, θ) = ∑∑𝜈𝑛
𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (θ)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

, 

(2.70) 
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𝜈𝑛
𝑘(𝑟) = ψ1𝑛𝑡

𝑘 (0) −∑𝑟
2−𝑚
2

∞

𝑠=1

𝑎𝑠,𝑛(0)𝐽
𝑛+

(𝑚−2)
2

(μ𝑠,𝑛𝑟). 

 

аламыз. 

(2.62) - (2.64), (1.33), (1.34) формулалары және леммалар негізінде 

τ(𝑟, θ), ν(𝑟, θ) ∈ 𝑊2
𝑙(𝑆), 𝑙 >

3𝑚

2
 екендігі шығады. 

Осылайша, Ωα облысында (2.3), (2.69), (2.70) шекаралық шарттарын ескере 

отырып, келесі түрдегі өзегешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге 

аралас есепке келеміз 

 

𝐿2𝑢 ≡ |𝑡|
ρΔ𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 +∑𝑎𝑖(𝑟, θ, 𝑡)𝑢𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

+ 𝑏(𝑟, θ, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐(𝑟, θ, 𝑡)𝑢 = 0, (2.71) 

 

берілген шарттармен 

𝑢 |
 

𝑆
= 𝜏(𝑟, 𝜃), 𝑢𝑡 |

 

𝑆
= 𝜈(𝑟, θ) , 𝑢 |

 

Γ𝛽
= ψ2(𝑡, θ).                 (2.72) 

 

1–бөлімде дәлелденген 2– теоремаға сәйкес, егер 𝜏(𝑟, 𝜃), 𝜈(𝑧, 𝜃) ∈ 𝑊2
𝑙(𝑆), 

ψ2(𝑡, θ) ∈ 𝑊2
𝑙(Γβ), 𝑙 >

3𝑚

2
 болса, онда (2.71), (2.72) есебінің жалғыз шешімі 

болады. 

 Әрі қарай, осы теореманы пайдалана отырып, 2-есептің шешімі 

болатындығын дәлелдейміз. 

Алдымен Ω𝛼 облысындағы (2.1), (2.2) есебін қарастырып, оның шешімінің 

жалғыздығын дәлелдейік. Бұл үшін келесі теңдеудің бірінші шекаралық есебінің 

шешімін құрамыз 

𝐿1
∗𝜗 ≡ 𝑡𝑞𝛥𝑥𝜗 − 𝜗𝑡 −∑𝑑𝑖𝜗𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

+ 𝑑𝜗 = 0,                      (2. 11
∗) 

 

берілген шарттарымен 

𝜗 |
 

𝑆
= 𝜏(𝑟, 𝜃) = 𝜏̅𝑛

𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃),  𝜗 |

 

𝛤𝛼
= 0,                         (2.73) 

 

мұндағы, 𝑑(𝑥, 𝑡) = 𝑒 − ∑ 𝑑𝑖𝑥𝑖
𝑚
𝑖=1  𝜏̅𝑛

𝑘(𝑟) ∈ 𝐺,  𝐺–𝐶([0,1]) ∩ 𝐶1((0,1)), класындағы 

𝜏(𝑟) функцияларының жиыны. 𝐺 жиыны 𝐿2((0,1)) кеңістігінің барлық жерінде 

тығыз [111, 377-бет]. (2. 11
∗), (2.73) есебінің шешімін (2.37) түрінде іздейміз, 

мұнда 𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) кейін анықталады. Осылайша, 𝜗̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) функциялары (2.39)–(2.41) 

жүйесін қанағаттандырады, мұнда 𝑑̃𝑖𝑛
𝑘 , 𝑑𝑖𝑛

𝑘  орнына сәйкесінше−𝑑̃𝑖𝑛
𝑘 , −𝑑𝑖𝑛

𝑘 , ал 𝑒̃𝑛
𝑘  

орнына 𝑑̃𝑛
𝑘, ауыстырылды, 𝑖 = 1,… ,𝑚, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛,

̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑛 = 0,1,…  .  
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Әрі қарай, (2.73) шекаралық шарттарынан және (2.37) формуласына сүйене 

отырып, келесі есепке келеміз 

 

𝐿1𝜗𝑛
𝑘 = 𝑡𝑞 (𝜗𝑛𝑟𝑟

𝑘 +
𝜆̅𝑛
𝑟2
𝜗𝑛
𝑘) − 𝜗𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡),                          (2.74) 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 0) = 𝜏𝑛

𝑘(𝑟),  𝜗𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0                                       (2.75)  

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟(𝑚−1)/2𝜗̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡),  

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟(𝑚−1)/2𝑓𝑛̅

𝑘(𝑟, 𝑡),   
 

𝜏𝑛
𝑘(𝑟) = 𝑟(𝑚−1)/2𝜏̅𝑛

𝑘(𝑟). 
 

(2.74), (2.75) есебі (2.46), (2.47) есептері тәрізді шешіледі. 

Осылайша, (2. 11
∗), (2.73) есебінің шешімі келесі қатар түрінде құрылады 

 

𝜗(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑𝑟(1−𝑚)/2𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

 

 

және ол (1.34) бағалауларына сәйкес  𝐶(Ω̅𝑑) ∩ 𝐶
1(Ω𝛼 ∪ 𝑆) ∩ 𝐶

2(Ω𝛼) кеңістігіне 

тиесілі. 

Ω𝛼 облысы бойынша интегралдау нәтижесінде [89, 140-бет] келесі теңдікті 

аламыз 

 

𝜗𝐿1𝑢 − 𝑢𝐿1
∗𝑣 = −𝜗𝑃(𝑢) + 𝑢𝑃(𝜗) − 𝑢𝜗𝑄, 

 

мұндағы 

𝑃(𝑢) = 𝑡𝑞∑𝑢𝑥𝑖𝑐𝑜𝑠(𝑁
⊥, 𝑥𝑖),

𝑚

𝑖=1

 

𝑄 = 𝑐𝑜𝑠(𝑁⊥, 𝑡) −∑𝑑𝑖𝑐𝑜𝑠(𝑁
⊥, 𝑥𝑖),

𝑚

𝑖=1

 

𝑁⊥ − шекараға ішкі нормаль, Грин формуласы бойынша аламыз 

 

∫𝜏(𝑟, 𝜃)𝑢(𝑟, 𝜃, 0)𝑑𝑠
𝑆

= 0.                                    (2.76) 

 

{𝜏̅𝑛
𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)} функциялар жүйесінің сызықтық қабығы 𝐿2(𝑆) кеңістігінде 

тығыз болғандықтан [111, 377-бет], (2.76)-дан шығады 
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𝑢(𝑟, 𝜃, 0) = 0, ∀(𝑟, 𝜃) ∈ 𝑆. 

 

Демек, (2.11) параболалық теңдеулері үшін экстремум принципі бойынша Ω̅𝛼  

облысында 𝑢 ≡ 0 [115, 75-бет]. 

Бұдан шығады 

 

𝑢𝑡(𝑟, 𝜃, 0) = 𝜈(𝑟, 𝜃) = 0, ∀(𝑟, 𝜃) ∈ 𝑆. 
 

Осылайша, (2.73), (2.74) біртекті аралас есебіне келдік, ал бұл есеп 1-

теоремаға сәйкес тек тривиалды шешімге ие. 

Демек, 2-есептің шешімінің жалғыздығы дәлелденді. 

  



67 

 

3 ӨЗГЕШЕЛЕНГЕН КӨПӨЛШЕМДІ ЭЛЛИПТИКО-

ПАРАБОЛАЛЫҚ ТЕҢДЕУЛЕРГЕ АРАЛАС ЕСЕП 

 

3.1 Эллиптико-параболалық теңдеулерге аралас есептің қойылымы 

Айталық, 𝛺𝛼𝛽 – 𝛦𝑚+1 евклид кеңістігіндегі (𝑥1, … , 𝑥𝑚, 𝑡) нүктелерінен 

тұратын цилиндрлік облыс және ол 𝛤 = {(𝑥, 𝑡); |𝑥| = 1} цилиндрімен және 𝑡 =
𝛼 > 0 және 𝑡 = 𝛽 < 0 жазықтықтарымен шектелген болсын, мұндағы |𝑥| — 𝑥 =
(𝑥1, … , 𝑥𝑚)) векторының ұзындығы. 

𝛺𝛼 және 𝛺𝛽 арқылы 𝛺𝛼𝛽 облысының бөліктерін, 𝛤𝛼 және 𝛤𝛽 арқылы 𝛤  

бетінің сәйкесінше 𝑡 > 0 және 𝑡 < 0 жарты кеңістіктерінде жатқан бөліктерін, 𝜎𝛼 

– жоғарғы, ал 𝜎𝛽 – төменгі табанын белгілейміз (2-сурет). 

𝑆 – 𝛦𝑚 кеңістігінде {𝑡 = 0, 0 < |𝑥| < 1} жиынымен ұсынылатын, 𝛺𝛼 және 

и 𝛺𝛽 облыстарының ортақ шекарасы болсын. 

𝛺𝛼𝛽 облысында келесі эллиптикалық-параболалық теңдеулерді 

қарастырайық 

 

0 = {

 
𝑔(𝑡)∆𝑥𝑢 − 𝑢𝑡 + ∑ 𝑑𝑖

𝑚
𝑖=1 (𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑒(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑡 > 0,

𝑝(𝑡)∆𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 + ∑ 𝑎𝑖(𝑥, 𝑡)𝑢𝑥𝑖 + 𝑏(𝑥, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐(𝑥, 𝑡)𝑢, 𝑡 < 0,
𝑚
𝑖=1

          (3.1)             

 

мұндағы  𝑡 > 0, 𝑔(0) = 0, 𝑔(𝑡) ∈ 𝐶([0, 𝛼]) ∩ 𝐶2((0, 𝛼)) болғанда 𝑔(𝑡) > 0,  

𝑡 < 0, 𝑝(0) = 0, 𝑝(𝑡) ∈ 𝐶([𝛽, 0])болғанда 𝑝(𝑡) > 0, 

Δ𝑥 – 𝑥1, … , 𝑥𝑚, айнымалылары бойынша Лаплас операторы, 𝑚 ≥ 2. 
 

Келесі есептеулерде ыңғайлы болу үшін 𝑥1, … , 𝑥𝑚, 𝑡 декарттық 

координаттарынан r, 𝜃1, … , 𝜃𝑚−1, 𝑡, 𝑟 ≥ 0, 0 ≤ 𝜃1 < 2𝜋, 0 ≤ 𝜃𝑖 ≤ 𝜋, 𝑖 = 2,3,… ,𝑚 −
1, 𝜃 = (𝜃1, … , 𝜃𝑚−1) сфералықлық координаталарына өтеміз. 

Аралас есеп ретінде 3-есепті қарастырайық. 

Есеп 3. (3.1) теңдеудің Ω𝛼𝛽 облысында 𝑡 ≠ 0  үшін  

С(Ω̅αβ) ∩ С
1(𝛺𝛼𝛽) ∩ С

2(𝛺𝛼 ∪ 𝛺𝛽) класынан келесі шекаралық шарттарды 

қанағаттандыратын шешімін табу керек: 

𝐿1𝑢 = 𝑔(𝑡) (𝑢𝑟𝑟 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢) − 𝑢𝑡 + 

(3.11) 

+∑𝑑𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

+ 𝑒(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢 = 0, 

 

𝛿 ≡ − ∑
1

𝑔𝑗𝑠𝑖𝑛
𝑚−𝑗−1𝜃𝑗

𝑚−1

𝑗=1

𝜕

𝜕𝜃𝑗
(𝑠𝑖𝑛𝑚−𝑗−1𝜃𝑗

𝜕

𝜕𝜃𝑗
) 

 

𝑔1 = 1,  𝑔𝑗 = (𝑠𝑖𝑛𝜃1…𝑠𝑖𝑛𝜃𝑗−1)
2
, 𝑗 > 1. 
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𝛿 операторының спектрі 

𝑢|Γ𝛼 = 𝜓1(𝑡, 𝜃), 𝑢|𝜎𝛼 = 𝜑(𝑟, 𝜃),                                       (3.2) 

 

𝑢|𝛤𝛽 = 𝜓2(𝑡, 𝜃),                                                      (3.3) 

 

мұндағы  

𝜓1(0, 𝜃) = 𝜓2(0, 𝜃), 𝜓2(𝛽, 𝜃) = 𝜑(1, 𝜃), 𝑎𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡), 𝑏(𝑟, 𝜃, 𝑡), 𝑐(𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ 𝑊2
𝑙(Ω𝛼), 

 𝑑𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ 𝑊2
𝑙(Ω𝛽), 𝑒(𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ 𝑊2

𝑙(Ω𝛽) , 𝑖 = 1,… ,𝑚, 

𝑒(𝑟, 𝜃, 𝑡) ≤ 0, ∀(𝑟, 𝜃, 𝑡) ∈ Ω𝛽 , 

 𝑑𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝜌, 𝑑𝑖
𝑥𝑖

𝑟
𝜌, 𝑒(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝜌, 𝑑(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝜌, 𝜌(𝜃), 𝑖 = 1,… ,𝑚, 𝜑(𝑟, 𝜃), 𝜓1(𝑡, 𝜃), 

𝜓2(𝑡, 𝜃) функцияларының жіктелу коэффициенттерін сәйкесінше 

𝑑̃𝑖𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡), 𝑑𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡), 𝑒̃𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡), 𝑑̃𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡), 𝜌𝑛
𝑘 , 𝜑̅𝑛

𝑘(𝑟), 𝜑1𝑛
𝑘 (𝑡), 𝜑2𝑛

𝑘 (𝑡) арқылы белгілейік, 

мұндағы 𝜌(𝜃) ∈ С∞(𝐻), ал 𝐻 – 𝐸𝑚 евклид кеңістігіндегі бірлік сфера. 

Айталық, {𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃)} – Соболев кеңістігінің 𝑛 ретті сызықтық тәуелсіз 

сфералық функциялар жүйесі болсын, мұнда 1 ≤ 𝑘 ≤ 𝑘𝑛, (𝑚 − 2)! 𝑛! 𝑘𝑛 =
(𝑛 + +𝑚 − 3)! (2𝑛 +𝑚 − 2),𝑊2

𝑙(𝑆), 𝑙 = 0,1,… 1 бөлімдегі 1 және 2-леммалар 

орын алады. 

   

3.2 Аралас есептің қисындылығы 

Бұл бөлімшеде Ω𝛼𝛽 облысында өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық-

параболалық теңдеу қарастырылады. 

 

0 = {
𝑔(𝑡)∆𝑥𝑢 − 𝑢𝑡 , 𝑡 > 0

𝑝(𝑡)∆𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 , 𝑡 < 0
                                                      (3.4) 

 

Сфералық координаталарда (3.4) теңдеуі Ω𝛼 облысында төмендегідей 

түрде болады 

 

𝑔(𝑡) (𝑢𝑟𝑟 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢) − 𝑢𝑡 = 0.                                  

 

Аралас есеп ретінде 3.1-есепті қарастырайық. 

3.1 есеп. Ω𝛼 облысында 𝐶(Ω̅𝛼) ∩ 𝐶
2(Ω𝛼) классынан 

 

𝑔(𝑡) (𝑢𝑟𝑟 +
𝑚 − 1

𝑟
𝑢𝑟 −

1

𝑟2
𝛿𝑢) − 𝑢𝑡 = 0.                                 (3.5) 

 

теңдеудің (3.2), (3.3) шекаралық шарттарын қанағаттандыратын шешімін табу 

керек. 

3-есептің Ω𝛼 облысындағы ізделінді шешімі 𝐶(Ω̅𝛼) ∩ 𝐶
2(Ω𝛼) классына 

жататындықтан, оны келесі түрде іздеуге болады 
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𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑𝑢̅𝑛
𝑘

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

(𝑟, 𝑡)𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃),                                     (3.6) 

 

мұндағы 𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) – анықталуға жататын функциялар. 

(3.6)-ны (3.5)-ке қойып, 𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃) сфералықлық функциялардың  

ортогоналдылығын пайдалансақ, келесі теңдеуге келеміз 

 

𝑔(𝑡) (𝑢̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚 − 1

𝑟
𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 −

𝜆𝑛
𝑟2
𝑢̅𝑛
𝑘) − 𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,…,    (3.7) 

 

бұл жағдайда, (3.3) шеттік шарты, 1-лемманы ескере отырып, мына түрде 

жазылады 

 

𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝛼) = 𝜑̅𝑛

𝑘(𝑟), 𝑢̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 𝜓1𝑛

𝑘 (𝑡), 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,….          (3.8) 
 

(3.7), (3.8) теңдеулерінде айнымалыны 𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑢̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) − 𝜓1𝑛
𝑘 (𝑡) деп 

ауыстыра отырып, келесі теңдеуді аламыз 

 

𝑔(𝑡) (𝜗̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

𝑚 − 1

𝑟
𝜗̅𝑛𝑟
𝑘 −

𝜆𝑛
𝑟2
𝜗̅𝑛
𝑘) − 𝜗̅𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡),                    (3.9) 

 

𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝛼) = 𝜑𝑛

𝑘(𝑟), 𝜗̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,…,            (3.10) 

 

𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝜓̅1𝑛𝑡

𝑘 +
𝜆𝑛𝑔(𝑡)

𝑟2
𝜓𝑛
𝑘, 𝜑𝑛

𝑘(𝑟) = 𝜑̅𝑛
𝑘(𝑟) − 𝜓1𝑛

𝑘 (𝛼). 

 

Айнымалыны 𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟(1−𝑚) 2⁄ 𝜗𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) деп ауыстыра отырып, (3.9), 

(3.10) есептерін келесі түрге келтіреміз 

 

𝐿𝜗𝑛
𝑘 ≡ 𝑔(𝑡) (𝜗𝑛𝑟𝑟

𝑘 +
𝜆̅𝑛
𝑟2
𝜗𝑛
𝑘) − 𝜗𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡),                    (3.11) 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, α) = φ̃𝑛

𝑘(𝑟), ϑ𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0,                                (3.12) 

 

𝜆̅𝑛 =
((𝑚 − 1)(3 −𝑚) − 4𝜆𝑛)

4
 

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(𝑚−1)
2 𝑓𝑛̅

𝑘(𝑟, 𝑡), φ̃𝑛
𝑘(𝑟) = 𝑟

(𝑚−1)
2 φ𝑛

𝑘(𝑟) 
 

(3.11), (3.12) есептерінің шешімін 𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝜗̅1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡), түрінде 

іздейміз, мұндағы ϑ1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) – келесі есептердің шешімі 
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𝐿𝜗1𝑛
𝑘 = 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡),                                              (3.13) 
 

ϑ1𝑛
𝑘 (𝑟, α) = 0,  ϑ1𝑛

𝑘 (1, 𝑡) = 0,                        (3.14) 
 

ал, ϑ2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) – төмендегі есептердің шешімі 

 

𝐿𝜗2𝑛
𝑘 = 0,                                                (3.15) 

 

ϑ2𝑛
𝑘 (𝑟, α) = φ̃𝑛

𝑘(𝑟), ϑ2𝑛
𝑘 (1, 𝑡) = 0.                                (3.16) 

 

Жоғарыда көрсетілген есептердің шешімін келесі түрде қарастырайық  

 

ϑ𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑅𝑠(𝑟)𝑇𝑠(𝑡)

∞

𝑠=1

,                                   (3.17) 

 

мұнда, айталық 

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝑅𝑠(𝑟)

∞

𝑠=1

,  𝜑̃𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛𝑅𝑠(𝑟)

∞

𝑠=1

.                 (3.18) 

 

(3.18)-ді ескере отырып, (3.17)-ні (3.13), (3.14)-ке қойсақ, аламыз 

 

𝑅𝑠𝑟𝑟 +
λ̅𝑛
𝑟2
𝑅𝑠 + μ𝑅𝑠 = 0, 0 < 𝑟 < 1, 𝑅𝑠(1) = 0, |𝑅𝑠(0)| <∞, (3.19) 

 

𝑇𝑠𝑡 + μ𝑔(𝑡)𝑇𝑠(𝑡) = −𝑎𝑠,𝑛(𝑡), 0 < 𝑡 < α,                  (3.20) 
 

𝑇𝑠(α) = 0.                                                  (3.21) 
 

(3.19) есептің шектеулі шешімі [104, 404-бет] 

 

𝑅𝑠(𝑟) = √𝑟𝐽ν(μ𝑠,𝑛𝑟),                                       (3.22) 
 

болып табылады, мұндағы ν = 𝑛 +
(𝑚−2)

2
), μ = μ𝑠,𝑛

2 . 

(3.20), (3.21) есептерінің шешімі  

 

𝑇𝑠,𝑛(𝑡) = (𝑒𝑥𝑝(−𝜇𝑠,𝑛
2 ∫𝑔(𝜉)𝑑𝜉

𝑡

0

))× 

(3.23) 
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× (∫𝑎𝑠,𝑛(𝜉)(𝑒𝑥𝑝 𝜇𝑠,𝑛
2 ∫𝑔(𝜉1)𝑑𝜉1

𝜉

0

)

𝛼

𝑡

𝑑𝜉). 

 

(3.18)-ге (3.22)-ні қойып,  

 

𝑟−
1
2𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝐽ν(μ𝑠,𝑛𝑟)

∞

𝑠=1

, 𝑟−
1
2𝜑̃𝑛

𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛𝐽ν(μ𝑠,𝑛𝑟)

∞

𝑠=1

, (3.24) 

 

0 < 𝑟 < 1 

 

аламыз. 

Егер  

 

𝑎𝑠,𝑛(𝑡) = 2[𝐽ν+1(μ𝑠,𝑛)]
−2
∫ √ξ
1

0

𝑓𝑛
𝑘(ξ, 𝑡)𝐽ν(μ𝑠,𝑛ξ)𝑑ξ,                (3.25) 

 

𝑏𝑠,𝑛 = 2[𝐽ν+1(μ𝑠,𝑛)]
−2
∫ √ξ
1

0

φ̃1𝑛
𝑘 (ξ)𝐽ν(μ𝑠,𝑛ξ)𝑑ξ,                 (3.26) 

 

болса, онда (3.24) қатарлары – Фурье-Бессель қатарына жіктелуі болады [103, 83-

бет], мұндағы 𝜇𝑠,𝑛, 𝑠 = 1,2, . ..  – өсу реті бойынша орналасқан 𝐽ν(𝑧) Бессель 

функциясының оң таңбалы нөлдері. 

(3.17), (3.22), (3.23) теңдеулерінен (3.13), (3.14) есептерінің шешімін  

 

𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) =∑√𝑟

∞

𝑠=1

𝑇𝑠,𝑛(𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟),                         (3.27) 

 

аламыз, мұндағы as,n(t) –(3.25)-тен анықталады 

Әрі қарай, (3.18)-ді ескере отырып,  (3.17)-ні (3.15), (3.16)-ға қойсақ, келесі 

есепке келеміз 

 

𝑇𝑠𝑡 + μ𝑠,𝑛
2 𝑔( −𝑡)𝑇𝑠 = 0, 0 < 𝑡 < α, 𝑇𝑠(α) = 𝑏𝑠,𝑛, 

 

бұл есептің шешімі 

 

𝑇𝑠,𝑛(𝑡) = 𝑏𝑠,𝑛 exp(μ𝑠,𝑛
2 ∫𝑔

𝛼

𝑡

(𝜉)𝑑𝜉).                            (3.28) 

 

(3.22), (3.28)-ден шығады 
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ϑ2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) =∑𝑏𝑠,𝑛√𝑟

∞

𝑠=1

(expμ𝑠,𝑛
2 ∫𝑔(𝜉)𝑑𝜉

𝛼

𝑡

)𝐽𝑣(μ𝑠,𝑛𝑟),           (3.29) 

 

мұндағы 𝑏𝑠,𝑛–(3.26)-дан табылады. 

Демек, Ωα облысындағы (3.4), (3.2) есебінің жалғыз шешімі келесі функция 

болады 

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑{𝜓1𝑛
𝑘 (𝑡) + 𝑟

(1−𝑚)
2 [𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡)]} 𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

, (3.30) 

 

мұндағы  ϑ1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡), ϑ2𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) – (3.27), (3.29) формулаларынан анықталады. 

(1.33) формуласын, (1.34) бағасын, сондай-ақ леммалар мен берілген 

функциялар ψ𝑙(𝑡, θ), φ(𝑡, θ) шектеулерін ескерсек, алынған шешімнің (3.30) 

𝐶(Ωα) ∩ 𝐶
1(Ωα ∪ 𝑆) ∩ 𝐶

2(Ωα) класына жататындығын [116]-тегідей дәлелдеуге 

болады. 

Әрі қарай, (3.27), (3.29), (3.30) формулаларынан 𝑡 → +0 болған жағдайда  

 

𝑢(𝑟, θ, 0) = τ(𝑟, θ) = ∑∑τ𝑛
𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (θ)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

 

 

𝜏𝑛
𝑘(𝑟) = ψ1𝑛

𝑘 (0) +∑𝑟
2−𝑚
2 [∫ 𝑎𝑠,𝑛(ξ) (exp(μ𝑠,𝑛

2 ∫𝑔(𝜉1)ξ1

𝜉

0

))

𝛼

0

𝑑ξ +

∞

𝑠=1

 

(3.31) 

+𝑏𝑠,𝑛 exp(μ𝑠,𝑛
2 ∫𝑔(𝜉)𝑑𝜉

𝛼

0

)𝐽
𝑛+

𝑚−2
2
(μ𝑠,𝑛𝑟). 

 

𝑢𝑡(𝑟, 𝜃, 0) = 𝜈(𝑟, 𝜃) = ∑∑𝜈𝑛
𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

,                    (3.32) 

 

ν𝑛
𝑘(𝑟) = ψ1𝑛𝑡

𝑘 (0) −∑𝑟
2−𝑚
2

∞

𝑠=1

[𝑎𝑠,𝑛(0) + 
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+𝜇𝑠,𝑛
2 𝑔(0)∫ 𝑎𝑠,𝑛(𝜉)(exp(μ𝑠,𝑛

2 ∫𝑔(𝜉1)𝑑𝜉1

𝜉

0

))

𝛼

0

𝑑𝜉 + 

 

+𝜇𝑠,𝑛
2 𝑔(0)𝑏𝑠,𝑛(𝜉)(expμ𝑠,𝑛

2 ∫𝑔(𝜉)𝑑𝜉

𝛼

0

)] 𝐽
𝑛+

𝑚−2
2
(μ𝑠,𝑛𝑟). 

 

аламыз. 

(3.23), (3.25), (3.26) формулаларынан және леммалардан келесі нәтиже 

шығады 

 

τ(𝑟, θ), ν(𝑟, θ) ∈ 𝑊𝑙
2(𝑆), 𝑙 >

3𝑚

2
. 

 

Осылайша, Ωβ облысында (3.3), (3.31), (3.32) шекаралық шарттарды ескере 

отырып, келесі түрде берілген көпөлшемді өзгешеленген эллиптикалық 

теңдеулерге аралас есепке келеміз 

 

𝑔(𝑡)∆𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 = 0                                          (3.33) 
 

келесі берілген шарттармен 

 

𝑢|𝑆 = τ(𝑟, θ), 𝑢|𝑆 = ν2(𝑟, θ), 𝑢|Γ𝛼 = ψ2(𝑡, θ).             (3.34) 

1.2 - бөлімшеде бұл есептің жалғыз шешімі бар екендігі дәлелденген 

(теорема 1).  

 Теорема 5. Егер (3.3) шекаралық шарттары орындалып және (3.23), (3.25), (3.26) 

коэффициенттер Фурье–Бессель жіктелуінің жинақталу шарттарын 

қанағаттандырса, онда (3.5) теңдеуі үшін қойылған 3.1 аралас есептің Ω𝛼 

облысында 𝐶(Ω̅𝛼) ∩ 𝐶
2(Ω𝛼) классына тиесілі жалғыз шешімі бар болады. 

Сонымен қатар, 3.1 есеп, 1.2 бөлімде қарастырылған (1.1)–(1.2) есебіне 

келтірілетіндіктен, оның шешімі бар, жалғыз және берілгендерге үздіксіз 

тәуелді. Демек, (3.1)–(3.3) есебі қисынды. 

 

3.3 Аралас есеп шешімінің бар болуы және жалғыздығы 

 

Бұл бөлімшеде 𝛺𝛼𝛽 облысында (3.1) теңдеуін қарастырып, аралас есеп 

ретінде 3-есепті қарастырамыз және оның шешімінің болатындығын  көрсетеміз. 

Теорема 6. Егер 𝜑(𝑟, 𝜃) ∈ 𝑊2
𝑝(𝑆), 𝜓1(𝑡, 𝜃) ∈ 𝑊2

𝑝(Γ𝛼), 𝜓2(𝑡, 𝜃) ∈ 𝑊2
2(Γ𝛽), 

𝑝 >
3𝑚

2
, онда 3-есептің жалғыз шешімі бар. 
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Алдымен (3.1), (3.2) есебінің шешімінің бар екендігін көрсетеміз. (3.1) 

теңдеуін сфералық координаттарда Ωα облысында қарастырайық, яғни (3.11) 

теңдеуін аламыз.  

Ωα облысында (3.11)-(3.3) есебінің ізделінді шешімін мына түрде іздейміз 

 

𝑢(𝑟, θ, 𝑡) = ∑∑𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (θ)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

,                            (3.35) 

 

мұндағы 𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡)– анықталуға тиісті функциялар. 

 (3.35)-ны (3.11)-ге қойып, алынған өрнекті ρ(θ) ≠ 0-ге көбейтіп, 𝐻 бірлік 

сфера бойынша 𝑢̅𝑛
𝑘 үшін интегралдасақ, мына нәтижені аламыз [105, 65-бет] 

 

𝑔(𝑡)ρ0
1𝑢̅0𝑟𝑟

𝑘 − ρ0
1𝑢̅0𝑡

𝑘 + (
𝑚 − 1

𝑟
𝑔(𝑡)ρ0

1 +∑𝑑𝑖0
1

𝑚

𝑖=1

) 𝑢̅0𝑟
1 + 𝑒̃0

1u̅0
1 + 

 

+∑ ∑ {𝑔(𝑡)ρ𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑟𝑟

𝑘 − ρ𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 + (
𝑚−1

𝑟
𝑔(𝑡)ρ𝑛

𝑘 + ∑ 𝑑𝑖𝑛
𝑘𝑚

𝑖=1 ) 𝑢̅𝑛𝑡
𝑘𝑘𝑛

𝑘=1
∞
𝑛=1 +   (3.36) 

 

+[𝑒̃𝑛
𝑘 − λ𝑛

ρ𝑛
𝑘

𝑟2
𝑔(𝑡) +∑(𝑑̃𝑖𝑛−1

𝑘 − 𝑛𝑑𝑖𝑛
𝑘 )

𝑚

𝑖=1

] 𝑢̅𝑛
𝑘 = 0. 

 

Енді дифференциалдық теңдеулердің шексіз жүйесін қарастырайық 

 

𝑔(𝑡)𝜌0
𝑘𝑢̅0𝑟𝑟

1 − 𝜌0
𝑘𝑢̅0𝑡

𝑘 +
(𝑚 − 1)

𝑟
𝑔(𝑡)𝜌0

1𝑢̅0𝑟
1 = 0,                   (3.37) 

 

𝑔(𝑡)𝜌1
𝑘𝑢̅1𝑟𝑟

𝑘 − 𝜌1
𝑘𝑢̅1𝑡

𝑘 +
(𝑚 − 1)

𝑟
𝑔(𝑡)𝜌1

𝑘𝑢̅1𝑟
𝑘 −

𝜆1
𝑟2
𝑔(𝑡)𝜌1

𝑘𝑢̅1
𝑘 = 

(3.38) 

= −
1

𝑘1
(∑𝑑𝑖0

1 𝑢̅0𝑟
𝑘

𝑚

𝑖=1

+ 𝑒̃0
1𝑢̃0

𝑘) ,   𝑛 = 1, 𝑘 = 1, 𝑘1̅̅ ̅̅ ̅̅  

 

𝑔(𝑡)ρ𝑛
𝑘𝑢̅𝑛𝑟𝑟

𝑘 − ρ𝑛
𝑘 𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 +
(𝑚 − 1)

𝑟
𝑔(𝑡)ρ𝑛

𝑘𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 −

λ𝑛
𝑟2
𝑔(𝑡)ρ𝑛

𝑘𝑢̅𝑛
𝑘 = 

(3.39) 

= −
1

𝑘𝑛
∑ {∑𝑑𝑖𝑛−1

𝑘 𝑢̅𝑛−1𝑟
𝑘

𝑚

𝑖=1

+ [𝑒̃𝑛−1
𝑘 +∑(𝑑𝑖𝑛−2

𝑘 − (𝑛 − 1)𝑑𝑖𝑛−1
𝑘 )

𝑚

𝑖=1

] u̅𝑛−1
𝑘 }

𝑘𝑛−1

𝑘=1

, 

 

𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 2,3,… . 
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Егер {𝑢̅𝑛
𝑘}, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 =  0,1,…, – (3.37), (3.40) жүйесінің шешімі болса, 

онда ол (3.36) теңдеуінің де шешімі болатындығына көз жеткізу қиын емес. 

Сондай-ақ, (3.37), (3.39) жүйесіндегі әрбір теңдеуді келесі түрде жазуға 

болады 

 

𝑔(𝑡) (𝑢̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

(𝑚 − 1)

𝑟
𝑢̅𝑛𝑟
𝑘 −

λ𝑛
𝑟2
𝑢̅𝑛
𝑘) − 𝑢̅𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡),                  (3.40) 

 

мұндағы 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) осы жүйенің алдыңғы теңдеулерінен анықталады, және де 

𝑓0̅
1(𝑟, 𝑡) ≡ 0. 

Әрі қарай, (3.2) шектік шартынан және (3.35)-ға сәйкес бізде 

 

    𝑢̅𝑛
𝑘(𝑟, α) = φ̅𝑛

𝑘(𝑟),  𝑢̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = ψ1𝑛

𝑘 (𝑡),  𝑘 = 1, 𝑘𝑛̅̅ ̅̅ ̅̅ , 𝑛 = 0,1,….        (3.41) 
 

(3.40) және (3.41)-ге  𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑢̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) − 𝜓̅𝑛
𝑘(𝑡) ауыстыруын жасасақ, 

келесі өрнекті аламыз 

 

𝑔(𝑡) (𝜗̅𝑛𝑟𝑟
𝑘 +

(𝑚 − 1)

𝑟
𝜗̅𝑛𝑟
𝑘 −

λ𝑛
𝑟2
𝜗̅𝑛
𝑘) − 𝜗̅𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡),            (3.42) 

 

𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, α) = φ𝑛

𝑘(𝑟),  𝜗̅𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛,  𝑛 = 0,1,….       (3.43) 

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑓𝑛̅

𝑘(𝑟, 𝑡) + ψ1𝑛𝑡
𝑘 +

λ𝑛𝑔(𝑡)

𝑟2
ψ1𝑛
𝑘 ,   φ𝑛

𝑘(𝑟) = φ̅𝑛
𝑘(r)  − ψ1𝑛

𝑘 (α). 

 

𝜗̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(1−𝑚)

2 𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) ауыстыру жасай отырып, (3.42), (3.43) есептерін 

келесі есепке келтіреміз 

 

𝐿𝜗𝑛
𝑘 ≡ 𝑔(𝑡) (𝜗𝑛𝑡𝑡

𝑘 +
λ̅𝑛

𝑟2
𝜗𝑛
𝑘) − 𝜗𝑛𝑡

𝑘 = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡),                        (3.44)                      

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, α) = φ̃𝑛

𝑘(𝑟),  𝜗𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0,                               (3.45)                               

 

мұндағы 

𝜆̅𝑛 =
((𝑚 − 1)(3 −𝑚) − 4𝜆𝑛)

4
, 

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(𝑚−1)
2 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡), 
 

𝜑̃𝑛
𝑘(𝑟) = 𝑟

(𝑚−1)
2 𝜑𝑛

𝑘(𝑟) 
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(3.44), (3.45) есептерінің шешімін келесі түрде іздейміз 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡),                                 (3.46) 

 

мұндағы  𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) – келесі есептің шешімі 

 

𝐿𝜗1𝑛
𝑘 = 𝑓𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡),                                                 (3.47) 
 

 𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, α) = 0, 𝜗1𝑛

𝑘 (1, 𝑡) = 0,                                  (3.48) 
 

ал, 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) - келесі есептің шешімі 

 

𝐿𝜗2𝑛
𝑘 = 0,                                               (3.49) 

 

𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, α) = 𝜑̃𝑛

𝑘(𝑟),  𝜗2𝑛
𝑘 (1, 𝑡) = 0.                          (3.50) 

 

 Жоғарыда көрсетілген есептердің шешімін келесі түрде қарастырамыз 

 

𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑅𝑠(𝑟)𝑇𝑠(𝑡)

∞

𝑠=1

,                                  (3.51) 

 

сонымен қатар, мұнда 

 

𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝑅𝑠(𝑟)

∞

𝑠=1

,  𝜑̃𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛𝑅𝑠(𝑟)

∞

𝑠=1

.             (3.52) 

 

(3.51)-ні (3.47), (3.48)-ға қойып, (3.51)-ні ескерсек, 

 

𝑅𝑠𝑟𝑟 +
𝜆̅𝑛
𝑟2
𝑅𝑠 + μ𝑅 = 0, 0 < 𝑟 < 1,                            (3.53) 

 

𝑅𝑠(1) = 0, |𝑅𝑠(0)| < ∞,                                     (3.54) 
 

𝑇𝑠𝑡 + μ𝑔(𝑡)𝑇𝑠 = −𝑎𝑠,𝑛(𝑡), 0 < 𝑡 < 𝛼,                             (3.55) 
 

    𝑇𝑠(α) = 0.                                                      (3.56) 
 

аламыз. 

(3.53), (3.54) есептерінің шектеулі шешімі болып табылады 

 

    𝑅𝑠(𝑟) = √𝑟𝐽𝜈(μ𝑠,𝑛𝑟),                                        (3.57) 
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мұндағы ν = 𝑛 +
(𝑚−2)

2
, μ = μ𝑠,𝑛

2 . 

(3.55), (3.56) есептерінің шешімі 

 

𝑇𝑠,𝑛(𝑡) = (exp(−μ𝑠,𝑛
2 ∫𝑔(ξ)𝑑ξ

𝑡

0

)) ∙ 

 (3.58) 

∙ (∫ 𝑎𝑠,𝑛(ξ) (exp μ𝑠,𝑛
2 ∫𝑔(ξ1)𝑑ξ1

𝜉

0

)

𝛼

𝑡

𝑑ξ)  

 

(3.57)-ді (3.52)-ге қойып, 

 

𝑟−1/2𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) =∑𝑎𝑠,𝑛(𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟)

∞

𝑠=1

, 

 

   (3.59) 

𝑟−1/2𝜑̃𝑛
𝑘(𝑟) =∑𝑏𝑠,𝑛𝐽ν(μ𝑠,𝑛𝑟)

∞

𝑠=1

,  

 

0 < 𝑟 < 1. 
 

аламыз. 

Егер 

𝑎𝑠,𝑛(𝑡) = 2[𝐽ν+1(μ𝑠,𝑛)]
−2
∫√ξ𝑓𝑛

𝑘(ξ, 𝑡)𝐽ν(μ𝑠,𝑛ξ)𝑑ξ,

1

0

                 (3.60) 

 

𝑏𝑠,𝑛 = 2[𝐽ν+1(μ𝑠,𝑛)]
−2
∫√ξ𝜑̃𝑛

𝑘(ξ)𝐽ν(μ𝑠,𝑛ξ)𝑑ξ,

1

0

                     (3.61) 

 

Онда (3.60) қатарлары – Бессель-Фурье қатарларына жіктелуі [103, 83-бет] 

болады, мұндағы μ𝑠,𝑛, 𝑠 = 1,2,… – 𝐽ν(𝑧) Бессель функциясының өсу ретімен 

орналасқан оң нөлдері.  

(3.52), (3.58), (3.59)-тан (3.48), (3.49) есептерінің шешімін аламыз 

 

𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) =∑√𝑟𝑇𝑠,𝑛(𝑡)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟)

∞

𝑠=1

,                       (3.62) 
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мұндағы 𝑎𝑠,𝑛(𝑡) функциялары (3.60)-ден анықталады. 

Одан әрі (3.51)-ні (3.49), (3.50)-ге қойып, (3.52)-ті ескерсек, келесіні аламыз 

 

𝑇𝑠𝑡 + μ𝑠,𝑛
2 𝑔(𝑡)𝑇𝑠 = 0, 0 < 𝑡 < 𝛼, 𝑇𝑠(α) = 𝑏𝑠,𝑛, 

 

оның шешімі 

𝑇𝑠,𝑛(𝑡) = 𝑏𝑠,𝑛 exp(μ𝑠,𝑛
2 ∫𝑔(𝜉)𝑑𝜉

𝛼

𝑡

).                          (3.63) 

 

(3.57) және (3.63)-тен 

 

𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) =∑𝑏𝑠,𝑛

∞

𝑠=1

√𝑟(𝑒𝑥𝑝∫𝑔(𝜉)𝑑𝜉

𝛼

𝑡

)𝐽𝜈(𝜇𝑠,𝑛𝑟),           (3.64) 

 

мұндағы 𝑏𝑠,𝑛 шамалары (3.61)-ден табылады. 

Демек, алдымен (3.38), (3.41) есебінің шешімін (𝑛 = 0) тауып, содан кейін 

ретімен (3.37), (3.41) (n=1) және т.с.с. есептерін шешу арқылы (3.46)-дан барлық 

 𝜗𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) табамыз, мұндағы 𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) және 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) сәйкесінше (3.62) және (3.64)-тен 

анықталады. 

Сонымен, Ωα облысында келесі орын алады 

 

∫ρ(θ)𝐿1

 

𝐻

𝑢𝑑𝐻 = 0,                                               (3.65) 

 

Айталық, 𝑓(𝑟, θ, 𝑡) = 𝑅(𝑟)ρ(θ)𝑇(𝑡) және мұнда 𝑅(𝑟) ∈ 𝑉0, 𝑉0 – 𝐿2((0,1)) 

кеңістігінде тығыз,  ρ(θ)  ∈  𝐶∞(𝐻) – 𝐿2(𝐻) кеңістігінде тығыз, ал 𝑇(𝑡) ∈ 𝑉1, 

𝑇(𝑡) ∈ 𝑉1 – 𝐿2((0, 𝛼)) кеңістігінде тығыз болсын. Сонда – 𝐿2(Ωα) кеңістігінде 

𝑓(𝑟, θ, 𝑡) ∈ 𝑉, 𝑉 = 𝑉0⊗𝐻⊗𝑉1 тығыз болады [111, 387-бет]. 

Бұдан және (3.65)-тен шығады 

 

∫𝑓(𝑟, θ, 𝑡)𝐿1𝑢𝑑Ωα = 0

 

Ω𝛼

 

 

және 

 

𝐿1𝑢 = 0,  ∀(𝑟, θ, 𝑡) ∈ Ωα. 
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Осылайша, (3.1), (3.3) есептерінің Ωα облысындағы шешімі келесі функция 

болады 

 

𝑢(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑{𝜓1𝑛
𝑘 (𝑡) + 𝑟

(1−𝑚)
2⁄ [𝜗1𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡)]} 𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

, (3.66) 

 

мұндағы 𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) және  𝜗2𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡) сәйкесінше (3.62) және (3.64)-тен табылады. 

(1.33) формуласына, (1.34) бағалауларына, сондай-ақ леммалар мен (3.1) 

теңдеуінің коэффициенттеріне және берілген функцияларға 

𝜓1(𝑟, 𝜃), 𝜑(𝑟, 𝜃) қойылатын шектеулерге сүйене отырып, алынған шешім (3.66) 

𝐶(Ωα) ∩ 𝐶
1(Ωα ∪ 𝑆) ∩ 𝐶

2(Ωα) класына жататындығын [116, 3-бет] 

көрсетілгендей дәлелдеуге болады. 

Ары қарай, (3.62), (3.64), (3.66)-ден 𝑡 → +0 болғанда келесілерді аламыз 

 

𝑢(𝑟, θ, 0) = 𝜏(𝑟, θ) = ∑∑𝜏𝑛
𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (θ)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

,                      (3.67) 

 

𝜏𝑛
𝑘(𝑟) = 𝜓1𝑛

𝑘 (0) +∑𝑟
(2−𝑚)
2

∞

𝑠=1

[∫ 𝑎𝑠,𝑛(𝜉)

𝛼

0

(𝑒𝑥𝑝 𝜇𝑠,𝑛
2 ∫𝑔(𝜉1)𝑑𝜉1

𝜉

0

)𝑑𝜉 + 

 

+𝑏𝑠,𝑛 𝑒𝑥𝑝(𝜇𝑠,𝑛
2 ∫𝑔(𝜉)𝑑𝜉

𝛼

0

)] 𝐽𝑛+(𝑚−2)/2(𝜇𝑠,𝑛𝑟), 

 

𝑢𝑡(𝑟, 𝜃, 0) = 𝜈(𝑟, 𝜃) = ∑∑𝜈𝑛
𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (𝜃)

𝑘𝑛

𝑘=1

∞

𝑛=0

,                        (3.68) 

 

ν𝑛
𝑘(𝑟) = φ1𝑛𝑡

𝑘 (0) −∑𝑟
(2−𝑚)
2

∞

𝑠=1

[𝑎𝑠,𝑛(0) +
 
 

  
 

  

 

+𝜇𝑠,𝑛
2 𝑔(0)∫ 𝑎𝑠,𝑛(𝜉)

𝛼

0

(𝑒𝑥𝑝(𝜇𝑠,𝑛
2 ∫𝑔(𝜉1)𝑑𝜉1

𝜉

0

))𝑑𝜉 + 

 

+𝜇𝑠,𝑛
2 𝑔(0)𝑏𝑠,𝑛 (𝑒𝑥𝑝 𝜇𝑠,𝑛

2 ∫ 𝑔(𝜉)𝑑𝜉
𝛽

0

)]
 

 
𝐽
𝑛+

(𝑚+2)
2

(𝜇𝑠,𝑛𝑟). 
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(3.60)–(3.62), (3.64) және сәйкес леммалардан 𝜏(𝑟, 𝜃), 𝜈(𝑟, 𝜃) ∈ 𝑊2
𝑙(𝑆), 𝑙 >

3𝑚

2
  шығады. 

Осылайша, (3.3), (3.67), (3.68) шектік шарттарды ескере отырып, Ω𝛼 

облысында өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас есепке 

келеміз 

 

𝐿2𝑢 = 𝑝(𝑡)∆𝑥𝑢 + 𝑢𝑡𝑡 +∑𝑎𝑖(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢𝑥𝑖

𝑚

𝑙=1

+ 𝑏(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢𝑡 + 𝑐(𝑟, 𝜃, 𝑡)𝑢 = 0, (3.69) 

 

келесі мәліметтерімен 

 

𝑢 |
 

𝑆
= 𝜏(𝑟, 𝜃), 𝑢𝑡 |

 

𝑆
= 𝜈(𝑟, 𝜃), 𝑢 |

 

𝛤𝛽
= 𝜓2(𝑡, 𝜃)                     (3.70) 

 

Бірінші бөлімде дәлелденген 2 теоремаға сәйкес, егер τ(𝑟, θ), 𝜈(𝑟, θ) ∈

𝑊2
𝑙(𝑆), ψ2(t, 𝜃) ∈ 𝑊2

𝑙(Γ𝛽), 𝑙 >
3𝑚

2
 , онда (3.70), (3.71) есептерінің жалғыз шешімі 

болады. 

Осы теореманы қолдана отырып, 3-есептің шешімінің бар болатындығына 

келеміз. 

Алдымен Ω𝛼 облысында (3.1), (3.2) есебін қарастырып, оның шешімінің 

жалғыздығын дәлелдейік. Ол үшін келесі теңдеуге арналған бірінші шектік 

есептің шешімін құрамыз 

 

𝐿1
∗𝜗 = 𝑔(𝑡)∆𝑥𝜗 − 𝜗𝑡 −∑𝑑𝑖

𝑚

𝑖=1

𝜗𝑥𝑖 + 𝑑𝜗 = 0,                        (3. 11
∗) 

 

берілгендер 

 

𝜗 |
 

𝑠
= τ(𝑟, θ) = τ̅𝑛

𝑘(𝑟)𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (θ), 𝜗 |

 

Γ𝛼
= 0,                   (3.71) 

 

𝑑(𝑥, 𝑡) = 𝑒 −∑𝑑𝑖𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

, 

 

мұндағы τ̅𝑛
𝑘(𝑟) ∈ 𝑊, 𝑊 – 𝐶([0,1]) ∩ 𝐶1((0,1)) классына тиесілі τ(𝑟) 

функцияларының жиыны. 𝑊 жиыны 𝐿2((0,1)) кеңістігінің барлық жерінде 

тығыз   [111, 377-бет]. (3. 11
∗), (3.71) есептерінің шешімін (3.35) түрінде іздейміз, 

мұндағы ϑ̅𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) функциялары төменде анықталады. Сонда, ϑ̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡) 
функциялары (3.37)–(3.39) түріндегі теңдеулер жүйесін қанағаттандырады, 
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мұнда  𝑑̃𝑖𝑛
𝑛 , 𝑑𝑖𝑛

𝑘  шамалары −𝑑̃𝑖𝑛
𝑘  −𝑑𝑖𝑛

𝑘  шамаларына, ал 𝑒̃𝑛
𝑘 шамасы 𝑑̃𝑛

𝑘 шамасына  

ауыстырылған, 𝑖 = 1,… ,𝑚, 𝑘 = 1, 𝑘𝑛,
̅̅ ̅̅ ̅̅ ̅, 𝑛 = 0,1,… . 

Әрі қарай, (3.71) шектік шартына және (3.35)-ке сәйкес, келесі есепке 

келеміз 

 

𝐿1𝜗𝑛
𝑘 ≡ 𝑔(𝑡) (𝜗𝑛𝑟𝑟

𝑘 −
𝜆̅𝑛
𝑟2
𝜗𝑛
𝑘) − 𝜗𝑛𝑡

𝑘 (𝑟) = 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡),                  (3.72) 

 

ϑ𝑛
𝑘(𝑟, 0) = τ𝑛

𝑘(𝑟), ϑ𝑛
𝑘(1, 𝑡) = 0, 

 

ϑ𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(𝑚−1)
2 𝜗̅𝑛

𝑘(𝑟, 𝑡), 𝑓𝑛
𝑘(𝑟, 𝑡) = 𝑟

(𝑚−1)
2

2

𝑓𝑛̅
𝑘(𝑟, 𝑡), τ𝑛

𝑘(𝑟) = 𝑟
(𝑚−1)
2 τ̅𝑛

𝑘(𝑟). 
 

(3.72) және (3.73) есептерінің шешімі  (3.44), (3.45) есептерін шешу 

тәсілімен  табылады. 

Осылайша, (3. 11
∗), (3.71) есебінің қатары түріндегі шешімі 

 

𝜗(𝑟, 𝜃, 𝑡) = ∑∑𝑟
(1−𝑚)
2

𝑘𝑛

𝑘=1

[𝜗1𝑛
𝑘 (𝑟, 𝑡) + 𝜗2𝑛

𝑘 (𝑟, 𝑡)]𝑌𝑛,𝑚
𝑘 (𝜃)

∞

𝑛=0

 

 

құрылды. Ол (1.34) бағалауларына сәйкес 𝐶(Ωα) ∩ 𝐶
1(Ωα ∪ 𝑆) ∩ 𝐶

2(Ωα) класына 

жатады. 

Ωα облысы бойынша интегралдау нәтижесінде [89, 140-бет] 

 

𝜗𝐿1𝑢 − 𝑢𝐿1
∗𝜗 = −ϑ𝑃(𝑢) + u𝑃(𝑣𝜗) − 𝑢𝜗𝑄, 

 

мұндағы 

 

𝑃(𝑢) = 𝑔(𝑡)∑𝑢𝑥𝑖

𝑚

𝑖=1

cos(𝑁⊥, 𝑥𝑖) ,  𝑄 = cos(𝑁⊥, 𝑡) −∑𝑎𝑖

𝑚

𝑖=1

cos(𝑁⊥𝑥𝑖), 

 

aл, 𝑁⊥ –𝜕Ω𝛼 шекарасына ішкі нормаль, Грин формуласы бойынша аламыз 

  

∫𝜏(𝑟, θ)𝑢(𝑟, θ, 0)𝑑𝑠

 

𝑆

= 0.                                   (3.74) 

 

{𝜏̅𝑛
𝑘𝑌𝑛,𝑚

𝑘 (θ)} функциялар жүйесінің сызықтық қабықшасы 𝐿2(𝑆) 

кеңістігінде тығыз [111, 377-бет] болғандықтан, (3.74)-тен  𝑢(𝑟, θ, 0) =
0, ∀(𝑟, θ) ∈ 𝑆 деген қорытындыға келеміз. 
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 Демек, (3.11) параболалық теңдеудің экстремум принципіне [115, 75-бет] 

сәйкес   Ω̅𝛼 облысында  𝑢 ≡ 0. 
Бұдан 𝑢𝑡(𝑟, θ, 0) = 𝜈(𝑟, θ, 0) = 0, ∀(𝑟, θ) ∈ 𝑆. 
Осылайша, (3.69), (3.70) біртекті аралас есебіне келдік, ол 2 теоремаға 

сәйкес тривиалды шешімге ие. 

Демек, 3-есептің шешімінің жалғыздығы дәлелденді. 
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ҚОРЫТЫНДЫ 

 

Диссертациялық жұмыс цилиндрлік облыста өзгешеленген көпөлшемді 

эллиптикалық және эллиптико-параболалық теңдеулерге аралас есептердің 

бірмәнді шешілетіндігі дәлелденді. Зерттелген аралас есептердің айқын түрлері 

келтірілді.  

Зерттеу нәтижелері есептердің дұрыс қойылымын және алынған 

шешімдердің негізділігін растайды. Шешімдердің бар болуы, қисындылығы 

және жалғыздығы анықталып, қойылған ғылыми міндеттердің толық шешілгенін 

көрсетеді. 

Негізгі нәтижелер: 

– өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас есептің 

қисындылығы көрсетілді; 

– өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас есептің 

шешімінің бар екендігі дәлелденіп, оның аналитикалық түрі алынды; 

– өзгешеленген көпөлшемді эллиптикалық теңдеулерге аралас есептің 

шешімінің жалғыз болатындығы анықталды; 

– өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық теңдеулердің бір 

класы үшін аралас есептің қисындылығы көрсетілді; 

– өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық теңдеулердің бір 

класы үшін аралас есептің шешімінің бар болатындығы дәлелденді және бұл 

есептің айқын шешімі алынды; 

– өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық теңдеулердің бір 

класы үшін аралас есептің шешімінің жалғыздығы анықталды; 

– өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық теңдеулерге аралас 

есептің қисындылығы көрсетілді; 

– өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық теңдеулерге аралас 

есептің шешімінің бар болатындығы дәлелденді және оның айқын шешімі 

алынды; 

– өзгешеленген көпөлшемді эллиптико-параболалық теңдеулерге аралас 

есептің шешімінің жалғыздығы анықталды. 

Қойылған міндеттерді шешу толықтығын бағалау. Өзгешеленген 

көпөлшемді эллиптикалық және эллиптико-параболалық теңдеулерге арналған 

аралас есептердің қойылымы жасалып, олардың қисындылығы, шешімдерінің 

бар болуы мен жалғыздығы және құрылымы зерттеліп, бірмәнді шешілетіндігі 

дәлелденді, айқын аналитикалық түрлері алынды. 

Зерттеу нәтижелерін нақты қолдану бойынша ұсыныстар. Жұмыста 

алынған аналитикалық шешімдер газ динамикасы, механика, биофизика, физика, 

экономика және басқа да қолданбалы салалардағы есептерді теориялық тұрғыда 

талдау мен сандық әдістер арқылы шешу үшін қолдануға болады. Бұл нәтижелер 

тиімді сандық әдістерді құруға және өзгешеленген дифференциалдық теңдеулер 

теориясын дамытуға негіз болады. 

Осы саладағы ең жақсы жетістіктермен салыстырғанда орындалған 

жұмыстың ғылыми деңгейін бағалау. Жүргізілген ғылыми зерттеу нәтижелері 
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ҚР ҒЖБМ Ғылым және жоғары білім саласындағы сапаны қамтамасыз ету 

комитеті ұсынған басылымдарда, халықаралық конференциялар 

материалдарында, сондай-ақ Scopus және Web of Science дерекқорларында 

индекстелетін ғылыми журналдарда жарияланды.  
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